
KoмnJt,etJCc у'Чебиихов удостоеи 

Премии ПравиmеJt,,ьства Россиисхои Федершции 

в oбJt,acmu иаухи и техиихи за 2003 год 

МАТЕМАТИКА В ТЕХНИЧЕСКОМ УНИВЕРСИТЕТЕ 

Выпуск4 



Комплекс учебников 

«Математика в техническом университете» 

из 2 1 выпуска 

1. Введение в анализ 

2. Дифференциальное исчисление функций одного переменного 

3. Аналитическая геометрия 

4. Линейная алгебра 

5. Дифференциальное исчисление функций многих переменных 
6. Интегральное исчисление функций одного переменного 

7. Кратные и криволинейные интегралы. Элементы теории поля 

8. Дифференциальные уравнения 

9. Ряды 

1 О. Теория функций комплексного переменного 

11. Интегральные преобразования и операционное исчисление 

12. Дифференциальные уравнения математической физики 

13. Приближенные методы математической физики 

14. Методы оптимизации 

15. Вариационное исчисление и оптимальное управление 

16. Теория вероятностей 

1 7. Математическая статистика 

18. Случайные процессы 

19. Дискретная математика 

20. Исследование операций 

21. Математическое моделирование в технике 



А.Н. КАНАТНИКОВ , А.П. КРИЩЕНКО 

ЛИНЕЙНАЯ АЛГЕБРА 
Под реда,куиеи 

д-ра техн. наук, профессора В.С. Зарубина 

и д-ра физ.-мат. наук, профессора А.П. Крищенко 

Ре,комеидоваио Мииистерством образоваии.я, 

Россиисхои Федерауии 

в ,кшч,естве у%ебииха для студеитов 

в1ысших mexuu%ecxux у%ебиых заведеиии 

5-е издание 

Москва 

ИЗДАТЕЛЬСТВО 
МГТУ им. Н. Э. Баумана 

2 О 1 5 



УДК 51 7.1 (075.8) 
ББК 22.151.5 

К19 

Реу,еизеиm'Ьt: 

профессор В.И. Елкин, профессор Е.В. Шикин 

Канатников, А. Н. 
К 1 9 Линейная алгебра : учебник для вузов / А. Н. Канатников, 

А. П. Крищенко ; под ред. В. С. Зарубина, А. П. Крищенко. - 5-е 
изд. - Москва: ИздательствоМПУ им. Н. Э. Баумана, 2015. - 335, 
[ 1] с. : ил. - (Математика в техническом университете ; вып. 4 ). 

ISBN 978-5 - 7038-3845- 7 
ISBN 978-5-7038-4284-3 (вып. 4) 

Книга является четвертым выпуском комплекса учебников 

<<Математика в техническом университете» и содержит изло­

жение базового курса по линейной алгебре. Дополнительно 

включены основные понятия тензорной алгебры и итерацион­

ные методы численного решения систем линейных алгебраи­

ческих уравнений. Материал изложен в объеме, необходимом 

для подготовки студента технического университета. 

Содержание учебника соответствует курсу лекций, кото­

рый автор читает в МГТУ им. Н. Э. Баумана. 

Для студентов технических университетов. Может быть по­

лезен преподавателям, аспирантам и инженерам. 

ISBN 978-5-7038-4284-3 (вып. 4) 
ISBN 978-5-7038-3845-7 

УДК 517.1 (075.8) 
ББК 22.151.5 

© Канатников А.Н., Крищенко А.П., 

2001 
© Канатников А.Н., Крищенко А.П., 

2006, с изменениями 
© Московский государственный 
технический университет 

им.Н.Э.Баумана, 2015 
© Оформление. Издательство 
МГТУ им. Н. Э. Баумана, 2015 



ПРЕДИСЛОВИЕ 

lfетвертый вынуск r.;ери.и. ,, Математика в техни.'iеском уни­

верситете~- r.;одержит материо.Jr по курr.;у линейной о.Jrгебры1 
обы 'iHO L1и.таемой во втором и.ди. третwм r.;еместре. 

Кни.1'а, как и. дру1'и.е вынуеки. r.;ери.и. 1 имеет развитый а1111а­
рат ддл поиска и.liформации, позвuдлющи.Й использовать KliИ.I'Y 

как r.;нраво'iник. Любое кдю'iевое ноня:ти.е в месте 011редеде­

ню1 выд,еJшно nо.л,ужирпым курсивом. llep1юe уноми.наню:~ 

кдю'--Iево1'0 нонлтил в пара1'рафе дано с:ветл,ым курс:'Uвuм. Ддл 

удобства цитированил онредеJшнил, теоремы, заме'iанил1 фор­
му ды и. т.11. r.;набжены ,1..1,1.юйной нумерацией. На11ри.мер1 теорема 
2.1 - это первал теорема в главе 2, (2.1) - первал формула в 

L'даве 2, рис. 1.5 - ня:тый риr.;унок в L'даве 1. 
Н тексте КНИ.L'И. И.(;llUJlЬЗуютr.;н. t;CЫJlKИ., обдеl''iающи.е 110.И.СК 

liYЖliыx онредеJrений и. .цру1'и.х сведений. Такие r.;сылки ука­

зывают номер L'давы и.J1и. нарш'рафа и. MOL'Y 'l' относи.тьr.;я: как 
к данной кни.1'е, так и. к дру1'и.м вынуr.;кам сери.и.. На11ри.мер1 
( см. 1.2) отсыдает '--lи.татедя. ко второму нараграфу ш:~рвой 1-да­
вы этой кни:ги.1 TUL'Дa как [I-7.5] uзна'--lает ссылку на нлтый 

11ара1 'раф седьмой 1 'давы в нервом вынуеке*. 
Hr.;e кдю'iевые ноliя.ти.я: нри.ведеliы в нредметliом указатеде, 

нoмeщeliliOM в коliце KliИ.l'И.. Oliи. СJшдуют в аJ1фави.тliом норя.дке 

110 r.;ущест1:>итедьliому в и.мeliИTeJlЬJ:iOM надеже. Сr.;ыдки. 11ред­

метно1 'О у казатедя. раздеJ1нютr.;н на or.;нuвliыe (даны шри.фтuм 

пря:мого и:а'--Iертаиия:) и неосиовные (даны курr.;ивиым шриф­

том) . Оr.;новliая: сr.;ылка у казывсt.ет, L 'де в1:>Е:Щеliо ноliя.ти.е, нео-

~ 11,~тсtльн:ы~ (.;(.;ЫJIКИ (.; у ЮJ.3а.Н:И~М llёtj)cJ.J. 'j)а.фа .LJ,ct.IOT(.;}i T()JlЬK() н:а [l~j)ВЫЙ 

выпу1;к 1;~рии и отн:01;1f.т(.;1f. к и3.цан:ию; Mvpvзvr:ю Н.Д . Нв~.ц~н:и~ в аю1.-1rи3; 

У'-1~6 . .LJ,д1i ву3ов. М.: И3.ц-во Ml'TY им. Н.Э.оауман:а, 199б. Н ос.;тмьн:ых 

1;дy'iёt1iX (вьшус.;ки [ll] и. [lll]) llj)И.BO.LJ,И'l'C.:1i JLИШЬ 1юм~r вьшус.;ка, а н:ужно~ 
М~(.;Т() в KliШ -~ М()ЖН() наити. llj)И. ll()М()ЩИ. llj)~.LJ,M~Tli()l '() ука3ат~JЩ. 
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L:liUJ:Hic\,}i (.;(.;blJlKёt укr:L3ЬШr:Lет мeL:TU в Kli.l:1l'e .l:1Jl.l:1 дPYl'UM вынуL:ке 

L:ep.1:1.1:1, 1 'де имеютL:Ji дu11uJ111.1:1теды.-J.ьш <..:J:$eдe11.1:1Ji u кдю'iевuм нu­
ш~.т.1:1.1:1. СL:ыдки Hr:L терми11ы, введенные 1$ дРУl'ИХ J:$ЫHYL:Kr:LX 

L:ери.1:1, L:uдepжr:Lт 11uмера. этих J:$ЫllyL:кuв. Нёtнример, <..:L:ыдкr:L I-215 
U31ir:L'ir:Leт L:тpr:L11.1:1цy 215 нep1$Ul 'U J:$ЫHYL:Kr:L1 r:L L:L:ь1.11кr:L П - втuрuй 

вынуL:к (L:UUl'1$eTL:твyющee меL:тu 1$ этuм вынуL:ке мuж11u liа.Йт.1:1 
нu е1 'U 11редмет11uму у кёLЗа-те.J1ю) . 

.оодьшин<..:тво .1:1<..:нодьзуемых обоз11а-'iеli.1:1Й номещеliы в пере'i­

не uL:нuвных uбuзнr:L'iений. Длл кr:Lждuгu uбuзнr:L'iения: нr:Lрлду L: 
кра-ткuй рш . .:шифрuвкuй укёLЗа-liЫ ра-здеды этu1'U иди дру1-.1:1х 1$Ы­
пу<..:ков L:ерии, в которых оно бьыю введено. Н кни1'е приведены 

На,ПИ<..:а-ние И руL:<..:кое прОИ3.1:lОШение букв Jla,TИHL:KOГO И греч:еL:КО­

гu c\Jlфr:LB.l:1TUB . 

llepeд 'iте11.1:1ем этuй к11.1:11 '.1:1 11реддr:L1 'r:LeM в цедлх L:r:Lмuкu11тpuдл 
вы1юлнить некоторый шtбор за-да-ний. Н текL:те этих за-дr:Lний 

прямым полужирным шрифтом выдеде11ы клю'iевые тер­

м.1:111ы, 31ir:L'ie11.1:1e кuтuрых дuдж11u быть .1:1звеL:т11u 'i.1:1та.те.J1ю 1 r:L в 
KUliЦe Kr:LЖДUl'U 3a-Дi:Lli.l:1Я. у Kr:L3r:Llia, (.;(;blJlKa, lia, liUмep выну<..:ка- L:e-

V 

р.1:1.1:1 1 в кuтuрuм мuж11u 11а-ит.1:1 L:uuтветL:твующие рёLЗъя.L:11е11ил. 

Задания длл самопроверки 

1. Чтu 1ю11има-ют 1юд критерием нeкuтupUl'U утвержде­

ния.'! [I] 
2. Из Ка,КИХ Эl'a-LIUB L:U<..:TUИT ДUKёLЗa,Tt;/lbL:TBU LIU методу 

математической индукции'( [I J 

3. Сформудируйте онредедение в3аимно одно3начного 

отображения двух множеств. Чему рr:Lвна- компо3иция 

прямого и обратного отображений двух м11ожес;тв'( [I] 
4. НВJ1я:етL:я: д.1:1 множество ~ действительных чисел 

(множество С комплексных чисел) упорядоченным и 

обра-зуют д.1:1 натуральные числа e1'U конечное .1:1J1.1:1 беско­
нечное подмножество'( Чтu 'l'a-кue абсолютная величина 

(модуль) 'iИ<..:да-'? I] 
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5. Имеют ди. 01шраци.и. t;JЮжени.л и. ум11ожеliи.л ,LJ,еЙt,;т.ви.тедь-
V 

ных 'iи.t;ед t.;1:ЮИt.; '1'.ва коммутативности, ассоциативности и. 

.в 'iем t;Оt;тои.т и.х t;.вОЙt;т.во дистрибутивности'( [ 1] 
о. Длл комплексного числа z = 2 - 3i найти действи-

тельную и. мнимую части, модуль и. е1'О нрои.з.ведени.е t,; 

комплексно сопрлженным числом . [I] 
7. Каки.е t;.вОЙt;т.ва и.меют функции; ct.) непрерывные на 

отре3ке; б) непрерывно дифференцируемые в интерва­

ле'( llри..ве t,;ти. нри.мер монотонных в интервале функций1 
I]' 

V 

t;уммсt. которых 11е .лвдлетt,;л монотu1111ои в этом интервшrе. 

[II] 
~- Как можно .вылt,;1iи.ть 1 и.меет ди. многочлен одного 

переменного кратные корни'( [ 1] 
9. l::ke1',LJ,ct. ди. прои3воднм многочлена одного перемен­

ного степени п л.вJшетt,;л мно1'О'iденом t,;тенени. п -1'( [I] 1 [Il] 
lU. Ксt.к .в множеt,;т.всt.х .векторов V2 нсt. шюt,;коt,;ти. и. V3 .в 

11роt;транt,;'1'.ве .в.вuдлтL:л онерсt.ци.и. и.х сложенил и. умноженил 

на действительные числа'( qто такое длина (модуль) 
вектора и угол между векторами'( [III] 

11. Ксt.ки.е t,;.воЙL:твсt. и.меет скаллрное умножение .векто­

ров из Vj ·r Чему рсt.вно t,;кшшрное нроизведени.е д.ву х .векторов 

из V2 1 e(.;Jrи: ct.) они uбрсLЗуют ортонормированный бмис в 
V2; б) они. коллинеарны'( III] 

12. Ко1'дсt. тройка .векторов и.з V3 1 t;Оt;'l'оя.щая. и.з двух век­

торов и. и.х векторного прои3ведени11 ct.) лвдя.етt,;я. компла­

нарной; б) обрсLЗует правый ортонормированный бмис 1> 

V/f III] 
1•1. д v uксLЗсt.ть 1 что произведение двух кососимметриче-

V V 

ских матриц Л13J1летL:л симметрическои матрицеи то1'да и 

тодько то1',д;сt., KOL'Дct. неремножсt.емые мс1.:грицы перестановоч-

ны. [IH] 
14. Может ди. ранг квадратной невырожденной ма­

трицы быть меньше коди'iеt,;твсt. ее бмисных строк ( столб-
цов) '( [III] 

15. Что У 'l'1>ерждает теорема о бмисном миноре'( [III] 
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16. llривеt.:ти пример верхней (нижней) треугольной 
V U 

матрицы, у которои мсLкt.:имшrь.1:iое 'iЮ.:до линеино не3ави-
u 

симых строк .l:ie pcLв.1:io мс1кt.:имш1ь.1:iому 'iИt.:J1y ее линеино 3а-

висимых столбцов. [III] 
17. llриведите нример вырожд-енной матрицы третье­

L'О порядка, которсt.л .l:ie я.вдю~тt.:л нрои:Jведе.1:iием матрицы­

столбца нсt матрицу-строку. [Hl] 
18. Как нерейти от матричной 3аписи системы линей­

ных алгебраических уравнений ( СЛАУ) к ее векторной 

и координатной 3сt.ниt.:я.м и .1:iсLоборот'? Кс1,к неи3вестные 

СЛАУ рёt3бивают .l:ict 3ависимые ( бюисные) и не3ависимые 

(свободные)'( lП] 

19. Кс1,кие t.:.1:юЙt.:'I'BcL имеют решения СЛАУ и реше.1:iил 

соответствующей ей од-нород-ной СЛАУ'( Что утвержда­

ет теорема Кронекера - Капелли о совместности и 

несовместности СЛАУ и t.:вл:Jct..l:ia ди ее формудировкс1, t.: ма­
трицей СЛАУ': [III] 

2U. Что мож.1:iо утверждать об определителе матрицы 

а) обратной к транспонированной; б) обрсt.т.1:iоЙ к проти­
воположной'( [III] 

21. КсLкой тип имеют нулевая и единичная матри­

цы, еt.:ди .цдя. .1:iИХ онре.цеде.1:iы онерации сложения и умноже­

ния'( [ПI] 

22. Дока,3с1,ть , '!ТО 011редеJ1итеJ1ь диагональной матрицы 
µct.вe.l:i нрои:Jведе.1:iию ее диагональных элементов. [llI] 

23. Какие рёt3меры имеют блоки блочно-диагональной 

матрицы'( [ ПI] 
24. llере'iиt.:дите виды кривых второго порядка. У кажи­

те их канонические уравнения. [III] 
25. lleµe'iиL:J1и1·e Ot.:.l:iOB.l:iыe виды поверхностей второго 

порядка и укажите их канонические уравнения. [III] 
26. lfтo тс1,кое абсолютная и относительна.я погрешно­

сти'( [II] 



ОСНОВНЫЕ ОБОЗНАЧЕНИЯ 

• И. • - lii:t'ia.lIO И (.)K(.)H'ii:tliИ.(; Дl>Ki:iЗi:LT(;Jib(.;'l'Bi:t 

# - (.)K(.)li 'ii:tl!И.(; 11µ11.меµ<t, 3i:LM(;'ii:tliИ.Л 

а с А1 А Э а - эдемеliт а 11µиli<LДдежит МliОЖе(.;тву А (мliоже-

(.;ТВО А (.;Одеµжит эдемеliт и) I-1.1 

N множе(.;ТВО н<tтура.1rьных 'iИ(.;eJI I-1.3 

Mli(.)Ж(;(.;TBO Д(;И(.;TBИ'l'(;JlbliЫX 'iИ(.;(;Jl l-1. 3 

MliOЖ(;(.;'l'BO KOMШl(;K(.;liЬIX 'iИ(.;~1 Д.1.1, l-4.3 

<tб(.;OJIIOTli<tя. веди. 'iИ.Ш.t 'iИ(.;Jict х I-1.3 

JlИlieЙliOe <tµифмети '-!(;(.;КО(; 11µ0(.;TI->i:tli(.;TBO 1.1 

а, а вектоµ (элемеliт лиliеЙliого 11µоt.:тµ<tнL:тв<t) и (.;Толбец 

er·o кооµди.liа.Т 1.6 

lal 
о 

а+Ь 

Ла 

-

ддиli<t вектоµ<t а 3.3, III 

liY JШвои вектоµ 1.1, III 
(.;у ммсt вектоµов а и Ь 1.1 1 III 

11µ011.зведеtlие вектоµ<t а li<L дейt.:тви.тедьtlое 'iИ.t.:JIO Л 

1.1, III 

а, Ь уr'Од между вектоµсtми. а и. Ь 3.4, III 
dirн .С µс1змеµliо(.;·1ъ ди.lieЙliOI 'O 11µ0(.;'l'i->ёtli(.;TBct .С 1. 7 
~µ<tп {а} - ди.liеЙliаЯ ободо'iк<t (.;И.(.;'l'емы вектоµов а 2 .1 

Н1 + Hi (Н1 ® Hi) - t.:умм<t (нµлм<tл (.;умм<t) динеЙliых 11од11µ0-

(.;Тµ<tнt.:тв Н1 и Hi 2.3 

Ji l.. - оµтоr 'Olia.llbliOe ДOllOJilieliи.e К JIИlieИliOMY 11однµо-
(.;Тµа.Н(.;ТВУ Ji 3.9 

V1 ( Vi и. V3) - 11µ0(.;·1·µ<tlit.:т1:ю кодди.liе<tµliых вектоµов (кoмшr<t­

li<Li->liЫX вектоµов и вt.:ех t.:вободных вектоµов) III 
(.;Ю:1.,.1rлµное нµои.зведеtlие вектоµов а и. Ь 3.1, III 

вектоµliое 11µ011.зведеliие вектоµов а и. Ь III 



1() ОСНОJЗНЫН: ОЬ'ОЗНА ЧН:НИЯ 

аЬс t;мeшatltlOe 11ро113ведеш,:1.е 13ектоµо13 а , Ь 11 с III 
а= {х;у} (а= {x;y;z}) - зада.1t11е 13ектоµа а 113 V:г (V3) t; 110-

мощью е1 'О кооµд11tlа1· 13 ф11кt.:11µ013а1нtом ба.З11t;е 13 V:г 

(V3) III 
i ( i, j 11 i , j, k) - oµтotloµм11µ013aJ:itlЫЙ ба.З11t.: 13 V1 (11µа13ыЙ oµ­

TOtloµм11µ013a.tltlЫЙ ба.З11t.: 13 V:г 11 13 V3) III 
Оху, Oij (Oxyz,, Oijk) - 11µа13ая: 11µя.моу1·одыtая: t.:11t.:тема ко­

оµдинат на. шюt;коt.:т11 (13 нµоt.:тµа.нt.:т13е) III 
M(x;y;z) (M(:J:;y)) - то'iка М нµоt.:тµа.нt.:т13а (шюt.:коt.:·1'11) t.: ко­

оµд11tlатам11 х ( aбt.:ц11t.:t;a), у ( оµд11tlата) 11 z ( а11ш111-
ката) III 

к rxJ-n_ множеt;·1·во мно1'О'iJШНО13 11еµеменно1·0 х t.:те11ен11 , не 

11µе13ышающей п 1.1 
Ат мс1.,тµицс1.,1 тµс1.,нt.:11ониµованнм к матµице А III 

diag ( а11 ... ' ап) - ДИа,l'ОНс\.JlЬНая. МёLтµицсt. (.: ДИcl.,l'OHc\.JlbHЫM11 

А,А 

эдементсt.ми а1, ... , ап III 
онµед~ди·л:•,дь матµицы А III 

мс1.,·1,µ11цс1.,, обµатная: к матµ11це А III 

1-->iilil' Mi:Ll'l-->11ЦЫ А III 
нt.:е13дообµатная: матµицсt. 

нулевс1.,я: мс1.,тµицс1., III 
Д.3.3 

линейный 011еµс1.,тоµ и е1·0 мс1.,·1'µицс1., 4.3 

е ну д~вой 011~µс1.,тоµ 4.1 

kег А, iп1 А - я:дµо и обµа.З динейно1 'О онеµатоµсt. А 4.1 

А ® В пµои:3ведени:е тензоµов А и В 10.4 

tp(x, ·) 

п 

~щ~ 
k...cl 

фу нкц11я: мно1 ·11х неµеменных, µаt.:t.:ма·1·µ11ваемая. 11µ11 
ф11кt;11µованном знс1.,'iен1111 аµ1'умента х (в общем 

t.:ду 'iae вектоµ!:iОI 'О) как фу tiкц11л втоµо1 'О с1.,µ1 'У мetl'l'a 

10.2 

t.:уммс1., п t.:Jrct.гaeмыx а1, ... , ak, ... , ап I-2.6 

k = 1, п - 'i11L:JIO k 11µ11н11мает 11оt.:.11едовс1.,тедьно вt.:е 3На'iения: и3 
множеt;твсt. N от 1 до п BKJlIO'i11Tt',,JIЬHO I-2.6 
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Буквы латинского алфавита 

HcL 'le IП' сLни.е llpuи.знu- HcL 'lертсLни.е llpuи.знu-

шени.е шени.е 

А ёL Аа О, N 11 N п Эli 

J3 ь н ь бэ о о о и о 

с (.; с(; цэ t>' р 1--'р пэ 

о d 1) d дэ Qч Q q ку 

Ее Ее е R г R 'Г эр 

~' f" р f" эф s s s ~ Эt.: 

G g G g же т t :г t 'l'Э 

Hh н h ёLШ V u и 'U у 

I i т i и. V V V 'И вэ 

J j J j 
V 

Ww w дубль-вэ иот 'Ш 

Kk к k Ко., Хх Хх И.К(.; 

L 1 L l ЭJIЬ у у у у и.1'рек 

М Ill М rn эм z 'L, z z 3ЭТ 

Буквы гре~еского алфавита 

HcL'iep- Прuи.знu- HcL'iep- Прuи.знu- HcL'iep- l1pUИ.3liU-

ТёLНИ.е шеliи.е TёLliИ.e шеliи.е TёLliIO:~ шеliи.е 

А ёw'lЬфёL 1 
V 

t>' а /, ИОТёL р ро 

J3 (3 бетсL к х Ko.,llllo., ~ о- (.;И.1 'Мо., 

1' 1 ГёLММёL л л JiёLMб д О, т т ТёLУ 

д б Дt:;7IЬТёL м µ, ми r 'И Иllt.:ИJIOli 

Е t: ЭПt.:ИJЮН N V ни ф ip фи 

z ( дзетсL - ( К(.;И. х х хи. _, 

н 'Г/ Э'l'а, о и OMИ.KJ)Oli w ф 11(.;И. 

(:) iJ (j ТЭТёL 11 7Г IIИ. н w uмегсL 

llpeдc.;·1'0,BJШli на,и.более у11отреби.теJ1ь1iыЙ (но tle eди.lit.:твetl­

liыЙ) BёLf)И.ёLliT llf)UИ.3liUШeliИ.}! ( в 'iа,(.;ТНО(.;ТИ., вмес.;то " Йот ;, И.liOl 'До., 

1 'ОВОрлт 1, жи. ;, ) • 



ВВЕДЕНИЕ 

Двсt µсtЗдедсt из кypl:ct сtнш1и·1·ич:еGкой 1 ·еометµии [ III j имеют 
мноr·о обще1·0. Hct множеl:тве вектоµов в 11µot.:тl-)ct1il:'l'Be (V:J) иди 
нсt шюl:коl:ти (Vi) онµедедены линейные онеµсtции wюженил век­
тоµов и у множенил вектоµсt нсt ч:иwю. Одноименные 01шµсtции 

введены и во множеGтве Mrnп(IR) мсtтµиц одно1·0 тинсt тп хп. Н 

обоих t.:лу 'ictя.x онеµсtции обдсtдшrи Gхожими GвоЙt.:твёtми. Аншю-

1·ил между вектоµсtми и мсtтµицёtми быдсt нод 'iеµкнутсt l:'l'Идем 
V V 

ИЗJЮЖения.; динеиные (.;ВОИ(.;ТВёt Мёt'l'l-)ИЦ ОНИ(.;ё\.НЫ в том же KJIIO'ie7 
V V 

'il'O и динеиньш l:BOИl:TBёt вектоµов. 

EGTel:TBelIHO ЗёiДёiТЬL:Л целью ПОl:Тl-)ОИТЬ Тёtкую МёiТеМёiТИЧе­
(.;Ку ю теоµию1 котоµёtЯ. охвсt1ъ1вш1сt бы и вектоµную шн·ебµу 1 

и мсtтµи Lrную ксtк Чёtt;тные wry 'iёtИ. Тсtксtл теоµил былсt t;ОЗДсt­

нсt и ноду'iидсt нсtЗвсtние динейной шп·ебµы. Онёt бсtЗиµуетt;я. 

Нс\. а,Кt;ИОМёtТИ 'iet;KOM методе. UOl'Jiёtt;HO этому методу ВВОДЛТ(.;Л 

неµвич:ные, неонµеделлемые 11онлтил1 котоµые доджны нодч:и­

нлтьl:л некотоµому нсtбоµу сtкt;иом. Акt;иомы - это неµвич:ные 

утвеµжденил1 котоµые не доксtЗывёtютt;л, ct t;'iИTctIO'l't;Л веµными 

изнсtч:шrьно. Hl:e Оl:тшrьные утвеµжденил теоµии, бсtЗиµующей­
t;л Нс\. ёtК(.;ИОМёtТИ 'iet;KOM методе, ВЫВОДЛТ(.;Л из Зё\.ДёiННЫХ ё\.К(.;ИОМ . 

llµимеµом иt;нользования. акс;иомсtтич:еt;коr·о методсt я.вля.ет­

t;Л 1·еометµил, извеt.:тнсtя. из шкодьно1'0 куµt;ёt мсtтемёtтики. Ее 

пеµви '-iliЫMИ ПОliЛТИЛМИ ЛВJlЛЮТ(.;Л ТО'iКИ, пµлмые и ll.JIOt;KOt;T'И. 

Н Ксt'iес;тве сtкс;иом иt;нодьзуютс;я., нсtнµимеµ, утвеµждения; ч:е­

µез две неt;ошrсtдсtющие точ:ки нµоходит нµя.мёtЯ., и нµитом толь-
V V 

ко однёt; 'iеµез тµи то'iки, не лежсtщие нёt однои 11µя.мои1 можно 

нµовес;ти шюс;коl:ть, и нµитом тодько одну ; et;JIИ две точ:ки пµл-
V V 

мои деЖёiТ В ДёiННОИ ШЮt;КОt;'ГИ1 то И Вt;Я пµлмсtл Пl-)ИНёiДдежит 

ЭТОИ ШЮt;КО(.;ТИ. 

Оt;liовным объектом диllеЙliоЙ ш1гебµы лвдлетt;л ,11/uнейное 

nространств о - ноliлтие, обобщсtющее мliожеGтво V:J векто-



13 

rов в 11(-)О(;Т(-)с\.J:Н;тве и. М.1:iОЖе(;'ПЮ Мтп(IR) ма.тµи.ц OД.l:iOl'O ти.на. (; 

ди..1:iеЙ.1:iыми. онеrа.циями.1 За.Да..1:i.1:iыми. .l:ia. эти.х. м.1:iожеL;тва.х.. Эде­

ме.1:iты ди..1:iеЙ.1:iОt 'О нpOL;T(-)ёL.l:i(;TBa. .1:iсLЗыва.ют в r:;кrпири.м.:и1 обобщм 
терми..1:i и.з вектор.1:iоЙ а,.1н ·ебrы. Са.мо ди..1:iеЙ.1:iое нrос.;тµа..1:i(;ТВО 'iа.­

с.;то .1:iсLЗЫва.ют векторНtы.м. Jlи..1:ieЙ.l:iыe нµос.;тµа..1:i(;ТВа. - оди..1:i 

и.з L;сLмых. µa.c.;нµoL;тpa..1:ie.l:i.l:iЫX. ма.темсt'l'И.'iес.;ки.х. объектов1 и. нµи.­

ме.1:iе.1:iи.е Jtи..l:ieЙ.l:iOЙ а,.1н·ебры да,.1шко .l:ie и.L:'iеµныва.етс.;н. век1'О1).1:iОЙ 

и. мсtтри. 'i.l:iOЙ а,.1н ·ебрс1ми.. 

1:3 JlИ..l:ieЙ.l:iOM ll(-)O(;T1)ёLJ:i(.;l'Be деЙ(;'l'ВУЮТ две онеrа.ци.и.; (;JЮ­

же.1:iи.е век1·оров и. у М.1:iОЖе.1:iи.е вектоµс::1, .l:ia. 'iИ.L:JI0 7 котоµые 1шд­

'iИ.J:i}!ЮТ(;Н. сtК(;И.ОМа.М JlИ.J:ieЙJ:iOl 'O нµoc.;тµctJ:i(;'l'Bct. о ДJ:ia.KO MOl 'Y т 
ВВОДИ.ТЬ(;Л И. дµу l 'И.е O1шрс1ци.и. И. с.;оответс.;тве.1:i.1:iО ДОНОJ!.1:iИ.ТедЬ.1:iЫе 

сtкс.;и.омы, .1:iёL111)И.Мер O11еµс1ци.л1 ct.l:ia.JIOl 'И. 'i.l:iёLЛ (.;Ka.JlЛp.1:iOMY у М.1:iО­

Же.1:iИЮ векторов. Эти опера.ЦИИ. За.Да.ЮТ ДОПОJIНИТеJIЬНЫе от-
V 

.1:iОШе.1:iи.н. в ди..1:iеИ.1:iОМ нрос.;тра..1:iL;тве, которые тоже и.зу 'iа.ютс.;н. в 

ди..1:iеЙ.1:iоЙ а,.1н ·ебре и. 'ia.L:тo и.с.;11одьзую1·с.;я. в (-)сLЗди. 'i.l:iыx. ее нри.до­

же.1:iи.лх.. 

Акс.;и.омсtти. 'iе<..:ки.Й метод, аОJюже.1:i.1:iЫЙ в OL:.l:ioвy ди..1:iеЙ.1:iоЙ а,.11-

1 ·ебры1 нµи.води.т к тому 1 'П'О теоµи.н. t.:Тсt.1:iови.т<..:я. ме.1:iее .1:iШ'дя.д­

ной и. более t.:Jюжной длл воL;нри.лти.л. Дока.за.телы.:твс::1, теорем 

пµоводлтс.;л бодее с.;тµого1 .l:iO и. более форма.J1ьно. И х.от·л фор­

муди.µовки. теорем '--lа.ще вс.;е1'О моти.виµу ют<..:л а..1:iа.JIОги.лми из 

КО.1:iкµе1'.1:iЫХ. нри.доже.1:iи.Й ди..1:iеЙ.1:iОЙ а,.111 'ебры (в 'ia.L:T.1:iOL:ти., вс.;е 

теми. же векгоµ.1:iоЙ и. ма.три. 'i.l:iOЙ а.JП'ебра.ми), доксLЗа.теJ1.ьс.;·1'ВёL 

.l:ie вс.;е1 'Да. МОЖ.1:iО предlТа.ВИ'l'.Ь обра.З.1:iО, Ка.К В ШlёL.1:iИ.Метри.и иди 

с.;тереометрии. 

Труд.1:iоt.:ти. ди.1:iеЙ.1:iОЙ а.Jп'ебры в ОL;вОе.1:iи.и. oкyнctIOT(;JI тем, 

L1то у да.етс.;л уловить с.;влзи. между веL;ьма. отда,.11енными. рсLЗдедсL-
V 

ми. ма.тема.ти.ки, между которыми .l:ict неµвыи вз1 'J1лд не может 

быть .1:iИ. 'ie1 'О обще~ 'О . 

В у L1еб.1:iи.к вкдю'--lе.1:iы ка.к тµа.дици.он.1:iые вопµо<..:ы, нос.;вя.ще.1:i-
V V 

ные 110.1:iлтию динеино1·0 нрос.;трс::1,нс.;твс::1,1 линеинu1'u нuднрuс.;трс::1,н-

с.;твс11 ди..1:iеЙ.1:iОt 'О онера.тора.1 та.к и. вонроL;ы ддл у 1 'Jtyбдe.l:i.l:iOt 'O 

и.зу'iени.л. llос.;дедни.е оформлены в ви.де донод.1:iе.1:iи.Й. Кроме 
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TOl'O, .в l:Тс\..1:iДёtрТ.1:iЫЙ курt.: lШ .входит l'Jlёt.Вёt 10, 11O(;.ВЛЩе.1:i.1:iёLЛ Эде­

ме.1:iТо..М те.1:iЗОI.>1iОЙ а.-111 'ебры. 

Ддп. и.зу 'i.e.l:iи.n. мсtтеµи.а.-11сt у Ltеб.1:iи.ко.. тµебуетt.:я. 3.1:io...l:iи.e мс1,те­

ма.ти.ки. .в µ1::1,мка.х 11ер.во1 'О семестра. техн.и. чеt.:ко1 'О уни.веµситетс1,. 

Соот.ветст.вующую инфоµмс1,ци.ю можно ночеµннуть .в нµеды­

ду щи.х .вынусксtх [ 11], [ lil] t.:ери.и. 
11 
Мс1,темс1,ти.кс1, .в тех.1:iи. 'i.еt.жом 

у.1:iи..верt.:и.т~т~ ;, . 



..., 
1. ЛИНЕИНЫЕ ПРОСТРАНСТВА 

1.1. Определение линейного пространства 

Це1:iтра.11ьl:iое меL:то в ди.1:iеЙl:iоЙ а.1п'ебре зс1,1:iи.мс1,ет L:J1едующее 

1101:iЛТИ.е. 

Определение 1.1. М!:iожеL:тво .С элемеl:iтов х 1 у , z , . .. 
дюбой 11ри.роды 1:iс1,Зы1:щют .линейным просrпрансrпво.м, eL:J1и. 

вы11одl:iеl:iы три. у L:Jюви.л ; 

l) зс1,дс1,1:iо с.л.ожение э.л.е.ментов .С 1 т. е. зс1,ко1:i, 110 которому 

дюбым эдемеJ:iТс\,М х ' у Е: .с (.;'l'cl,BИ.l'L:Я в L:OO'l'BeTL:TBИ.e эдемеJ:iТ 

z Е: .С , нс1,3ывс1,емый сум.мой э.л.е.менrпов х и. у и обозRс1,'lс1,емый 

z = х + у; 

2) зс1,дс1,1:iо умножение э.л.е.мента на чис.л.о , т.е. зс1,ко1:i , 110 

которому дюбому эдемеJ:i'l'У х Е: .С и. дюбому 'iи.L:J1y Л Е: ~ L:тс1,ви.1'L:Л 

в L:оответL:тви.е ЭJ1емеl:iт z Е: .С, нс1,3ывс1,емый произведением 

э.л.е.менrпа х на (деЙL:тви.теJ1ьное) ч.ис.л.о и. обознс1,'iс1,емый z = 
= Лх; 

3) укс1,зс1,аRые зс1,коны (.линейные опера·ц·и·и) под'lи.нлютL:я 

L:Jп:щующи.м аксио.ма.м .линейно-го пространств а ; 

с1,) L:Jюжel:iи.e коммутс1,ти.вно; х + у = у + х; 

б) L:JIOЖel:iи.e сl,(.;l:ОЦИ.с\,ТИ.ВНО; (х + у) + z = х + (у + z); 
в) <.:уще <.:твует та.кой ЭJШмент О Е: .С , 'iTO х + О - х длл дюбо1·0 

х Е: .С; 

г) ДJIЛ Кс\,ЖДОГО элемеНТ'с\, х MtlOЖe<.:T'Bcl, .с L:уЩеL:твует Тс\,КОЙ 

элемеат (-х) Е: L, '!ТО х + ( -х) = О; 
д) п.роизведеRи.е любого эдементс1, х из L J:icl, еди.ни.цу рс1,вно 

этому элемеl:iту ; l ·x = х; 
е) умl:iожени.е J:ia, 'iИ.L:JIO с1,<.:<.:оци.с1,·1'И.ВJ:iо; Л (µ,х) = ( Лµ,) х; 
ж) умножени.е нс1, 'IИ.(.;JIO и L:Jюжеаие t.:влзс1,ны зс1,коаом диt.:три­

бути.внос;ти. 110 'iИ.l:J1c1,м; (Л + µ,)х = Лх + µ,х ; 
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3 ) у MJ:iOЖeJ:iи.e Ю:1 'iИ.l:JIO И. (;JlOЖeJ:iи.e (;BЛ3cLJ:iЬl 3 cLKOJ:iOM ДИ.l:Т{-)И.­

бу·1'И.ВJ:iОL:ТИ. но ЭJ1eмeJ:i1'cLм; Л(х + у)= Лх + Лу. 

Эдемеliты ди.J:ieЙJ:iOl 'O Hf->OL:Tf->cLJ:it.: ·1·вcL Hf->И.J:i}lTO J:iсLЗЫвсLть век­

тора.ми. Эдемеliт О, t.:ущеt.:твовсLJ:iи.е кото{-)Оl'О ноt.:туди.{-)уетt.:я 

сtкt.:и.омой в), J:iсL3ывсtют пу.л,евы.м векrпоро.м, ct эдемеliт (-х) -
век1'О{-)ом1 nротпивоnо.л,ожНtы.м к век1·0{-)у х . 

J:3 ноняти.и. ,, ди.J:ieЙJ:iOe 11{-)0L:T{-)c.\.J:i(;TBO \, Вё.\.ЖJ:iО J:ie только {-)ё.\.L:­

L:МсLТрИВё.\.емое МJ:iОжеt.:тво .С, J:iO и. 3ё.\.Дё.\.J:iJ:iЫе оперё.\.ци.и. t.:Jюжеliи.л 

эдемеJ:iТОВ и. у MJ:iOЖeJ:iИ.Л J:ici 'iИ.l:JIO. о ДJ:iO и. то же МJ:iОЖеt.:тво 

.С нри. одни.х. онерё.\.ци.лх. может быть ди.J:iеЙJ:iым нроt.:трё.\.1:it.:твом, 

с.\. нри. дРУ 1' и.х. - 1:iет . Фё.\.кти.'iе t.:ки. ди.J:iеЙJ:iым нроt.:трё.\.1:it.:твом 

лвдлетt.:л L:OBOKYllJ:iO(;TЬ (.С,+, ·) И.3 MJ:iOЖet.:твct эдемеJ:iТОВ И. двух. 

01rерсLци.й1 которсtл у ДОВJШтворлет у t.:Jюви.лм онредеJШJ:iИ.Л 1.1. .1:3 

этой тройке объектов бсLЗовым вt.:е-тё.\.ки. я:вдлетt.:л МJ:iОже t.:тво .С, 

TciK KciK онерсtци.и. ВВОДЛТL:Л и.мeJ:iJ:iO J:ici этом МJ:iОЖеt.:тве. llо­

этому нонлти.е ди.J:ieЙJ:iOI'O нpot.:тpctlit.:твct обы 'iJ:iO сtt.:t.:оци.и.руют t.: 

МJ:iОжеt.:твом эдемеliтов .С и. I 'Оворлт , 'iTO .С - ди.J:ieЙlioe нро­

t.:трс\.1:it.:тво. llpи. этом, KcLK нрс\.ВИJЮ, O'ieBИ.ДJ:iO , 'iTO llOJ:iИ.McLeтt.:л 

нод онерсLци.лми. ди.J:ieЙJ:iOl'O нроt.:трс\.1:it.:твс\.. Еt.:ди. же требуетt.:л 

ЛBJ:iO уксL3сtть и.t.:11одь3уемые онерсLци.и., то l'Оворлт; МJ:iОжеt.:тво 

.с - JlИ.J:ieЙJ:iOe нpot.:тpctlil:TBO OTJ:iO(;И.TeJIЬJ:iO ТсLКИ.Х.-ТО онерсLци.й. 

Uo1 'JicLt.:J:iO онредеJrеliи.ю 1.1 JIИ.J:ieЙJ:iOl'O нpot.:тpcLlit.:твcL .С t.:y ммсL 

онрtщелею:1 ддл дюбых. элемеliтов и.3 .С и. вt.:е1-д сL лвдлетt.:л эде­

меJ:iтом MJ:iOжet.:твcL .С. lloд 'iерки.всLл нot.:JШДJ:iee , 1'оворл·1', 'iTO 

.мНtожество .С за.мкНtуто отпосите.л,r,по операции t.:Jюже-

1:iи..а . Alic.\.JIOl'И. 'iJ:i0 1 t.:Ol 'JicLt.:J:iO тому же онредеJШJ:iи.ю , МJ:iОжеt.:тво .С 

3 1:\.MKJ:iY'l 'O OTJ:iOL:И.TeJIЬJ:iO онерсLЦИ.И. YMJ:iOЖeJ:iИ.Л el'O эдемеJ:iТОВ J:icL 

деиt.:ТВИ.ТеJIЬJ:iЬШ 'iИ.l:JlcL. 

Пример 1.1. llри.ведем нри.меры ди.J:iеЙJ:iых. нроt.:трсL!it.:тв; 

- МJ:iОжеt.:тво V3 (Vi) вt.:ех. с:r;ибидnых r;r::-r,;mupur; в нpot.:тpcLli­

t.:твe ( J:icL шюt.:коt.:ти.) t.: JIИ.J:ieЙJ:iыми. онерсLци.лми. J:icLД вектора.ми. -
V V 

JlИ.J:ieИJ:iOe нpot.:тpcLlil:TBO, TcLK KciK вер1:iЬ1 вt.:е ciKL:И.OMЬl JlИ.J:ieИJ:iOl'O 

нpot.:тpctlit.:твct [ III]; 
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V 

(.;'l'В.е (.; Hёi'ia,JIOM в. Дс\.ННОИ TO'iKe и 

Llёtpc\,JlJШJlЬHЫX Дс\.ННОИ ШЮ(.;КО(.;ТИ 

(ри(.;. 1.1) (.; динейными онерсtци-
лми нсtд в.екторсtми лвдлет(.;л ди­

нейным нро(.;трсtН(.;'1·вом [ III]; Риl:. 1.1 
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- множе(.;ТВО Мтп (IR) мсtтриц ти.псt nix n, эдементсtми. кото-
v V 

рых ЛШlЛЮ'l'(.;Л деИ(.;'l'В.ИТеJlЬНЫе 'iИ(.;Jlёi, (.; динеиными онера.ЦИЛМИ. 

нсtд мсtтри.ца.ми тсtкже удов.детв.орлет В.(.;ем сtК(.;ИОмсtм линеино1 'О 

11p0l,;TpёtHL:T13ёti 

- множеt.:тв.о ма.три.ц-(.;трок (мсtтриц-(.;толбцов.) дди.ны п лв.Jпr­

ет(.;л линеиным нрос.;трсtн(.;тв.ом отно(.;и.тедьно мсtтри'iных оне­

рсtци.й с.;Jюжени.л и. у множени.я. нсt 'iИ.(.;JIO ( это 'ict(.; l'HЫЙ l,;ду 'ictЙ 

11редыду ще1 'О 11ри.мерсt); 

- множе(.;·1·в.о Kfi[x] мно1'О'iденов. 11еременно1·0 х (.;Тенени, не 

нрев.ышсtющей п, которые ксtк фу нкци.и можно (.;Кдсtдыва.ть и. 
V 

умножа.ть нсt деи(.;тви.тедьные 'iИ(.;Jict; 
V V V 

- множе(.;тв.о в(.;ех решении дсtннои однороднои t.:и.t.:темы J1и.-

нейных а,JН 'ебрсtи. 'iе с.;ких у рсtв.нени.й ( CJlAY). t>ешени.л можно 

рёt(.;(.;МёtТривсtть Кс\.К Мсtтрицы-(.;ТОдбцы, (.;КJiс\.ДЫВ.с\.'lЪ и у МНОЖс\.ТЬ 

нсt 'iИ(.;JI<t но 3сtконсtм мсtтри.'iных онерсtций [ 111] . Столбец, но-
V V 

ду'iсtемыи в. ре3уJ1ьта.те (.;JЮжени.л решении юrи умноженил ре-

шени.л на. 'iи.<.;ло , <.;нов.а. будет решени.ем <.;и.<.;темы. llоэтому 

онределены онерсtци.и, о которых 1·ов.ори1'<.;Л в. онределени.и 1.1, 
V 

LIОД'iИ.НЛЮЩИе<.;я. а.К(.;И.ОМа.М JIИHeИHOL'O Lip0(.;'l'pёiH(.;Tl3a.; 

- множе<.;тв.о функций, ненрерьшных на. отре3ке, <.; обы 'iНЫ­

ми. онерсtци..нми. <.;Jюжени.я. фу нкци.Й и. у множени.я. фу нкци.и. нсt 

'iИ(.;JIO. llpи. (.;JЮжении ненрерыв.ных функций ноду Lra.eм ненре­

рьшну ю функци.ю, нри. умножени.и. ненрерьшной функци.и. на. 

'iИ(.;JIO тсtкже нолу 'icteм ненрерывную функцию. llоэтому <.;Jюже­

ни.е фу нкци.й и. у множени.е фу нкци.и. на. LlИ(.;JIO, не в.ыв.одя.щи.е 3а. 

11реде;1ы множе(.;тв.сt ненрерывных на. отре3ке функций, можно 

рёtt;(.;МёtТрИВс\.ТЬ Ка.К онерсtци.и ди.неЙНОL'О нрО(.;ТрёtН(.;ТВёt. Jle1 ·кo 

убеди.ть(.;л, 'iT'O длл этих оп.ерсtций верны В(.;е сtк(.;и.омы линейно-

1 'О нро<.;трсtн<.;тв.сt. 
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Пример 1.2. Раt.;t,;мотрим м.l:iожеt,;т.1:ю JR+ вt,;ех деЙt,;тви.·1'едь­

.1:iЫХ lIUJIOЖИT(:;JlЬ.l:iЫX 'iИ.t.;ед. Н:,t,;дИ t.;y ММUЙ ЭJieMe.l:iTUB Х 1 у Е ~ 

t,; ч:итать обыч:.1:iую t.;y мму деЙt,;твитедь.1:iых ч:и.t,;еJ1 х + у, а 11рои.з­

веде.1:iи.ем деЙt,;тви.теJIЬ.1:iОI'О ч:и.t,;да Л .l:ia эJrеме.1:iт х Е JR+ - uбы ч:­

.1:iУЮ O11ераци.ю 11рои.зведе.1:iЮI деЙt.;ТВИ.ТеJIЫiЫХ 'iИ.(;eJI Лх 1 то мы 

.l:ie 11uду ч:и.м JIИ..l:ieЙ.l:iUI ·u 11put,;тpa.1:it,; 1•вa, так как нри. Л = О обы 'i.l:iaн. 
онераци.я. у м.1:iоже.1:iи.н. деЙt,;тви.·1·едь.1:iых ч:и.t,;ед дает Л · х = О, т.е. 

умноже.1:iи.е .l:ia liYJIЬ дает ч:иt,;JI0 1 .l:ie нринаддежащее множеt,;тву 

~ , а 3.1:ii:;l.,'iИ.T\ M.l:iOЖet.;TBO ~ не замкнуто ОТНО(;ИТ{:',,JIЬНО этой 

онерации. ум.1:iоже.1:iия. .l:ia деиt,;твитедьные ч:и.t;да1 т.е. нарушает­

t.;Л у(;Jюви.е 2) онределе.1:iи.л 1.1. 
Нведем онераци.и .l:ia м.l:iожеt,;·1·ве JR+ 1ю-дру1·ому. ,, Суммой " 

Х' Ef) у эдеме.1:iТОВ Х' И. у .1:iа3Овем нрои.зведе.1:iи.е эти.х ЭJШMe.l:iI'OB как 

деЙt,;тви.·1·едь.1:iых ч:и.t,;ед; х Ef) у = ху. 
1
, llрои.зведе.1:iием ;, Л 0 х эде­

ме.1:iта х Е ~ .l:ia ч:иt.;JЮ Л Е lR .1:iа3Uвем вuзведе.1:iие х как ч:иt.:.11а в 

деЙt,;твитеJrь.1:iую t.;'I'erre.l:iь ,\; Л 0 х = хл. Нидоизме.1:iе.1:i.1:iОе обозна­
ч:ение введен.1:iых онераций Ef) и 0 нод ч:еркивсtет их .1:iеобыч:.1:iую 

Т.[.>с\.КТОвку. 

1
, Су ммс\. ;, х Ef) у и 

1
, нроизведе.1:iие ;, Л 0 х, кс\.к .1:ie'1·py Д.1:iО у ви­

деть, 011редеJ1е.1:iы ддл дюбых Нс\..() х , у Е JR+ и Л Е IR, Х' Е JR+ 
t.;ООтветt,;тве.1:i.1:iО . Кроме TUl 'U, M.l:iOЖe(;l'BO IR+ 3c\.MK.l:iY'l 'O ОТ.1:iU­

(;И.ТедЬ.1:iО этих ОlШ.[.>с\.ЦИЙ. Убедимt,;л, 'iTO ДJIЛ этих ОlШ.[.>с\.ЦИЙ 

вер.1:iы акt,;иомы ди.1:iеЙ.1:iого нроt,;трс\..1:it,;тва. Длл дюбых элементов 

х, у, z Е ~ и. дюбых деЙt,;твитеJIЬ.1:iых ч:иt,;ед Л, µ,, уч:итыва.л t,;вой­

t,;·1·вс\. умножения. и возведения. в t,;·1·е11ень деиt,;твитеJIЬ.1:iЫХ 'iИ(;eJI , 

11олуч:аем; 

а) х Ef) у = ху = ух = у Ef) х; 

б) (х 67 у) Ef) z = (xy)z = x (yz) = ;z; Ef) (y 67 z ); 
в) в Кс\.Ч:е t.;тве liYJШBOI 'О ЭJieMe.l:iTc\. о (;Jlедует В3ЛТЬ Ч:И(;JЮ 1, Тс\.К 

кс\.к х Ef) О = х · 1 = х ддя. дюбо1 ·о эдеме.1:iтс\. х; 

1') 11.()О'l'ИВОНОJЮЖНЫМ ll.[.>OИ3BOJIЬ.l:iOMY эдементу Х' Е JR+ будет 
эJrеме.1:iт (ех) = 1/х , так как х Ef) (ех) = x (l / x ) = 1 = О ; 

д ) ,, у M.l:iOЖ(:;J:iИ(:; ;, ЭJШM(:;J:i l ' c\. .1:ic\. 'iИ(;JIO 1 е1 ·о J:i(:; ме.1:iлет; 1 0 х = 
= X'l = ;z; · 

' 
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е) л 0 (µ, 0 х) = (х!-t)л = хµл = хлµ, = ( лµ,) 0 х; 

ж) (л+µ,) 0 Х = хЛ+µ = ХЛХµ = (л 0 х) Е9 (µ, 0 х); 

3) л. 0 (х Е!Э у) = (ху)Л = хЛуЛ = (л 0 х) Е9 (л 0 у). 

Итак 3акдю'iаем 'iTU 1:н.:е 1:юt.:емь акt.:и.uм ди.lieЙliUl ·u нвu-
' ' !" 

t.:траю;тва вы11Uдlieliы. Зliа'iи.т, мliожеt.:тво IR+ t.: введеliными. 

011ераци.лми. Е9 и. 0 лВJ1летt.:л ли.нейным 11роt.:транt.:твом. 

Пример 1.3. На мнuж~t.:тв~ ll{n = {х; х = (xi, ... , :.сп)}, 
элем~нтами. кuтupu1·u ЛВJ1лютt.:л унuря.дu'iенныЕ; t.:uвuкуннut.:ти. п 

V 

11pUИ.3lIOJIЬHЫX деиt.:ТВИ.'l'е.lIЬНЫХ 'iИ.t.:eJI, вв~дем U11Е;раци.и. 

V V 

ди.неИНUl'О 11pot.:тpct,1:i(.;TBU. ДJIЛ Дcl.,liliЫX 011ераци.и BЫllOJIHЛIOT(.;Л . 

Это ли.нейное 11роt.:транt.:тво, 110 t.:y ти., еt.:ть ли.неЙliое 11роt.:тран­

t.:тво мат·риц-<.;трок. Отди'iие дишь форма..11ьное, так как 11ервое 

UПpE;ДE;JieIO) как МНОЖЕ;(;ТВО у ПUpЛДU'-IeHliЫX liaбupuв '-IИt.:ед, а 

1:п·uрое как множ.Е;<.;1·вu матри.ц. Но ЭдЕ;МЕ;liты матри.цы вt.:е1 'Да 

3с1.,11и.<.;ывают в u11редеJШliном 11орлдке. Jlи.нейное нроt.:транt.:тво 

~п на3ывают Jl.uneйnы.м ариф.ме"~и·чески.м nрострапст­

во.м. 

Замечание 1.1. Онераци.я. у мш.>ж.Е;ни.я. вектора на 'iИ.t.:JIO в 

uнределении 1.1 3адашt TOJIЬKU ДJIЛ деЙ:(.;ТВИТе.llЬНЫХ 'iИt.:eJI. Hu 
V 

то'iно так же можнu вве(.;'I'И. ди.неиное 11роt.:тран(.;твu t.: умно-

жени.ем элементов мнuж.е(.;'I'ва [, на 11рои.3водьные комндекt.:-

1:iЫе 'iИt.:Jia. Два <.;110<.;оба uнредеденил динейно1 ·о 11ро<.;·1·рсtнt.:тва 
V 

ра3дИ'iают, иt.:11одь3уя термины "динеиное 11ро(.;транt.:тво над 

11одем* дейt.:тви.тедьных 'iИ.(.;eJI -~ (бодее коротко; действиmеJl.ь­

пое Jl.uneйnoe nрострапство) и "ди.нейнuе нрut.:транt.:тво 

liaд 11одем комндекt.:liых ч:и<.;ед " ( ко.мnJl.експое Jl.uneйnoe nро­

страпств о). Теории в этих двух (.;ду'iалх оч:еliь бди3ки, liO 
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[>сl.ЗJIИ'iИЛ В(;е-Тс\.КИ. e t;Tb. ВсLЖliЫЙ 11ри.мер KOMШleK(;liOl'O диней­

НUl 'О ll[>UL;T[>c\.J:i(;TBc\. - KUMШl~KL:J:iU~ с\.[>И.фМ~ТИ'i~L:КU~ ll[>UL;T[>c\.li­

L:TBO 

сп = {z; z = (zi, ... , Zп)}, 

ЭJШМ~НТс\.МИ. KUTU[>UГU ЛВJIЛЮТ(;Л упuрлдuч:~нны~ licLбupы И.3 n 
KOMШleK(;J:iЫX 'iИ(;eJI . Он~[>с\.ЦИИ В этом llf.)0(.;T[>c\.J:i(;TBe 3с\.Дс\.ЮТ(;Л 

110 т~м ж~ ll[>c\.BИJlc\.M, 'iTO И В (.;JlY'ic\.e д~Й(;'l'BИTeJibliOl'O c\.[>И.фмe­

TИ'i~L:KUl'U ll[>UL:T()c\.J:i(;'l 'Bc\.. 

1.2. Свойства линейного пространства 

Не11оt;редt.тве1н10 и.з ar.:c:·uuм .л,п'Н,ей'Н,Uоu npuc:rnpa'Н,C:'fn(ja можliо 
u u 

llOдy 'iИ.ТЬ [>ЛД 11()0(.;Теиши.х (;ВОИ(;ТВ. 

Свойство 1.1. Любое Jlи.ReЙRoe 11рос.;трсL1it.:тво имеет тодько 

uди.li 'Н,'!}Jt,ев uй вer.:mup. 

• Н с\.Кt.:и.uме в) ди.lieЙRueu 11put.:T[>cLlit.:TBcL не утвеµждсLетt.:л, 'iTU 
Rуде1юй вектuµ дuджеli быть eди.lit.:твeliliЫM . Но и.з с\.Кt;и.uм cL) и. 

в) в с.;овокунRоt.:ти это вытексLет. lly t;ть t.:ущеt;твуют две\. нуде­

вых вектuµсL О и О'. То1'дс\. 

О = 1 CiKl:И:()MCI,. в) 1 =О+ О' = 1 CiKl:.И.()MCI,. ct) 1 =О'+ О= 1 CiKl:И:OMa, в) 1 = О'. 

Здес.;ь в µOJ1и. liYJШBOl'O эдемеRтсL (;fic\.'ic\.Jlc\. выс.;тунсLет вектоµ О' , с\. 

зсLгем О. Нидим, ч:гu векгuµы О и. О' t;UBlicLДcLIOГ. • 
Свойство 1.2. КсLждый в~ктuµ диш~Йно1'0 нput.:T[>cLlit;TBcL 

имеет тuдькu uди.li прuтпвuпu.л,uж-н.,ый вer.:rnup. 

• lly t;ть ддл вектоµ1;1, х с.;ущес.;твуют две\. 11µотиво11OJ10жных век­

тоµа ( -х) и ( -х )'. Co1'дa.L:1iO акt;и.оме 1') динеЙliОl'О нµос.;тµан­

t;твсL это ознсL'iает, 'iTO х + (-х) = О и х + (-х)' = О . РсLt;с.;мо­
тµи.м ДВОЙJ:iую сумму ( -х) + х + ( -х )' :.JJl,t:.Mt:.'Н.,'ffl.,U(j JlИ.lieЙJ:iOl'O 

11µоt;тµ1;1,1iс.;тв1;1,. Со1 'Jic\.(.;J:iO 1;1,кt;иоме б) эт1;1, t;умм1;1, не 31;1,вис.;ит от 
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поµлдю1 выподнения двух опеµаций t.:Jюженил. Меняя поµлдок 

t;JЮженил, 1юду '!аем; 

(-х) + х + (-х)' = (-х) + (х + (-х)') = (-х) +О= 

-1 аю;и:uма в) 1 = ( -Х), 

(-х)+х +(-х)' = ((-х) + х) +(-х)' = 

= 1 СLю.:иuма а) 1 = (х + (-х)) + (-х)' = О + (-х)' = 

= 1 (J,K(.;И()M(J, а) 1 = ( -х )'+о = 1 (J,K(.;И()M(J, в) 1 = ( -х )'. • 
Свойство 1.3. Et;J1и вектоµ ( -х) 11µотиво11одожен вектоµу 

х, то вектоµ х 11µотиво110Jюжен вектоµу ( -х) . 

• Утвеµждение 011иµс:1,е1·t.:я. нс:1, коммутс:1,тивноt.:ть t;Jюжени.л.. Дей­

t.:тви T(:',JlЬHO' 

,, ( -х) 11µоти1:ю110Jюжен х " 

,, х 11µотиво11одожен ( -х) " 

х+ (-х)=О, 

(-х) +х = О. 

С11µс:1,ва t.: ·1,он.т эквивс:1,дентные µс:1,венt.:·1·вс:1, (в t.:иду ёtкt.:иомы с:1,) ). 

Знёt'iИ'l', и утвеµждения. t.:JШBёt µавноt.:идьны. • 
Свойство 1.4. Ддя. дюбых двух вектоµов а и Ь урс:1,внение 

а + х = Ь отноt.:итеJ1ьно х имеет µешение, и 11µитом единt.:твен­
ное. 

• С у щ е t.: тв о в ан и е. Решением уµс:1,вненил а + х = Ь лвдлетt.:л 
век тоµ (-а) + Ь, так кс:1,к 

а + ((-а)+Ь) = (а +(-а)) + Ь = О + Ь = Ь. 

Един t.: тв е н но t.: т ь. llyt.:ть х - какое-дибо µешение у ка­

зсtнного урс:1,вненил, т.е. вы110днено µс:1,венt.:тво а + х = Ь. llµи­

бс:1,вив к обеим 'iаt.:тлм это1'0 µавенt.:твс:1, вектоµ (-а), нолучим 

(-а)+ а+ х =(-а)+ Ь, откудс:1, х = (-а)+ Ь. Нидим, LП'О век­

гоµ х t.:oвш:tJI t.: укё:1..Занным выше µешением (-а)+ Ь. Зш:tчит, 

дру1-их µешений нет. • 
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Поt.:дедliее t.аюйt.:тво нозволлет ввеt.:ти. еще OДliY 01шvа.ци.ю 
u u 

в JlИ..l:ieИ.l:iOM llJJO L:TJ)c\..1:it.:TBe, КОТОJ)с\.Л лвдлетt.:л llJJOTИ.BOllOJIOЖ.l:iOИ 

с:.м;жен:ию. Разпостr:,ю двух векторов Ь - а .1:iс\.Зыва.ют век­

ТОJJ х 1 лвллющи.Йt.;л vеше.1:iи.ем YJJa.B.l:ie.l:iи.Л а+ х = Ь (вt.:номним, 
'iTO JJa.3liOt.:TЬIO двух 'iИL:ед ь - и liс\.ЗЫВс\.ЮТ Та.кое 'iИ.t.:JIO, KOTOJJOe 
в t.:y мме t.: вы LJ.и.таемым и дает у ме.1:iьшаемое Ь). Из докс\.Затедь­
t.:тва. t.:войt.:тва. 1.4 вытека.ет, 'iTO 

Ь - а = Ь+ (-а)= (-а) +Ь. 

Свойство 1.5. llpo·u;зfj еdен·ие нvои.зводь.1:iОl 'О :JJl,e.м,eнrnu 

JlИ..l:ieИliOl 'O llJJOL:TJJalit.:TBc\. 'Н,(), Ч, 'U(;Jl,(} о JJa.BliO .1:iудевому вектоvу: 

U·x =0. 

• Отмети.м, 'iTO vеше.1:iи.ем уvав.1:iени.л х + у = х от.1:iоt.:итедь.1:iо 
.l:ieи.звet.:т.l:io1 ·o у я.вдя.е 1·t.:я. .l:iY девой вектоJJ ( акt.:и.ома в) ) . Но ка­
жем, 'iTO в каL1еt.:тве vешенил это1·0 УJJа.ннеliил мож.1:iо нзлть и 
BeKTOJ) 0 · Х 1 КОТОJ)ЫЙ ТОl'Да, В t.:и.ду eдИ..1:it.:TBe.l:i.l:iO t.:TИ. JJеШе.1:iИ.Я. 1 
будет t.:овнадать t.: О. Итак, нvовеvя.ем; 

Х + 0 • Х = 1 • Х + l) ' Х = 1 i:J.,К(;И.()Mi:J.. ж) 1 = 

= ( 1 + l)) Х = 1 · Х = 1 i:J..K(;И:()Mi:J., .Ц) 1 = Х · • 

Свойство 1.6. Вектоv, 11vоти.во110JЮЖliЫЙ дс1,нliому векто­
JJУ х, JJШ3e.l:i нvои.зведе.1:iи.ю х .l:io, LJ.И.t.:JIO - 1: (-х) = (- l)x. 

• Вда1 ·одс1,JJя. eди..1:it.:TBe.l:i.1:iOL:TИ. llJJOTИ.BOllOJIOЖ.l:iOl 'O вeКl'OJ)cl, ( t.:вой­

t.:ТВО 1.2) доt.:тс1,тО'i.1:iО докс\.Зать, 'iTO вектОJJ (-l)x удовлетвоvлет 
акt.:и.оме 1') JlИ..1:ieЙ.1:iOl 'O llJJOL:TJJo,.1:iL:TBo,. Ддл ЭТО! 'О И.t.:110J1Ь3 уем 

акt.:и.ому ди.t.:тvи.бутив.1:iоt.:ти ж) и только что дока.3с1,н.1:iое t.:вой­

t.:тно 1.5: 

х + (- l)x = 1 · х + (- l)x = (1 + (-1) )х = U • х = О. • 
Замечание 1.2. Экви.вшrе.1:iт.1:iоt.:ть vc1,вetlt.:тв а + х = Ь и 

Х = Ь - а MOЖliO TJ)cl,KTOЩLTЬ Ко,К llJJo,Bи.JI0 1 t.:01 'Jlo,L:.1:iO KOTOJJOMY 
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l.:дi:Ll'i:Leмoe, которое нереliосн.т в дру1·ую 'ii:Lcть pi:LвelicтвcL 1 меliн.­

ет свой 3lii:LK. Hclio тсLкже1 'iTO для. а Е IR. из рi:Lвt:шствсL а = Ь 
l.:Jieдyeт рi:LвенстЕю сха = схЬ и Нi:Lоборот (при а f=. О), Ti:LK Ki:LK 

И i:LШ:la!Юl'И 'iliO 
1 
-(схЬ) = Ь. 
(Х 

Свойство 1. 7. llроизве.цение нудево1·0 векторi:L lii:L дюбое 

число есть нуJшвой вектор: ЛО = О. 
• Мы теаерь 3lii:Leм, что нудевой вектор можно аредстсLвить 
Ki:LK нроизведение нроизвольного векторi:L (того же О) Hi:L чиwю 

О (свойство 1.5). Иснодьзул это1 1юлучсLем: 

ЛО = Л(О · О) = (Л · О)О =О· О= О. • 

1.3. Линейная зависимость 

Из дi:Lнного нi:Lбopi:L tн~кп~ирurз х-1 1 х-2, ... 1 xr,; .л,n'Н,f::U'Н,Uёu npu­

crnpuН,cmrзu .сари llОМОЩИ .Л,'U'Н,f::U'Н,ЫХ uпr::рицпй MOЖliO GOCTi:LBИTb 

вырi:Lжение вид i:L 

(1.1) 

где а11 а2 1 ... 1 cxr,; - 11роизводы1ый Hi:Lбop деЙСТВИТt'..JlЬНЫХ ч:и­

Gед. 'l'ё:Lкое вырё:Lжение нi:L3ьшсLют .fl,U'Нteйnoй комбиnацией 

векторов х1, х2, ... , xr,; 1 i:L деиGтвитедьные чиw1i:L а1 , а2, .. . , 

cxr,; - коэффициеnтами .fl,U'Нteйnoй комбиnации. ~СJ1и вl.:е 

коэффициенты диliеЙliОЙ комбинi:Lции рi:Lвны нудю1 то тi:Lкую ди­
liеЙliую комбиlii:Lцию lii:L3ывcLют mpuвua.f(,"t>'Нtoй, i:L в нротивliом 

w1y чi:Le - nempuвua.f(,"f>'НtOU. 

Ко!iкретliыЙ (!iey 11opя.дo'ieliliыЙ) lii:Lбop векторов х1 , х2 , . .. , 

х r,; ди.liеЙ.liого пpocтpi:LliCTBi:L будем нi:L3ывсLть сисrпемой век­

торов, i:L дюбую е1·0 'ii:Ll.:ть - nодс'истемой. 
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Определение 1.2. СиL:тему вектuvuв х- 1 , х-:г , ... , X't в JIИ­

нейном HIJOL:TIJaнL:твe [, ю::tзывают .11,ипейпо зависимой1 еL:ди 
t,;ущеL:твует нетvивиальная: линейная: комбинация этих векто-

1-)ОВ, vавнал. ну,м:~виму в,;ктrwру. ЕL:ди. же ди.нейнал комби..1:iаци.л. 

этих вектоvов vавна нулевому вектоvу тодько Jrишь в L:Jiy'iae, 

ко1'да она тvи.ви.ш1ьна, t,;и.L:тему вектоvов ю::1.зывают .11,ипейпо 

пезависимой. О11уt,;кал t;Jюво L:и.L:тема;· '-!аt,;то t'Овоl)лт; век-
" ' r 

тоvы х-1, х-:г, ... , x-r,; .11,ипейпо зависимы и.ди. t,;uoтвeтt,;·1·вe.l:i.l:iU 

.11,ипейпо пезависимы. 

Jlи..1:ieЙ.1:iaJ-J. 3Ш.$И.L:и.моL:ть L:и.L:темы вектоvов х-1, х-:г , ... , х-k 

озна'-Iает, L1то L:y щеt,;тв у ют такие коэффи.ци.енты сх1 , сх2 , . .. , 

cxr,; Е 11{, ОДllОВ!-)еменно .l:ie vавные .1:iудю, ДJlЛ КОТО!-)ЫХ ВЬПlОЛНеllО 

IJaBeHt;TBO 

(1.2) 

вытекает, '-!ТО сх1 = сх:г = ... = u:r,; = О . Н такой интеv11vетаци.и. 

11оtlnти..н ди..1:iеЙtlоЙ зави.t;и.моt;ти. и. tlезави.t,;и.моt,;ти. мы будем 

И.(.;11OJ1Ь3OВаl'Ь В !-)a3JIИ.'-IHЫX доказат~!Ьt;'l'Вах. 

Сдедующее утвеvждеtlи.е дает 111-)0 (.;'l'ОЙ кvи.теvи.й JIИ.tleЙtlOЙ 

зави.L:И.М(.)(.;'l'И. векТU!-)ОВ. 

Теорема 1.1. Ддл тot'U '-!тобы t;и.t,;тема вектоvов х- 1 , х-2 , ... , 

x-r,; быда ди..1:iеЙ.1:iU зави.L:и.ма, lieuбxuди.мu и. дoL:тaтU'-1.1:iU, '-IТU­

бы один и.з вектоvов t;и.L:темы лвJПlдL:л ли.ш~йной комбинаци.ей 

OL:TaJlЬHЫX. 

• Необходим о t; т ь. lly L:·1ъ вектоТ)ы х-1 1 Х'· • , х- Jlи.lieИliO r ,:,, . .. , k 

зави.t,;и.мы. Со1'даt,;но O11vед,едеtlи.ю 1.2, это озна'-!ает, '-!ТО t;у­

щеL:твуют коэффи.ци.енты сх1, и:г 1 ••• , u:r,; Е: 11{, од,новvеменtlо не 

IJaBtlЬШ .l:iY JIIO 7 ДJIJi КОТО!-)ЫХ BЫllOдtle.l:iO IJaBetlt;TBO ( 1. 2). Не Те!-)Л.Л 

uбщllut;ти., мы можем t;'iи.тать, '-ITU сх1 i=- О, так как этогu вt;е­

t'да можно доби.ты;л и.зменени.ем нумеvаци.и. век1'ОIJОВ в t,;и.L:теме. 
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Из rс1веliствс1 ( 1. 2) 1 иснодьз ул обы 'iliЬШ 11rс1видс1 нrеоб!-)ёiЗОВа.liил 

ВЫ!-)а.ЖеliиЙ (см. Зa.Me'iciliИe 1.2), liёiХОДИМ 

сх2 CXk 
Х1 = --Х2 - ... - - Xk . 

CXi СХ1 

След;овс1те.r1ьно, вектоr х 1 лвдлетсл диlieЙliuЙ кuмбинс1цией uс­
тщ1ыiых вектоrов системы. 

До ст а.то 'i но ст ь. Тенеrь нrеднодожим, '-!ТО один из век­

тоrов системы лВJ1летсл J1инейной комбинс1цией остё1J1ьных. Ка.к 

и выше, можно, не терлл общности, С'iИ'l'а.ть , 'iTO та.ким лвJ1л­

етсн. вектur х1. Со1·дс1L:но этому нrеднuдuжению, L:ущеL:твуют 

та.кие коэффициенты сх2, ... 1 сх k, 'iTU 

llreoб!-)a.3yя. О'iевидным об!-)ёiЗОМ зс111иL;с1нное выrс1жение, 1шду­

'iа.ем 

1:3 девой Lfa.L:ти это1·0 rс1венL:твс1 L:тоит динеЙнс:1.Л комбиliа.цил век­
тоrов L:ИL:темы. Она. rс1внс1 liудевому вектоrу, но lie вL:е ее 

коэффициенты !-)ctвliы liудю (нс111rимеr1 коэффициент нrи векто­
rе Х1 !-)ctBeli единице) . COl'JlctCHO 011reдe.r1eliИIO 1.21 это OЗlict'icteт , 

·п·u L:истемсt вtжтuрuв Х1, Х2 1 ••• , Xk диlieЙliO зсtвисимсt. • 
Пример 1.4. 1:3 диliеЙнuм нрострсtliстве С[О, 21r] фу liкций, 

liенрерывliых lict отрезке О, 21r], рсtссмотрим фуliкции 11 siII2 х, 
L:OS 2х. СиL;темсt из этих трех эдемеliтов диliеЙно1'0 нpoL:тpctн­

L;TBct JlИlieЙliU ЗсtВИ(;ИМсt, 110(.;KOJlbKY В (.;ИJIY извеt.:'l'liОЙ форму JIЫ 

три1'онометрии функцил siII2 х лвдлетt.:л динеЙliОЙ комбиliсtцией 
д;вух других функций: 

1 - cos2x 
SiII2 X= ----

2 
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1.4. Свойства систем векторов 

Heнut.:peдt.:твeliliU и.з aкc'lUJM .11,unr;:,йnuё-u прuс1прапс1пва мuжliu 
V V 

нuду 'iи.ть рлд нрut.:теиши.х t.:вuис.:тв систr;:,.м, в r;:,кrnupuв 11рuи.звuдь-

нu1 'U лиliеЙнuгu 11put.:тpa..1:it.:тщ1, .С. 

1;.). Ес.:ди. с.:реди. вектuрuв xi, xi , .. . , Xk Е: .С еt.:ть ну.11, r;:,в uй 

вr;:,ктuр, тu эта. с'истr;:,ма вr;:,ктuрuв .11,'инr;:,й 'н.,u ;;ав·ис·има. 

• llyt;ть1 .1:iёL11ример 1 х1 = О. Тu1-,цс1, .11,'иnr;:,йпая кuмб'иnачия 1 · х1 + 
+ О · x i + ... + О · х k нвюrетс.:н н., r;:,тривиадDНИй, та.к кс1,к ш:~рвый 

ее r,;u',}фф'U'11/Uf:.nrn pc1,вeli еди..1:iице. Н тu же время уюtЗёL.1:iЮtя 

ди.liеЙш:1.,я. кuмби..1:iа.ци.я pёLB.l:ia. О, нuтuму 'iTU вt.:е ее (.:.J1c1,1 'ёLемые 
рс1,вны нудевому вектору. • 

2:.). Е(.:.J1и. с.;и.t;темс1, вектuрuв с.:uдержи.т ди.lieЙliu зс1,ви.t.:и.мую 

nuдc'U(;mf:.мy, то 0.1:iёL ди.liеЙно зс1,ви.с.:и.мс1,. 

• lluдс.:и.с.:темс1, t.:uс.:тuи.т и.з 'iёLt.:ти. вектuрuв И.t;XUД.1:iUИ с.:и.t.:темы. 

llyt;ть, нс1,при.мер, в t;Иt;теме вектuрuв х1 , ... , х1,; 11од,с.;иt;темс1, 

Х1 , ... , Xrn , тп < п, ди.liеЙнu зс1,ви.t.:и.мс1,. Этu 3НёL'iи.т , '!ТО мuжнu 

укс1,за.ть кuэффи.ци.енты сх1, ... , СХт, uднuвремен.1:iu lie рс1,вные 
нудю, ддя кuтuрых 

Нведя дuнuдни.тедьные кuэффи.ци.енты CXm+ l = ... = cxk = О , нu­

ду'iи.м ди.нейную кuмби.на.ци.ю t.:и.t.:темы вектuрuв х1, ... , Хт , 

х т+ 1, ... , х k. С UДliOЙ t;тopu.1:iы, U.1:iёL не ЯВJ1яетt.:я три.вш.1,,11ьнuй, 

тс1,к кс1,к t.:реди. нервых ее т, кuэффи.ци.е.1:iтuв еt.:ть иену деJJые, с1, t.: 
V 

д,ру1 'UИ с.:тuрuны, 

= 0 + 0 · Xm+ l + ... + 0 · Х1,; = 0, 

тс1,к кс1,к вt.:е кuэффи.ци.енты НёL'iИ.НёLЯ. t; (тп+ l)-1'U рс1,вны нудю. 
Cлeд,UBa.T'eJlbHU, Иt;ХUД,1:Iа.Я t;Иt.:TeMёL вектuрuв линеЙlIU 3ёLВИ.t;И.­

МёL. • 
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'.1 '->. Е б ..., <.;ди. с:·ис:п1,r:::,ми в екrпири в Jl, 'Uнейнл не~ив ис:ими, то и. JlIO а..л 

ее нод<.;и.<.;тема.. тоже ди.неино неза..ви.<.;и.ма... 

• Это <.;вОЙ<.;тво лвдлет<.;л нереформу ди.ровкой нредыду ще1 'О. tl 
<.;а.мом деде, но <.;воЙ<.;тву 2'-> <.;и<.;темсt, имеющсtл динейно зсtви­

t;имую нодt;ш;тему 1 не может быть t;ctмct динейно незсtвиt;имой. 

llоэтому у ди.lieЙliO незо..ви.<.;и.мой t;и.t;темы вообще lie может быть 
u 

динеино 3а..ВИ(;ИМЫХ НОД(;И(;Тем. • 
4 с.;,. Е<.;ди. векторы е1 , ... , ет ди.lieЙtiOl 'O нpot;тpa..ti(;l'Bo.. [, 

ди.неЙtlО liе3а..ви.t;имы и. вектор у Е: [, lie лвдлетt,;л и.х ди.liеЙliОЙ 

комбина..цией, то ра..t,;ширенна..л t;иt;тема.. векторов е1 , ... 1 ет 1 у 
u u 

лВJrлеттл J1инеино незсtви<.;имои. 

• ДеЙGтви.тедьно1 ну Gть 

сх1 е1 + ... + cxrnern + (Jy = О . 

'1'01'до.. коэффи.ци.еliт (J доджеli быть 1iудевым1 то..к ко..к в нроти.в­
liОМ <.;ду 'ia..e мы можем выра.Зить .13ектор у 'iерез Ot.;Ta.JlЬliыe. Но 

t;JIШ'a..eмoe (Jy в ра..!3енGтве (.;Jieвa.. можно нри (J = О ону<.;тить, и 

мы ноду'iсtем J1инейную комбинсtцию .13екторо.13 е1, ... , ek, pct.13-
liYIO tiуде.13ому вектору. tl Gиду диliеЙliоЙ liе3а..виt;имоGти этих 

векторов в<.;е коэффи.ци.еtlты ди.tiеЙtlоЙ комби.tiа..ци.и. ра..вliы liY дю. 

Зна..'iи.т , и.Gходншr ди.нейна..л комби.на..ци.л лВJ1летGл mp·uвuuJ1,1:>Huй 
u 

и ноэтому GИGтемсt векторов ет, . .. 1 ет, 1 у динеино незсtвиt,;и-

мсt. • 
Пример 1.5. tl Jl,'UНейним ир·ифметич.,еr;·r,;им прис:тринr:rпве 

~п ра..G<.;мотрим п векторов 

e1 =(l 1 0, 

ei = (01 1, 

••• 7 

••• 7 

еп = (О , О, ... , О, 1). 

Доко..жем, 'iTO t;ИGтемо.. из этих .13екторов диtleЙtlo tlе3о..виt;има... 

'Га.к ка.к ддл дюбых коэффи.ци.енто.1;3- сх1 , ... , СХп 

сх1е1 + cxiei + .. . + схпеп = (сх1 , cxi 1 ••• , схп ), 
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то Л(;liO, '--iTO эта JIИ.li(;ЙlicLЛ комби.liсLЦИ.Л В(;КТОров е11 ... ' еп 

МОЖ(;Т быть pct.Blict. liYJI(;Boмy В(;Ктору О = (U, U, ... , U) тодько 
дишь при. уt.:.1юви.и:, ч:то сх1 = cxi = ... = СХп = U. Это и: 03Rct.Ч:ct.(;T\ 
'--iTO ЭТ<L t.:И.(;Т(;Мёt В(;КТОрОВ JIИ.li(;ИliO li(;3ёLBИ.t.:И.McL. 

Отм(;ти.м, '--iTO (;с.;ди. и.3 векторов е1, ... , еп, раt.:с.:мсt.три.вал и.х 
V 

как с.;троки. ОДИ.liёLКОВОИ ДJIИ.liЫ, (.;0(.;ТёLВИ.ТЬ матри.цу 

l!J = 

1 U 
U 1 

u u 
u u 

U U U 1 

то (;е pali1' будет макс.;и.мс::1..J1ьliым ( Rg Е = ·п) , тсt.к ксt.к Е л.вдя.етt.:л 

lieвыpoждeliliOЙ матри.цей. llo теореме о бct.3и.t;liOM ми.liоре [III] 
с.:троки. этой мсt.три.цы ди.lieЙliO ю~3ави.с.;и.мы. Тсt.ки.м обрсt.3ом, но-

V V V 

нлти.е ди.неинои li(;3ави.t.:имоt.:ти векторов е1, ... , еп диlieИliOl'O 

ари.фмети.'--lес.;ко1'0 нроt.:трсt.liс.;тва в данном t.:дy'--iae с.:01'дас.;уетt.:л 
V V V 

с.; llOliЛTИeм JIИ.li(;ИliOИ не3авис.;и.мос.;ти. с.;трок едиliИLlНОИ матри.-

цы l!J. 

Пример 1.6. Любые два кодди.liеарliых вектора liёJ.. шюс.;ко­

с.;ти. (в Vi) и. J1юбые три. комш1анарных вектора в нроt.:транt.:тве 

(в V3) линейио 3авис.;имы. И в том, и в другом t.:JIY'ict.(; оди.R 
И3 В(;КТОров можно Пр(;Дt.:Т<LВИ.ТЬ В ВИ:Д(; JIИH~ЙlIOЙ комби:Rаци.и. 

дру1·01·0 (дру1·и.х) [lII]. llo этой же нри.'--iи.liе в нроt.:тра!it.:тве 

ди.lieЙlio 3ави.t.:и.ма дюбая. t.:и.t.:тема и.3 '--iетырех векторов. 

Пример 1. 7. llyt.:ть в 11рои.3водьliом ди.liеЙliом 11роt.:·1·ра!i­

с.;тве L Дct.tiЫ два в~ктора d1 и di и нуеть а = 3d1 - 2di, Ь = 

= 2d1 + 3di 1 с= d1 + 5di. То1·да t,;ис.;т(;ма векторов а, Ь, с 
V 

JIИ.li(;ИliO 3<LВИt.:ИМа. 

Н t.:амом деде, с.;оt.:тавим ди.нейную комби.liацию t.:и.t.:темы 

векторов а, Ь1 С (; 11pOИ.3BOJlbliЫMИ. КОЭффи.ци.еliТёJ..МИ. Х, у 1 Z И. 

нри.равtlлем ее !iудевому вектору; ха+ уЬ + zc = О. Н этой 

JlИ.li(;ЙliOЙ комби.liёJ..ЦИ.И. 3ёJ..MeliИ.M В(;КТОры и.х нреД(;ТёJ..ВJl(;!iИ.ЛМИ. 
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ха +yb+zc = x (3d1 -2d2) +y(2d1 +3d2) +z (d1 + 5d2) = 

= (3х + 2у + z)d1 + (-2х + 3у + 5z)d2. 

Теш~рь дoc1'cLl'O'iliO нри.рёt.вliлть liY дю коэффи.ци.еliты нри. d1 и. 

d2, 'iтобы ноду'iи.ть liУJН~вую ди.liеЙliую комби.liёt.ци.ю. Зliёt.'iи.т, 
u 

есди. коэффициенты :с, у, z у довдетворлют си.стеме ди.liеИliых 
a.rrгe б рёt.и 'ie ских у рёt.внеliи.Й 

{ 
3х + 2у + z = О, 

-2x+3y+5z = О, 

то линеЙнсLЛ комби.нёt.цил векторов а, Ь, с с коэффициентсLми 

х, у, z pa.вlia. liудевому вектору. Ка.к (.:.11едует и.з теори.и. 

си.стем ди.liеЙliых а.,,111 ·ебра.и.'iески.х ypa.вlieliи.Й [ III], у ка.За.liНсLЛ 
си.стемсL все1·дсL и.меет lieliyдeвoe решеliи.е, носкодьку pёt.liI' ее 

мёt.три.цы pёt.вeli двум и. меliьше 1·рех - коди. 'iес·1•вёt. liеи.звестliых. 

Нш1ри.мер, lieliyJreвым решеliи.ем }!Вдн:етсл х = 7, у= - 17, z = 

= 13. Зliа.'iи.т, существуют та.ки.е х, у, z , oд,lioвpeмeliliO lie 
рёt.ваые нулю, 'ITO ли.неЙ1iсLЛ комби.нёt.цил векторов а, Ь, с с 

эти.ми. коэффи.ци.еliтсLми. pa.Blia. liудtшому вектору, т.е. си.стема. 

векторов а, Ь1 с динейно за.ви.си.ма.. 

1.5. Базис линейного пространства 

Н Jl, 'U'Н,t:U'Н,UM npuc:rnpaнc:rntзe нёt.и.60J1ьши.й и.нтерес нредста.вдл­

ют с:'Uс:mемы tзе·ктирив, в ви.де л'Uнейний кимб'Uнаu;и·и которых 

можliо 11редстёt.ви.·1ъ дюбой вектор, нри. 'iем eди.licтвeliliЫM обрёt.­

зом. Е<.;J1и. зсLфи:кси.ровёt.ть тёt.кую си.стему векторов, то дюбой 

вектор можliо будет OДli031icL'iliO 11редстёt.ви.·1ъ liёt.бором 'iИ.CeJI , 

ЛВJПIЮЩИ.ХСЛ 'КU;Jфф'U'U/Uf::'Н,'{f/,UМ, 'U соответствующей Jl,'U'Нrf::U'Н,UU 'КUM­

б'UHU'Ц'U'U, cL всевозможаые вектораые соотношеаи.л преврёt.ти.тъ 
В (;00ТНОШеliИ.Л 'iИ.CJIOBЬie. 
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Этот нодход нримеliЛдl:л уже в аю1.1н1т.и. Lшl:кой 1'еометрии 

[III]. Н 11роl:трс:1,1it;тве Vi векторов lii:t шюl:коl:т.и. дюбые двс:1, 1ie­
кo.1шиliei:tp1iыx векторе\. обрё:L3уют бс\.3.и.l:, тс\.к кс\.к 'iерез тс\.кую 

11с:1,ру векторов J1юбой вектор шюl:коl:т.и. вырс:1,жс:1,етl:л OД1i031ii:t'iliO 

в в.и.де динеЙliОЙ комбинс:1,ции )11]. Alii:t.1101 '.И.'iliO в V3 ( множеl:тве 

векторов в нроl:трс:1,нt;тве) бс\.3.и.l: обрс:1,зуют дюбые три. некомш1а­

нс:1,р1iых векторс:1,. Длл матриц иl:нодьзовi:t.!Юl:ь нонлт.и.е бс\.3.и.t;ных 

t;трок и. бс\.3.И.l:liых t.:то.11бцов. llo теореме о бc\.3.И.l:liOM ми.!iоре бс:1,­
ЗИ:l:IIЫе t;Троки ( l:ТОJiбцы) JIИlleЙIIO ff(;3ё:1,ВИL;ИМЫ, а, JIЮбёtЛ t;ТрОКё:1, 

( l:толбец) мсt.трицы лвллетt.:л диliеЙной комб.и.liсt.цией бс\.3.и.L:liЫХ 

l:трок (L:то.11бцов) [III]. 

Определение 1.3. Ваз·исо.м, .л,·и'Нrей'Нrо-го npocrnpa'Нrcrnвa 

[,, нс\.3ьшсt.ют любую унорлдо'iенную l:.И.l:'l'eмy векторов, длл 

которои вы1ю.111iе1iы двсt. уl:дов.и.л; 

1) этсt. c.:'Uf;meмu векrпuрuв 4'Uнейнu не3uв·ис.:·ими; 

2) ксt.ждый вектор в ди.liеЙliом 11pot;тpct.1il:Tвe может быть 

нpeдl:Tct.tlдeli tl tl.и.де ди.lieЙliuЙ кuмби.liсt.ц.и..и. tleктupotl этой l:И.l:­

темы. 

llyt.:ть Ь1, ... , Ьп - бс\.3.и.t; в L. Онреде.11еli.и.е 1.3 l'Овор.и.т о 
тuм, 'iTL> дюбuй tleктup ~ Е: [,, может быть 30..11.и.l:ct.li l:дедующ.и.м 
обрё:L3ом; 

Тсt.кую зсt.ниt;ь нс\.3ьшают раз.л,оже'Нrие.м, вектора х по бази­

су Ь1, ... , Ьп, 
ДctliliO!; licLMИ. oнpeдe.lteli.И.I; бс\.3.и.Ссt (;l)l'Jlct(.;l>BЫJ:$al;T(.;Л (.; llОliЛ­

тием бё:L3иt;а в нput;тpa!it;Tвe с.:вuбuдных векrпuрuв в V1, Vi и.ли 

V3 [III]. Нанример, в V3 бё:L3иl:ом быда назваliа любая. трой­

ксt. liекомш1ансt.р1iых векторов. Тсtксt.я. тройксt. векторов .я.вдя.етl:л 
V V 

д.и.lieИliO liезави.t;.и.мои, так как 11редt.:'1'аВJ1е1i.и.е OДliOl'O ее вектuра 

tl tl.и.де д.и.lieЙliL>Й кuмб.и.liсt.ц.и.и. ДtlY х дру 1 ·.и.х pct.tllil>l:и.дьlict. кuмш1ct.-
1ictp1iOl:TИ трех векторов. Но1 кроме то1 'О, из кypt.:ct. векторliОЙ 
а.Jrгебры [III] мы 3fiaeм, 'ITU любuй вектор в пput;тpct.!it;T'Be мuж­

liO вырсt3.И.ТЬ 'iерез нpOИ3BOJlbliЫe три 1i!;KOMШlcl,1iё1.,pcL1iЫX вектора 
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в в.и.де и.х ди..1:шЙliОЙ комби.liсtци.и.. 'Гр.и. комш1сt1iсtр1:iых векторсt lie 
MOl'Y'l' быть бсtЗи.(;ОМ в V3, , тсtк ксtк дюбё:\.л ди.liеЙшш комби.liё:\.ЦИ.Л 

V 

тё:\.ки.х векторов Дё:\.(;'l' вектор, и.м ком11дё:\.1iё:\.р1iЫИ . 

Теорема 1.2 (о единственности ра3Ложения). 1:3 ди­
liеЙliом 11роt;трё:\.1i(;'1'ве рсtЗJюжеliи.е дюбо1'О векторе\. 110 Дc\.liliOмy 

бсtЗиt;у eди.lit;твeliliO . 

• Ныберем в ди.liеЙliом 11рО(;ТРё:\.lit;тве .С 11роизводьliыЙ бсtЗИ(; 

Ь1, .. . , Ьп и. 11редн0Jюжим, 'iTO вектор х и.меет в этом бсtЗи.t;е 

ДВс:\. рсtЗJЮЖеliИЛ 

Х = х1Ь1 + ... + ХпЬп, 
х = х~ Ь1 + ... + X~i bn, 

1:3оt;ш>льзуемt;л тем, 'iTO акс:'Uuмы .л,·uneйnuc-u npuc:mpuн.,c:m,f>a 

11озtЮJ1}1ЮТ нреобрсtЗовыва.ть ди.liеЙliые комби.liа.ци.и. та.к же1 ка.к 
и обы'iliые о..111'ебра.и'iеt;ки.е выра.жеliил. Ны'iитсtл 3a.L1Иt;ctliliыe 

pa.вelit.:TBa. LIO'iJlel:iliO, LIOJIY'iИM 

Та.к ка.к бсtзи.t.: - это ди.lieЙlio l!еза.ви.t.:и.мё!,}1 t.:И.t.:'1·eмcL векторов, 

ее ди.liеЙliёLЛ комбиliёLЦИ.Л pёt.BliёL О , дишь еt;ди. Olia. rnp'Uf>'UU4t>'НtUJ(, 

( t.:м. онредедеliие 1.2) . Зlic\.'iИ'l' , вt.:е коэффициеliты этой диliеЙ­

liОЙ комбиliё:\.Ци.и. рё:\.вliы liудю; х1 - х~ = О , . .. 1 Хп - x ~i = О. Тё:\.ки.м 
обрсtЗом, х1 = х~ 1 ••• , Хп = х~ь и два. рсtЗJЮЖеliил векторёt. х в ба.-
3.И.t;е Ь1 1 • •• 1 Ьп t;OBlla.Дa.IOT. • 

Замечание 1.3. Уt;Jювие ли.неЙliоЙ незё:\.ви.с.;и.моt;ти. векторов 

бсtЗиt;а. 03.1:ia.'ia.eт , 'iTO ·ку.л,еf>ий f>eк·rnup и.меет в этом ба,3.и.с.;е eди.н­

t;'l 'BeliliOe pёt.3JIOЖeliи.e, ёL и.мe.l:iliO три.ВИо..llЬliОе: Bt;e коэффи.ци.е.1:iТЫ 

это1 'О рсtЗJюже.1:iия. рёt.в.1:iы .1:iудю . Из доксtЗё:\.теJ1итва. теоремы l . 2 
t;дедует, 'iTO И.3 eди..1:it.:TBe.l:itlO(.;TИ. рёt.3JЮЖе.1:iИЯ. .l:iY деВОl'О вектора. 

V 

110 ДёL.1:НiОИ (;И.t;теме векторов вытексLет eдиl:it;твeliliOt;ть рсtЗJЮ-

жеliи.л дюбо1'0 дPYl'Ol'O векторс:\. . # 

Coглa.t.:lio онределе.1:iию 1.3, бсtЗи.t.: лВJ1летt;л yпopл,д;o'ieliliOЙ t;И­

t.:темой векторов. Это 31:ic\.'iИ'l', 'iто, измеliив норлдок векторов 
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в <.;и.<.;теме1 мы 11оду 'iи.м дРУl'ОЙ баЗиt.:. Порл.цок векторов в бсt­
зи.t.:е фи.кt.:и.руют ДJIЛ TOl'O, 'iТОбы 3сtДсtТЬ 011редеJШ1:i1:iЬIЙ 11орлдок 

коэффи.ци.еl:iтов рсtзJюжеl:iи.н. 11рои.з1:юJ1Ь1:iОl 'О векторсt. Это нозво­

длет зсtмеl:iи.ть ди.1:iеЙl:iую комби.1:iсtци.ю1 нредt.:тсtвдлющую вектор1 
упорлдоч:енным ш~бором ее коэффициентов и тем t.:сtмьrм упро­

t.:тить з,ы1и.t.:ь . llорлдок векторов в баЗи.<.;е 011ред!:',.1шетt.:л и.х 

нумерсtцю:ш. 

Определение 1.4. Коэффициенты раЗJюжени.я. векторсt 110 

бсtзи.t.:у JlИ.l:ieЙl:iOl 'O 11pot.:тpct1:it.:твct1 зctни.t;ctl:il:iЬШ в t.:оответt.:тви.и. 

t.: норя.дком векторов в ба.Зи.<.;е, 1:iаЗЬiвсtют координата.ми 

векrпора в этом базисе. 

Пример 1.8. Н ди.1:iеЙном 11роt.:трсtнt.:тве K i[x] Ml:iOГO'iдel:ioв 
11epeмeliliOl 'O х t.:тe11eliи lie выше 2 ( t.:м. 11ример 1.1) эдемеliты 
х и. xi ш1нейно незсtви.t.:и.мы; и.х ди.неЙl:iсtн. комби.нсtци..н ах + (Jxi 
еt.:ть MliOГO'iдeli7 который рсtвен .1:iудю (нулевому много'iдеliу) 
ди.шь нри. а = fJ = О. Н то же времн. нctpct этих эдемеliтов 

не обраЗует баЗи.t.:сt. Дейt.:тви.теJ1ьн:01 мн:01'0L1Jteli 1 нудевой 
t.:тенени., я.ВJ1я.ющи.Йt.:я. эдементом Ki [ х] 7 1:iеJ1ьзл нредt.:тсtви.ть в 

в.и.де ди.1:iеЙной комби.нсtци.и. MJ:iOl'O'iдeнoв х и. xi. Дедо в том1 
'iTO ди.нейнсtл комби.нсtци.я. ах+ (Jx',!, мно1'О'iденов х и. х',!, еt.:ть ди.бо 
MJ:iOl'O'iдe.l:i второй t.:тенеl:iи. (нри. fJ /= О) , ди.бо MJ:iOl 'O'iдel:i нервой 

t.:те11ени (а/= 01 fJ = О), дибо н:удевой мн:01'О'iJШ.1:i (а= (J = О). 

Знсt'iи.т, рсtвенt.:тво 1 = а:{,·+ (Jx'!. двух мно1'О'iдеliов невозможl:iо 
liИ нри. КсtКИ.Х 31:ict'iel:iИЛX коэффициеliТОВ. 

Н то же времл три. Ml:iOl 'O'iJLe.l:ict 11 х 1 х',!, обрсtз уют баЗи.t.: 
ди.1:iеЙ.1:iого нроt.:трсtнt.:твсt К i [ х]. Доксtжем это. 

Но-11еввых L:И.t;TeMct MJ:iOl'O'iJieliOB 1 х. х',!, JlИlieЙliO lie3ctBИ-
r , ' ' 

t.:и.мсt. Соt.:тсtви.м их ди.1:iеЙну ю комби..1:iсtци.ю t.: нрои.зводьными. 

коэффици.еliтсtми. а1 (J, 1 и. нри.рсtвl:iлем 1:iyJ1ю: а· 1 + (Jx + 1х'!. = О. 
Это рсtвеl:i<.;тво е<.;ть рсtве.1:it.:тво двух М.1:iОl'О'iденов1 и. OJ:iO возмож­

но 'I'OJlЬKO в (.;JIY '-Icte, KOl 'Дct коэффициенты эти.х двух MJ:iOГO'iдeJ:iOB 

L:OBllctДctIOT. ЗJ:ict'iИ.'l' i а= fJ = { =о. 

Во-вторых1 'iерез МliОГО'iдены 1, х1 х'!. можно выра.Зи.тъ дю­
бой MliOl 'O'iдeli второй t.:тенеliи. 1 т .е. J1юбой эдемеliт диl:ieЙliOl 'O 
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Llf-)Ol:Tf-)c\.Hl:Tl:HL К2 [ xj можно llf-)!:Щ l:'l'c\.1И1TЬ В в.и.де Jlи.нейной ком­
б и.наци.и. указанных тµех :ЭJ1ементов. Нозьмем 11µои.звоJ1ьныи 

MHOl '0':LJH~H 

Е1'О зани.l:ь можно µа(хматµи.вать как J1и.неиную комби.наци.ю 

мно1'U':LJ1енuв 1, х, х2 ; 

llJ->И.'-ШM кu:эффи.ци.енты MHOl'O'i.lleнa в TU же вµемл ЛВJlЛЮТl:Л 

кu:эффи.ци.ентами. J1и.нейнuй кuмби.наци.и.. 

Итак l:И.l:тема тнех мнu1'U'i.lieнoв 1 х х2 J1и.нейнu незави.-
' 1""' ' ' 

(;И.Мс\., а JlЮбой :элемент J1и.нейно1 'О llf-)Ol:Tf-)c\.Hl:TBc\. К 2 [ Х] ЛВJlЛеТl:Л 
J1и.нейной комби.наци.ей у казсt.нной l:и.<;темы. Со1 'Jlct.<;нo O11µедеJ1е­

ни.ю 1.3, l:и.<;тема мнu1'U':LJ1eнuв 1, х, х2 е<;ть бази.l: в К2 [:.с]. 

1.6. Линейные операции в координатной форме 

Фи.к<;сt.ци.л нuµлдксt. вектuрuв в базш;е нµеl:Jrедует еще u.цну 

цель - ввеl:ти. матµи. '-iные l:llOl:uбы зш1и.l:и. вектоµных <;uотнu­

шени.й. Наз.и.<; Ь1 1 ••• , Ьп в дсt.ннuм Jtt'uнeйнuм прuсrпранстве .С 

удобно заниl:ывать ю:t.к мсt.тµи.цу-<.:тµоку 

а кuupduнarnы векторах в :этом бази.<;е - как матµи.цу-<.:толбец: 

(
Xl) 

х= ;,, . (1.3) 

Тu1·да раз.1~ижение х = х1Ь1 + ... + ХпЬп вектора х пи базису 
Ь1, .. . , Ьп можно зсt.ни.<.:сt.ть как 11µO.и.зведени.е мсt.тµи.цы-l:l'f-)ОКИ. 
нсt. мсt.тµи.цу-<;тодбец; 

х=Ьх. (1.4) 
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Пример 1.9. Некторы орто!iормирова.нноr'О бi:I.ЗИt.:i:J.. в V3 

имеют t.:Ti:J..liДi:J..P 'l'liOe oбoзlii:J..'ieliиe и норлдок: i 1 j 7 k. Н Mi:J..­
тpи'iliOЙ Зi:J..ниt.:и это будет выr'длдеть тi:J..к; Ь = (i j k). Вектор1 
1iШ1римеµ1 t.: кooµдиlii:J..Ti:J..MИ -11 21 2 может быть нµeдt.:тi:J..BJШli в 
виде"' 

x = {- 1;2;2} =-i + 2j + 2k =(i j k)(-n = ln:, 

т 

r'де х = (-1 2 2) - t.:тодбец кooµдиlii:J..T в~ктоµi:J.. х. # 
Зi:J..ниt.:ь динеЙliых онеµi:J..ций lii:J..Д t.:вободliыми вектоµi:J..ми в 

кooµдиlii:J..TliOЙ фоµме [ ПI] обобщi:J..етt.:.я. lii:J.. t:Jry 'ii:J..Й нµоизводьliОI'О 
V 

JlИlieИliOl 'О 11{-)0L:Tf.)i:J..liL:TBi:J... 

Теорема 1.3. llµи r.;дuжe'l-l,'U'U дюбых двух в~ктоµов в 
V 

JlИlieИliOM 11{-)0L:Tl)ёLli(.;TBe 11Х KOOl)Д111ii:J..TЫ В OДliOM 11 том же 

бi:J..3ИL:~ (.;KJ1i:J..ДЫBi:J..IOTL:Л7 О, нµи УМ'Н,UЖе'Н,U'U t>eri:mupu 'Н,U 'Ч,'U(;Jl,() ~I '0 

кооµди1iёL1Ъl у MliOЖёLIOTL:.Я. liёL это 'i11t:JIO. 

• P'i:J..t;t.:мoтµ11м в д111i~Йliом нµot.:'I'f.>i:J..li t.:тв~ [, бi:1.З11t.: Ь = ( Ь1 . . . b,i). 
llyt,;·1ъ Дi:J..liЫ l)i:I.ЗJIOЖ~liил в~ктоµов х и у в этом бi:1.З11t.:~; 

Х = х1Ь1 + ... + ХпЬп, У= У1Ь1 + • • • + упЬп . 

Х +У= (х1Ь1 + ... + ХпЬ,ь) + (у1Ь1 + ... + УпЬп) = 
= (х1 + У1)Ь1 + ... + (:rп + Уп)Ьп. 

Тi:J..к11м обµi:1.Зом1 11µ11 t:Jюжe1i1111 двух вектоµов 11х кооµд111ii:J..ты, 

отв~'ii:J..ющ11~ одtlому бi:1.З11t.:1iому в~ктоµу, t;Кдi:J..ДЫВi:J..ютt.:л. Н 
V 

Mi:J..Tl)И 'iliOИ ЗёtllИL:11 KOOl)Д111iёtT этому (.;00Тветt.:твует Mi:J..'l'PИ 'ilii:l.,}i 

t.:yммi:J.. t.:тодбцов кooµд111ii:J..T. 

~ liсtгюмним, ч:тu в в~:ктurнuй ё:tJil't:бri: [111] мы 3i:tllИl:ЬIВё:tJIИ KUUl)l.\И.Hi:tTЫ 

B!:KTUl)i:t, В l:Тl)UKY I Ul 'l)i:tН:ИЧ:ИB<lli i:e фи1 'У rн:ыми lЖUбксtми. Дю1 упruщ1:ню1 

выкдс:1.,1.1,uк мы uтuжп,ествю1л:и в~:ктur с нi:tбuruм t:l'U кuurl.\инс:1.,т, хuтн:, вuuбщ~: 

1 'u1юr11, э1'и. uб-.ь1:к1'ы и.мею1, l)i:t3ди. 'ш.у ю 11rиrul.\y . ll ди.lit:Й1юй c:tJll 't:бri: 

lll)И.IOП'U KUUl)l.\И.lic:l.,TЫ 3о.,ПИ.СЫВо.,Т.Ь Н!: В стruку, о., В стuдбец. 
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Aю:LJIOl'И.'-iliO ДJ1Л 11рОИ.3ВОJ1Ь1:iОГО дeЙL:TBИT~IЬliOl'O '--lи.<..:ла Л 

т.е. нри. умliожеliи.и. вектора ш:1, '-iИ.t.:.110 каждо.Л и.з е1'O коорди.шtт 

у Мl:iОжаетL:н. 1:ia это '-iИ.L:JIO . • 
Зани.L:ь координат векторов в матри. '--11:iОЙ форме L:нимает во­

нроL: о том, '-!ТО 11O1:iи.ма·~ъ, 1:iШrри.мер, нод t.:Jюжеliи.ем коорди.1:iат; 

коорди.1:iа1ъ1 L:к.11ады1:щютL:н: как матри.цы-L:тодбцы. Alicl.,JIOI ·и. '-iliO 

L:тодбец коорди.шtт умliожаетL:л 1:ia '-iИ.L:JIO но нрави.дам умliоже­

нил мс1.::грицы шt '--lи.L:Jю . Заниt.:ь утверждеliи.л теоремы 1.3 в 
матри'--11:iОЙ форме 

Ьх + Ьу = Ь( :с +у), лЬх = Ь(лх) 

L:оответL:твует L:воЙL:твам матри. '--11:iЫХ ош:~раци.Й; ди.t.:три.бути.в-

1:iО L:ти L:Jюженил OTliOL:ИTeJIЬliO умножеliИЛ и i:LL:L:OЦИi:LTИBliOL:TИ 

у MliOЖeliИ.Я.. 

Следствие 1.1. Jlи.lieЙlia..H 1:iезави.t.:и.моt.:ть (зави.t.:и.моt.:ть) 
V V V 

векторов JIИlieИHOl'O 11pOL:Tpi:L1:it.:TBa.. ЭKBИ.Bcl.,JleliTlii:L JIИlieИliOИ 1:iе-

3а...ВИ.L:И.МОL:ТИ. ( 3а...ВИ.L:И.МОL:ти.) и.х (;'l'Одбцов КООIJДИ.1:iат В OДliOM И. 

том же базиL:е ЭТОl 'О JIИlieЙliOl 'O llIJOt.:TIJa..1:it.:TBa... 

• EL:Jrи вектоv а pa.вeli д'Uneйnuй кuмб'Una'LJ/U'U вектоvов а1, • •• 7 

а= u1a1 + ... +uk:ak: 7 

то е1·O t.:·1·одбец коорди.1:iа..т и в зaдaliliOM бази.t.:е Ь va.вeli такой же 

ди.liеЙliОЙ комби.1:iа..ци.и. t.:тодбцов кооvди.юtт и1 , ... , и,,. векторов 

а1, ... , а1,; в этом же базиt.:е: 

Ьи = а = u1a1 + ... + сх1,;а 1,; = u1(bu1) + ... + u1,;(Ьи1,;) = 
= b(u1u1 + ... + uk:uk:)- • 
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Пример 1.10. 1:3 .л,·ин~йнuм ар'Uфм~т·и·ч,~r;r,;uм npur.:rnpaнr;m,r;~ 
rrnn 
~ J:Н:~кторы 

е1 = (1 1 О, ... ' О), 
ei = (01 1, ... ' О), 

еп = (О, 01 •• • , 1) 

обраЗуют баЗи.с.; е = ( е1 .. . еп), так как 
t,;и.мы ( t,;м. нри.мер 1.5) и. дюбой вектор 

нредt;тави.м в ви.де х = х1е1 + ... + Хпеп . 

(1.5) 

они. ди.неино незави.­

х = (х1 , ... , x,i) Е: !Rn 

# 

.оаЗи.t; ( 1. 5) в нроt;транt,;тве !Rn называют сrпандартпны.м. 

Замечание 1.4. 1:3 ди.нейном ари.фмети. LJ.ес.;ком нроt,;тран­

t,;тве !Rn дш111рои.зводьно1·0 векторах = (х1 1 ••• 1 x,i) е1·0 с.;тодбец 
т 

коорди.нат х в t,;тандартном бази.t,;е t,;овш::1..дает t,; х . Ка.к и. в сtнсt-
ди.ти. LJ.et;кoй 1'еометри.и. [ 111] 1 удобно нри. фи.кс.;и.рованном баЗи.t;е 

отождеt;'l'ВJ1л.ть вектор t,; е1'0 коорди.натами.. Ддл. с.;тандартно1·0 

баЗи.t;а это равноt;и.дьно зани.t,;и. вектора не как матри.цы-t;троки.1 
а. ка.к мсtтри.цы-t,;тодбцсt. Отмети.м, '-J.TO 3сt.11и.t,;ь эдементов сtри.ф­
мети. LJ.ec.;кo1 'o нроt,;транс.;тва в ви.де t;'l'Одбца не нроти.вореLJ.и.т 

онредедени.ю ари.фмети. LJ.et;кo1·0 11роt,;транс.;тва1 11они.маемо1'0 как 
множеt,;тво унорлдо'i.енных t;Овокунноt,;тей LJ.и.t;eд. llорлдок же 

ЭJ1ементов можно у казывсtть ка.к нри. но мощи. за.11и.t,;и. в t,;троку 1 

так и. нри. номощи. зани.с.;и. в t,;тодбец. 

Пример 1.11. llоксtжем, '-J.TO в ~ 3 t,;и.t,;темсt векторов 

обраЗует баЗи.с.; и. найдем в этом бази.t,;е координаты вектора. 

с= (2, 1, 3). 
Ддл то1'О LJ.тобы доказать, LJ.TO t;и.с.;тема векторов а1 1 ai, 

а3 образуе1' бази.с, надо убеди.тьсл в ди.нейной незави.с.;и.моt,;ти. 

эти.х векторов и. в том, LJ.TO дюбой вектор Ь = (bi , bi, Ь3) Е: IR.3 

.л.ВJ1летt,;л и.х ди.нейной комби.наци.ей. 
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Н L;Та.НДа.JУгном 611зи.L;е ев ~ 3 вектоµы а1 , а2 1 а3, Ь, с и.меют 
l.:дедующи.е (;l'Одбцы KOOIJ,LJ,И.Ha,T; 

А=(-~ ~ - ~) 
2 О 1 

и. l-)11(.;(;MOTIJИ.M KB11,LJ,l-)11THY ю (;И.(;Тему ди.нейных а.JН 'е6µ11и. 'iе(;КИ.Х 
уµ11внени.й (СЛАУ) Ах = Ь, х = (х1 х2 х3)г. Та.к ка.к detA = -9, 
то м11тµи.ц11 А невыµож,LJ,енн11л, ее µ11н1' µ11вен 3 и. вL;е ее (.;'l'Одбцы 

я:ВJ1лю1тJr 6113.и.l.:ными. . llоэтому1 во-11еµвых1 l.:Ol'дa.l.:нo теоµеме 

о 6113.и.l.:ном ми.ноµе [ III] 1 эти. L;'l'Одбцы ди.нейно нез11ви.L;и.мы1 
'iTO, (;(.)l'Jla,l.:HO l.:дe,LJ,l.:TBИ.IO 1.1, 03Н11'iа.ет ди.нейную не3а.ВИ.l.:И.М(.) l.:ТЬ 

вектоµов а1, а2 , а3 , 11 во-втоµых, CJIAY А:с = Ь нµи. дюбом 
1' 

l.:толбце Ь 11µ11вых 'iа.l.:тей имеет µешени.е х = ( х~ х~ х;) , ч:го 
11ol.:Jte з1111и.L;и. этой СЛАУ в вектоµной фоµме [ III] 

1103ВОJ1Лет l.:,LJ,eJlёtTЬ вывод О ВЫ110J1Нени.и. 1-)ёJ..BeHl.:TBёt 

Н 'iа.l.:тноl.:ти. , µеши.в CJIAY Ах = с;, котоµ11л в кооµди.н11·1·нои 

фоµме имеет ви.ц 

{ 

х1 + 2:с2 + 4х3 = 21. 

-Х1 + Х2 - Х3 = 1, 
2х1 + Х3 = 3, 

на.ходим кооµди.н11ты вектоµ11 с в 6113.и.L;е (а1 а2 а3); х1 = 2, 
з.:2 = 2, Х3 = -1. 
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1.7. Размерность линейного пространства 

Этсt всtжJ:Н:~Йшсtл хсtрсtктеµиt;тиксt JI/U'Н,еU'Н,Иё-И npucrnpa'Н,c;'fntm 
V 

t;BЯ.3ёtJ:iёt t;O t;ВОИt;ТВёtМИ t;Иt;тем вектоµов В этом ll(JOt;T(JcLHt;Tвe. 

Определение 1.5. Мсtкt;имё:1..11ьное коди•-~еt;тво д'U'Н,еU'Н,И 'Н,е-
V 

зав'UС'UМЫХ векrпирив в Да.ННОМ Jiинеином ll[JO(;T[JcLHt;TBe Нёt3ЫВёt-

ют раз.мерносп~r:,ю .дz'инейного nространсп~ва. 

Et;J1и µсLЗмеµноt;ть динейноt'О нµоt;тµсtнt;твсt. L µсt.внсt п, т.е. 
V 

t;ущеt;твует линеино не3сt.Виt;имсt.л t;И.t;темсt. И3 п вектоµов1 а. дю-

бсt.л с;·истема вектирив, t;Одеµжсt.щсt.л п + 1 вектоµ иди бодее, 
д'U'Н,еU'Н,И зав и сим а то I 'Oвor }ЛТ 'iTO это ди.нейное нr Юt;'1'всtнt;тво · · , r , r r 

n-.мерио. Рёt3меµноt;ть тсtко1'O ди.нейно1'0 нµоt;тµсtнt;твсt обознсt.­

'iсt.ют п = diп1L. 

Сущеt;твую1' динейные ll(JOt;'l '[JcLH(;TBct., В КОТО(JЫХ можно вы­

б[Jсt'l'Ь ди.нейно незсt.виt;и.мую t;И.t;тему, t;одеµжсt.щую t;КОдь у1'одно 

бодьшое коJ1и. 'iеt;тво вектоµов. Та.кие J1и.нейные H[JOt;T(JctHt;твct 

нёt3ывсt.ю1· бескоие·чио.мерны.ми. Н отди. 'iи.е от них, п-меµные 

ди.неиньrе 1I(JOt;T(Jctнt;·1·вct нёt3ывсt.ют коне'Ч..но.мерны.ми. Эта. 

кни.t'сt ноt;влщенсt коне'iномеµным ди.неиным II(JOt;T(Jct.Ht;твct.м . 

Пример 1.12. Jlи.нейное II(JOt;'l'(Jct.Ht;'I'BO С[О, 1] функций, 
ненµеµывных нсt отµезке [l>, 1] ( t;м. 1.1), ЛВJIЛе'I't;Л беt;коне'iно­

меµным, тсtк ка.к для. дюбо1·0 нсt.турё:1..11ьно1'O ·п t;И.t;темсt. мноt'О'i.itе­

нов 1, х , x'l,, ... , хп, ЛВJrлющи.хt;л элемента.ми. это1 'О динейно1 'О 
ll(JOt;T(JcLHt;'l'Bct., ди.нейно незсtВИ.t;И.МсL. н t;ёtMOM деле, Jl, 'U'Н,eU'Н,U,}(, 

·кимбтtа·и/uх этих многоч..rшнов, отве'Iсt.ющсt.л нсtбоµу коэффици­

еliтов иu , u-1 , ... , Un 1 еt;ть MliOI 'O'iJШH 

U'I) + uix + ... + Unx'\ 

КОТО[JЫЙ ЛВJlлетt;Л нулевым (т.е. [Jсtвен НОt;ТОЛННОЙ фуJ:iКЦИ.И. 

[)), только еt;ли Bt;e его коэффициенты ( они же ·ки::,фф'U'/1/Uе'Н,тЫ 

д'U'Н,еU'Н,ИU r.:имб-и'Н,а'/1/U'U) µсt.вны ну дю. # 
Окёt3ЫВсt.еТt;Л, 'iTO [Jct3Me[JН:Ot;TЬ линейного lI(JOt;T(JcLHt;TBcL тet;­

J:iO i;влзct.J:ict. i; коди. 'iе~;твом вектоµов, котоµое может иметь базис 

JIИ.HeИliOl 'О ll(JOt;T(Jcili(;TBct. 
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Теорема 1.4. Еt;ди ди1шЙliое 11ро<.;тра..1it;тво L n-мepllo, то 
дюба..л диlieЙliO liе3а..ви<.;има..л <.;и<.;тема.. и3 п векторов лв.J1лет<.;л е1'О 

ба..3И(.;0М. 

• Пуt;ть <.;и<.;тема.. векторов Ь1, ... , Ьп Е [, диlieЙliO liе3а..ви<.;има... 

Т'о1'да.. ддл дюбОL'О вектора.. х Е [, <.;и.<.;темсt векторов х, Ь1 , ... , 
Ьп диlieЙlio 3а..ви.<.;има, так как Olict <.;одержит п + 1 вектор, т.е. 

КОJ!И. 'ie(.;TBO бодьшее, 'ieM ра..3мерli0(.;ТЬ JlИlieЙliOL'O 11ро<.;тра.1i(.;ТВа... 
Это 3lia.'iи·1', '!ТО t;уще<.;твуют такие коэффици.еliты cxu , сх1, ... , 
СХп ' OДliOBpeмeliliO lie pa.BliЫe liY дю, '!ТО 

(1.6) 

Заметим, 'iTO cxu f=: О, та.к ка.к в 11роти.в1Iом (.;JIY'ia..e рсtвеll­

<.;тво (1.6) (.;ВОДИ.Т(.;Л к paвelil:TBY 

нри'iем l:реди. коэффи.ци.еllтов сх1 , ... , схп е<.;ть хотл бы оди.li 

lielly девой (так ка.к cxu = О). Но это 03lia.'ictJIO бы, '!ТО <.;и.<.;тема 

векторов Ь1, . .. , Ьп диlieЙlio 3ави<.;и.ма. 

У'iи.тьша..л, 'iTO cxu -/=: О, и.3 (1.6) liа..Ходи.м 

Та.к как вектор х быд выбра.li 11рои.31юдьliо, 3а.КдЮ'iаем, '!ТО 

дюбой нектор н диllеЙllом 11pol:тpctlit;тнe L можliо 11ред<.;тсtнить 

н ни.де диliеЙliоЙ комбиliаци.и. <.;и.<.;темы некторон Ь1 , .. . , Ьп . 

llоэтому эта l:Иl:тема некторон, 110 11ред110Jюжеliию ди.lieЙlio 

llе3а..ви<.;имсtл, лв.Jшет<.;л ба..3и<.;ом н L. • 
Теорема 1.5. Еl:ди. в диliеЙllом нpol:т'pc.tlil:твe [, <.;ущеl:твует 

ба..3иl: и3 п некторон, то dirнL = п. 

• llyl:ть Ь = (Ь1 . . . b,i} - бс.t3Иl: н диliеЙliом 11pol:тpc.t1ir;тue L. 
Нс.tм дor;тc.tT'O'--lliO пока..3с.tть , '-!ТО любсtл r;иr;темс.t Х1, ... , Xn+l И3 

п + 1 нектора. и3 [, диlieЙliO 3ани.r;имсt . 
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Ра.З.11ожи.м каждый и.з эти.х векторов X i 110 ба.Зю;у Ь: 

а и.з t.:тодбцов координат векторов X i с;оt.:тави.м матри.цу 

(
ан 

А= ... 
Unl 

ти.на п х (п + 1). Со1 'дас;но L:J1едс;тви.ю 1.1, .11и.нейнсtл зсtви.t.:и.моt.:ть 
t.:и.t.:темы векторов xi , ... 1 Хп+l равнос;и.льна ли.неинои зави.с;и.­

моt.:ти. t.:тодбцов мсtтри.цы А, тсtк как вынолнени.е каких-дибо 
V V 

динеиных онерации нсtд вектора.ми иденти.'iно вы110днению тех 

же 01шраций над их с;толбцами координат. Но в матрице А 

t.:одержитсл ·п с;трок, ноэтому ее pa..Hl' не нревоt.:ходит п. Сдедо­

ва..·1·е.11ьно, нри дюбом выборе ба.3ис;но1 ·о минора. хотJ-1 бы один из 

t.:толбцов ма..трицы не лвшштс;л ба.Зис;ным и 110 теореме о ба.Зиt.:­
ном миноре [III] лвллетt.:л динейной комбинсtцией ба.Зиt.:ных. Но 

тогда. тсt,кое же соотношение t.:Нрсt,ведливо ДJIЛ t.:оответt.:твующих 

векторов. Сдедовсt,1•е.11ьно, t.:Ol 'дct,t,;нo необходимому и доt.:·1•сt,тО'i­
ному УQЮВИЮ ди.нейной 3сtВИСИМО(;ТИ ( t.:M. теорему 1.1)' t.:Иt.:TeMa, 

V 

векгоров х1, ... 1 Xn+l .11и.неино зави.t.:имсt, , Tct,K Kct,K один из них 

рсt,вен Jiинейной комбИНа,ЦИ.И ОСТа.llЬНЫХ. • 
Из теорем 1.4 и 1.5 Qtедует, 'iTO в ксt,ждом динейном нро­

t.:трсtнс;тве любые днсt, ба.Зиl:сt с;одержсtт одно и то же коди. 'iес;тво 
V 

векторов, и. это коди'iеt.:тво равно ра.Змерноt.:'ГИ .11инеиного нро-

t.:трсt,нс;тва... 

Пример 1.13. 1:3 д·иn~йnим арифм~·rп·шч,~с:r,;им npuc:rnpanc:m,t>~ 
~п с:тиnдартnый базис: (1.5) с;ос;тои·1' из п векторов, ноэтому 

dir11!R1i = ·n , 'iTO и отра..жено в обозна..'iении этоt'О дию~йно1'О 
нроt.:тра..нс;тва... 



l. 7. Разм ернur.а·ь лин ейнuгu нрuо·рс:1,нr:п:Jёt 

Пример 1.14. J:->а.L:L:мuтµим uднuµuдную CJlAY 

{ 

:.с1 - 2х2 + 2х3 - х4 = О, 
х1 - 3х2 + х3 - 4х4 = О, 

2х1 - 5х2 + 3х3 - 5х4 = О, 

41 

MtlUЖ~L:'l'J:IO l)~Ш~liИЙ кuтuµuй uбµа.3у~т JlИ.li~ЙliU~ Hl)UL:'l'l)a.lil:П:IO. 

Нс:t.йд~м l)a.3Mel)tlUL:Tb ЭTUl'U JlИtleЙtlUl'U Hl)UC..:Tl)a.tlC..:'l'Ba, и. Ка.КUЙ­

дибu ба.3ис..: в н~м. 

Сшщу я. [ lil] , µешим эту с..:и.L:тему , uнµедедив ее фунdамен­

тпа.л,ьную сис:rпему решений. Длл этого за.пишем мс:t.тµицу с..:ис..:ге­

мы и нµи 1шмuщи '.l.11,еменrпарных преuбри;зиf>ан·ий crnpuк нµиве­

дем ее к тµеу1'Одьtlому вид;у: 

- 2 
-3 
- 5 

2 
l 
3 

=~) "-' (~ 
- 5 l) 

- 2 
-1 
- 1 

2 
-1 
- 1 

-1) (l -3 "-' l) 

- 3 l) 

- 2 2 
l l 
l) l) 

-1) 3 . 
l) 

Из ноду 'ieliliOl 'O вида. liа.ХОДИМ, 'i'l'O l)a.lil' Ма.Тl)ИЦЬI L:ИL:Темы 

µctвetl 2, в ксt'iеL:тве с..:вободtlых tlеизвес..:тtlых можtlо взлть х3 и. х4 , 

а. в Ка."i~L:гв~ ба.3иL:ных а~изв~L:тных - х1 и х2. llµ~обµа.3uва.ншш 

с..:и.L:темсt имеет вид 

{ 
х1 - 2х2 + 2х3 - Х4 = О, 

Х2 + ;,с3 + 3х4 = l). 

llола.Га.Л Х3 = 17 Х4 = 07 lia.XUДИM Х2 = -11 Х1 = -4, а, нµи. Х3 = о, 
;,i·4 = l имеем 'J.,·2 = - 31 х1 = - 5. Зс:t.нис..:с:t.в lia.ЙдetltlЬie µешеtlия в 

виде L:ТОJ16цов, 110ду'iим фундс:t.м~нтсtJ1ьtlую с..:иL:т~му µ~шений: 

- 4 - 5 

;!;(l) = - 1 х(2) = - 3 
l l) 

l) l 

Со1'да.сно теоµии систем диliеЙных сtJН'ебµа.и'iес..:ки.х урсt.внений 

[III], эти .цва. µеш~аия дИli~Йаu незс:t.виL:имы1 а. дюбuе дµу гuе µе­

шени.е CJlAY нµедс..:тс:t.вллетсл в виде линеЙliОЙ комбинi:tции. x (l) 
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V V V 

в д111iеИ1iОМ 11ро<.:трсt1iстве решеliиИ рсt<.:<.:мсtтривсtемои одtlород-

ной СЛАУ. Ра.змерliостъ этого диliеЙliого 11pocтpctlicтвct pctвlict 

днум - коди'iеству векторов в ба.зи<.:е. 

1.8. Преобразование координат вектора 
при замене базиса 

В .л,ипейпuм npur.:mpanr.:mrJe в<.:е ба;з·иr;ы рсtвнопрсtвны. Тот 

иди ИliОЙ ба.зис выбирсtют исход,л из KOliкpel'liЫX об<.:тоя.тедьств, 

а. может быть, и вообще нроизводьliо . Иliогда. удобно и<.:110дь­

зовсtть д,дл 11редстсtвJШliил эдементов динеино1'0 11ростра.н<.:твсt 

не<.:кодько ба.зисов, liO то1'дсt есте<.:твен1tым обрсtзом воз1tиксtет 

за.да.ч.а. преобра.зовсtнил кuupд'Unaтn rJeKТП.,UJJUf>, которое <.:влза.но 

с изменением ба.зи<.:а.. 

llу<.:ть в п-мерtlом ди1tеЙ1tом 11ростра.1t<.:тве [, за.дсt1tы двсt 

ба.зиссt; стсtрый Ь = (Ь1 ... Ьп) и новый с= (с1 ... c,J. Jlюбой 
вектор MOЖliO ра.ЗJЮЖИТЬ 110 ба.зи<.:у ь. 13 'fёt(;'l'liOCTИ, ксtждый 

вектор из ба.зиссt с может быть 11редстсtВJ1ен в виде 4'Uneйnuй 

·r,;uмб·ипач·и·и векторов ба.зи<.:а. Ь; 

i = 1, п. 

За.11ишем эти 11ред,ста.нJшния. н ма.три'iliОЙ форме; 

(
(Xli) 

Ci = Ь : - , 
СХт. 

i-1 п 
' ' 

ИJ!И 

с=ЬИ, 

1-де 

(1.7) 
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Определение 1.6. Мсt·1·рицу (1.7) 1:iсt3ывсtют .матрицей 

перехода от (;Tctpo1 -о бсt3и(;сt. Ь к новому бсt3и(;у с. 

Co1·дct(;l:iO Дсtl:iному онредеJшнию, i-й (;ТОдбtщ мсtтрицы не­

реходсt. е(;ть (;'l'Одбец координсt.т i-1·0 векторсt l:iOBOl'O бсt3и.(;сt в 

(;Тсtром. Поэтому говорлт, ч:то мсtтрицсt нереходсt (;0(.;ТОи.т из 

коордиliа.l' векторов J:iOBOl'O бсt3И.(;а, В (;Та.ром, ЗctllИ.(;c\.tlliЫX 110 

(;ТОдбцсtм. 

O6(.;удим некоторые (;ВОЙ(;твсt мсtтри.цы Ш:~реходсt. 

1 :.> . Мсtтри.цсt нереходсt lieвыpoждelict и. В(;е1 '.дсt и.меет обрсtт-

1:iую . 

• Дей(.;·1·витедь1iо, (;ТОдбцы мсt.трицы нереходсt. - это (;'l'Одбцы 

коордиliсtт векторов tl0BOl'O бсt3и.(;сt в (;Тсtром. СдедовсtтеJ1ь1:iо, 

О!:iи., ксtк и. векторы бсt3И(;сt, ,11,·ин~й·Нtu н~зиt> ·ис·имы. З!:iсt'iи.т, мсt­

три.цсt. U невырожд,tШliсtл и и.меет обрсtтliую мсtтри.цу u- 1 [III]. • 
2:.>. Et.:J1и. в п-мер!:iом ди.ш~Йtlом нpol;тpct!:i(;TBe зctдctl:i бсt3и.(; Ь, 

то для. дюбой невырожденной квсtдрсtт!:iоЙ мсtтрицы U норлдксt 
п (;уЩе(;твует тсtкой бсt3и.(; с в этом лиliеЙиом проl;трсtи(;тве, <tто 

U будет мсtтри.цей нереходсt от бсt3и(;сt Ь к бсt3и(;у с. 

• Из невырождеlitlО(;ТИ матри.цы U (;дедует, '!ТО ее pctlil' равен 

·п, и ноэтому ее (;'l'Одбцы, буду 'iИ. бсt3и(;ными, ди.нейно незави­

(;И.МЫ. Эти (;ТОдбцы лшrлю·1тл (;ТОдбцсtми. коорд,иliсtт векторов 

(;И.(;Темы с= ЬИ. ЛиlieЙlictл иезсt.ВИ(;ИМО(;ТЬ (;Толбцов мс1.,трицы И 

pё:1.,BtlO(;ИJIЬlicl., JlИ.tleЙtlOЙ tlеЗо..ВИ(;ИМО(; l'И (;И(;Темы векторов с. Та.к 

ко..к (;И.(;Темо.. с (;Одержи.т п векторов, нри. '-!ем ди.1:iеИJ:iое нpO(;'l'po..tl­

(;TBO ·п-мер!iО, то, (;01'Jla,(;J:i0 теореме 1.4, ЭТа, (;И(;Темсt. яш1лет(;Л 
бсt3И(;ОМ. • 

Пример 1.15. llуеть Ь = (Ь1 Ь2 Ь3) - бсt3И(; линеино1·0 

нpo(;тpct.tl(;TBo... То1·дсt (;И(;темсL векторов с1 = 2Ь1, с2 = -Ь2, 

с3 = Ь3 тоже лвдлет(;л бсt.ЗИ.(;ОМ в этом диliеЙиом нро(;трсt.И(;Тве . 

Это t.:J1eдye·1- из то1·0, '!ТО 

( С l С2 С3) = ( Ь1 Ь2 Ь3) И, 

1 ·де дисt.1 ·оно.,.11ьl:iо..Л мсtтри.цо.. U = dictg (2, - 1, 1) lieвыpoжд,el:ict. 
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~ ->. Ес.;J1и. И - ма..·1·µи.ца.. 1шµехода.. от с.;та..µ01·0 бё:1.Зи.с.;а.. Ь к 

liОвому бё:1.Зи.с.;у с J1и.lieЙliOI 'O 11µoc.;1'J-->a,1ic.; '1'в;J.,, то И - l - MiJ.,'l'J-->И.ЦiJ., 
неµехода. от бс:1.,3и.с.;а. с к бс:1.,3и.с.;у Ь. 

• Мё:1..тµицё:1.. И н:евыµожден:;J.,, и ноэтому из µё:1..вен:с.;твё:1.. с = ЬИ 
с.;J1едует, '!то cu-1 = Ь. lloc.;J1eдliee µа.веliс.;'1'во oзlia.'ia.e'1', '!то 
с.;тодбцы Мё:1..ТJ-->И.ЦЫ u-1 Я.ВJ!Я:Ю'l'(.;Я: с.;тодбЦiJ.,МИ. KOOJ-->ДИ.liёl..T вектоµов 
ба,зис.; ё:1.. Ь относ.;ит~1ьно ба,зис.;ё:1.. с, т.~., с.;огла.с.;но опµ~д~л~нию 1.6, 
u-1 - это Мё:1..ТJ-->ИЦё:1.. неµехода. от бёl..ЗИ(.;ё:1, С К ба.зи.с.;у Ь. • 

4-> . Ес.;ди. в ди.н:~Йliом нµос.;тµё:1..нс.;тве Зё:1..Дё:1..Ны бёl..Зис.;ы Ь, с и d , 
нµи. '!ем И - ма.тµи.цё:1.. 11еµеход,ё:1.. от бё:1.З и.с.;ё:1.. Ь к бёl..Зи.с.;у с1 ё1.. V -
MiJ.,'l'J-->И.Цёl.. 11еµеход,ё:1.. от бёl..Зи.с.;ё:1.. с к бёl..Зис.;у d1 то нµои.звед,еliие эти.х 

мё:1..тµи.ц И V - мё:1..тµи.цё:1.. 11еµеход,ё:1.. от бё:1.Зи.с.;ё:1.. Ь к бё:1.Зи.с.;у d. 

• Со1'дё:1..с.;liо онµедедеliи.ю 1.6 мё:1..тµи.цы неµеход,ёl.. , имеем µё:1..вен­

с.;твё:1.. 

с= ЬИ, d = cV, 

откуд,ё:1.. 

d = cV = (ЬИ)V = b(UV), 

т.~. И V - M;J.,TJ-->ИЦ;J., п~µ~хОД;J., от бё:1..зис.;ё:1.. Ь к бёl..Зис.;у d. • 
1-'ё:1..с.;с.;мотµим тенеµь, ка.к 11µеобµё:1..зуютс.;я: кооµди.li;J.,ты 11µ0-

V 

извоJ1ы101·0 век·1·оµё:1.. в ди.неиliом 11µос.;тµё:1..1i(.;'1'ве нµи неµеходе от 

с.;та.µ01'0 бёl..Зи.с.;а. к liовому. Ныбеµем нµоизводьliыЙ вектоµ х Е: .С 

и. µа.зJюжи.м е1 'О в с.;тё:1..µом бё:1.Зи.с.;е : 

х=Ьх 
' 

х = 

1-'ёl..ЗJЮЖ~liИ.~ ТО!'() ж~ B~KTOJ-->ёl.. в liOBOM бёl..ЗИ.(.;~ и.м~~l' ви.д 

х =сх' 
' (~i) X.r ~ - .. 

х' 
п 

(1.8) 

(1.9) 
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Нсtйдем t.:ВЛЗЬ между t.:тсtрыми. коорди.на.Та.МИ Х вектора. 

х и. новыми. е1'О коорди.нсtтсtми. х' . Из t.:оотношени.й (1 ))) , 
(1.9) (.;:JН:Щует, '!ТО Ь:с = сх'. У'-iи.тывёlli. , '!ТО с = ЬИ, ноду'-iсtем 

Ьх = (ЬИ)х', иди. Ьх = Ь(Их'). llоt.:деднее рсtвенt.:тво можно 
u 

раt.:t.:мсtтривать как зсtпиL:ь двух ра.3ложении одного и того же 

вектора. х в дсtнном бс\.Зи.t.:е Ь. !->с\.ЗJЮжени.лм t.:оответt.:твуют 

t.:тоJ16цы коорди.нсtт х и. Их', которые, t.:Ol'дa.t.:нo теореме 1.2 о 
еди.нt.:твенноt.:ти. ра.3Jюжени.л вектора. но бс\.Зи.t.:у, доджны быть 

рсtвны: 

х = Их' 1 И.JlИ. 

Итсtк, 'iтобы ноду '-iИ.ТЬ коорди.нсtты вектора. в t.:тсtром бс\.Зи.t.:е , 

необходи.мо t.:тодбец координсtт этосо вектора. в новом бс\.Зи.t.:е 

умножи.ть (.;:J1евс1, на. ма.три.цу нерехода и.з t.:та.ро1'O ба.зи.t.:а. в 

новый. Ма.три.ца Шjрехода. и.з t.:таро1·O бс\.Зи.t.:а. в новый нозводя.ет 

Ш:~реt.:LlИ.ТЫВёLТЬ новые коорди.нсtты в t.:тарые. 

Пример 1.16. t>аt.:t.:мотри.м в V2 ортонорми.рованный бази.t.: 
Ь = ( i j) из векторов i, j. Обозна'-iим '-iерез е = ( е1 е2) новый 

бази.t.:, который ноду'-iа.етt.:я. новоро-

том t.:тi:ipOl 'O бс\.ЗИ.t.:i:i Ь На. Зi::\.Дi::\.ННЫЙ j 

у1'Од tp. Иt.:ходя из задс:1..нно1·O у1 •да е2 
u 

поворота мы можем на.ити коорди-

на.ты векторов е1 1 е2 ново1·O бсtзи.t.:а 
отноt.:и.тедьно t.:та.рО1 'О (ри.t.: . 1. 2): 

_ ( t.:OS tp ) 
е1 - . ' SlH tp 

- ( - siн r..p ) 
е2 - . 

t.:OS tp Ри<;. 1.2 

i 

Эти. разJюжени.л нозводя.ют t.:оt.:тави.ть матри.цу нерехода. И 

из t.:та.ро1·O бсtзиt.:а. Ь в новый е, а также обрсtтную мсtтрицу: 

( 
t.:OS tp 

И= . 
blll tp 

- Slll tp ) 
t.:OS tp ' 

Sllltp) 
t.:OS tp 

На.Йденные матрицы перехода И (из t.:тарого базиt.:а в новый) 

И u-l (и.з HOBOl'O бази.t.:i:i В t.:Ti:ipыЙ) llOЗBOJlЯIOT Зi:illИL:i:iTЬ t.:OOTHO-
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шеliИЯ между с.;тс1рыми. Х1, xi И. liOJ:3.ЫMИ. х~ , х; коорди.liёLТёLМИ. 
произвольного векторс1 х из Vi: 

х~ =x1c.;os (f +xisiн 'P, 

х; = -x1siн(f +xic.;os 'P, 

х1 = х~ c.;os (f- x;siн 'P, 

Xi = х~ sill (f + х; (.;OS 'Р · 

Ншrри.мер, J:3.ектор х = i + j в с.;тс1ром бази.с.;е имеет коорди.нс1ты 

х1 = 1, xi = 1, с1 J:3. HOJ:3.0M бс1зи.(.;е - х~ = c.;os 'P + siн 'P, х; = 
= - Sill (f + (.;OS (f. 

Пример 1.17. Пус.;ть J:3. ли.нейном 11рос.;трс1liс.;т.ве V3 31:LДа.­

ны ДJ:3.1:L 11рс11:3,ых ортонорми.ро1:3,с1нных бази.с.;а.: с.;та.рый ( i j k) и. 

liOJ:3.ЫЙ (i' j' k') . '1'01·дс1 с.;тс1рый бази.с.; можliо 11реобра.3ОJ:3.сLТЬ J:3. 
u u 

liOJ:3.ЫИ нри. но мощи. трех llOJ:3.0pOTOJ:3. J:3.Окру 1' коорди.liёLТliЫХ ос.;еи 
u u 

п:рлмоугольаои с.;ис.;темы координс1т, оп:р1:щ~1лемои ортонорми.-

рОJ:3.1:LНliЫМ бази.с.;ом. 

i>а.с.;с.;мотри.м еди.liи. 'iliЫЙ 1Jектор s, который OДli0.1JpeмeliliO 
лежи.т IJ ШЮ(.;КО(.;ТЛХ 111:Lp J:3.екторОJ:3. i, j И. i' 7 j'. lloJ:3.eplieM 
бс1зи.с.; ( i j k) 1Jокру 1 · ос.;и. 1Jек1·орс1 k licL liекоторый у 1 ·од ф тс1к, 

'-!ТО J:3.ектор i с.;ош1с1дет с; J:3.ектором s. Отмети.м, '-!ТО J:3.ектор 

s op·1·01·oшtдeli и. JJtжтopy k, и. 1Jектору k', тс1к кс1к Я.!Jдлетс.;л 

i9 k 

j' 

Рис. 1.~ 

j 

ли.неЙliОЙ комбинс1ци.ей и. 11с1ры i, j, и 
шtры i', j'. Засtч:ит, поворотом вокруг 
ос.;и. вектора. s на. некоторый уr·ол rJ 
можliо доби.тьс.;л с.;01Jмещеliю1 вектора. 

k с; вектором k'. На.конец, новоротом 

1JОкру 1 · ос.;и. 1Jекторс1 k' lia. liекоторый 
у1 ·од 'Р с.;овмес.;тим вектор s (.; вектором 

i' (ри.с.; . 1.::3) . 
Мсtтрицс1 11ереходс1, с.;оотJ:3.етс.;т.вующсtл 11ер1:3,ому 11013,ороту во-

кру1· ос.;и. векторс1 k, и.меет ви.д 
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Матрица ш~рехuда А2, с.:uuтвеп.:твующая: нuвuрuту уже нuвu1·0 

базис.:а нокру1· оt.:и нектора s на у1·од г(J, нохожа на нредыдущую : 

И,= о 
о 

t.:os d 
siнrJ 

Наконец, матрица нерехода, с.:оотнетс.:тнующал третьему 1101>0-
роту вокру1' ос.:и вектора k' имеет вид 

Со1'даt.:но t.:войt.:тву 4 ~, матрица ш~рехода И из с.: ·1,аро1'0 базиt.:а 
(i j k) в новый базис.: (i' j' k') равна И= U1U'l.U3 и может быть 
заниt.:ана в виде 

(

cos ф cos ср - sia ф cos iJ sia ер 
siп ф cos ер + cos ф cos iJ siп ер 

siпiJsiпep 

- cosфsiпep - siпфi;osiJcoscp 

- siп ф siпep + cos фсоs iJcoscp 
siп iJcoscp 

siaфsiпiJ ) 
- cos ф siп iJ . 

cosiJ 

Дополнение 1.1. Линейное пространство 
над полем Р 

Мы введи ноня.тие J/,U,'Н,t:U'Н,Иё,И it,pucmpaН,cmв а как множе~..:тва 
V 

нроизволыiОИ нрироды, на котором заданы две онерации: СJ/,И-

жеН,·uе ',)Jl,t:Me'Н,'fГIOf:> мнuжеt.:тJJа и ум'Н,ИЖt:'Н,'Uе ',)Jf,f:Mt:'Н,'fГШ м11оже­

ства на ·ч, ·ur;J/,U. Со1'да~..:110 замеLJ.анию 1.11 нод 'i.Иt.:дами можно 

понимать как дейс.:твительные ч:ис.:ла, так и комплекс.:ные. Обе 

онерации долж11ы нод '-iиш1тьt.:я акспимам 11, ·иnей'Н,Ие,И npucm,pun­

c'fnвu, нри этом нрои~..:хождение этих онерации соверше11но 11е­

с.:у ще~..:твенно. 

Этот 110.цход можно развива1ъ, давал нонлтию " 'i.ИCJIO 1• раt.:­

ширитедьное тодкование. Само нонлтие чиt.:Jra характеризу­

ет~..:я в нервую О'-iередь тем, 'i.TO ш1д 'i.Иt.:J1ами мож110 вынод­

нлть четыре арифметиче~..:кие онерации. Et.:JIИ нщ1ичие четырех 
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ари.фмети. 'iеt.жи.х 01шраций взлть за Ot;liOвy1 мы ари.дем к ё:t.11-

1·ебра,и. <tеtжой t.:труктуре, liсtЗьша~мой аоJшм. На,аомliи.м, <tто 

в t.:амом широком тодкова,нии. а.л-гебраи'Чtеска,Я, структура 

(ё:t.111•ебраи. <tеt.:ка,я. t;и.t.:тема) - это liекоторое мliожеt.:тво, lic:t. ко­
тором за.да.на одшt и.ди liеt.:кодько с:tJiг~брёtи. <tеt.:ких онераций1 
под <tи.ш1.ющи.хt;л liекоторому liёtбopy а.кt;и.ом. А.л-гебраи'Чtеска,Я, 

оnераЦU,Я, (внутренний за.ко!! комнозиции, [1-4.1]) на. множе­

t;тве Х - это та.кой закон, иди нравюю, который дюбому 

у aopлдo'i~liliOMY lic:t.бopy х1, ... , Хп ЭJШМеliтов Мliожеt;тва. Х ( оне­
ра!iдов) t.:та.ви.т в t.:оответt.:тви.~ eди.1it,;·1·в~liliЫЙ эдем~liт то1 ·о ж~ 

мliожеt.:тва. (резудьтат этой онера.ци.и.). Наи.бОJше ра.t;нроt,;·1·ра­

нены б·ипарпые а.л,-гебраич,еск·ие оnерац·ии, имеющи.е два 

он~ранда (т.е. п = 2). 

Определение 1. 7. П о.л,е.м, liсtЗьша.ют мliожеt.:тво Р нро­
и.зводьliоЙ нри.роды, lict котором задаliы две би.!iар!iы~ с:tJН'е­

браи. ч:еt;ки.е операции, уt;Jювно t.:Jюжени.~ ( +) и умl:lож~ние ( ·), 
нод'iи.liлющиеt.:л t;дедующи.м аксиомам nо.л,,Я,; 

а) t;JЮжени.е коммутативно: и+ Ь = Ь + и; 
б) (.;JIOЖeliи.e а,(.;(.;ОЦИаТИВ!iО; ( и + ь) + (; = и + ( ь + (;); 
в) t;ущеt.:твует такой элемент О Е= Р (пу.л,евой э.л,емепrп, 

или пу.л,ь), ч:то и + О = и длл любого элемента и Е= Р; 

1·) каждый эдемеliт и Е= Р и.меет nротивоnо.л,ожпый (t.:им-
метри'iный) э.л,е.мепт (-и), такой, L1то и+ (-и)= О; 

д) yмlioжeliи.e коммутати.в!iо; и· Ь = Ь · и; 
~) умножение ё:Lt.:t.:оци.ативно; (и· Ь) ·с;= и· (Ь · с;); 
ж) t.:ущеt.:твует та.кой эдемент ~ Е= Р ( едиnи'Чtnый), 'iTO 

и·~ = и ддя. дюбо1·0 и Е= Р; 
з) ка.ждый ЭJ1ем~liт и Е= Р1 и f:;. О, имеет обратпый э.ле­

.мепт u- 1 та.кой 'iTO и· u- 1 = ~· 7 7 7 

и) умножеliи.~ диt.:трибути.вно OTliOt;и.тeдьlio t;JЮженил; ( и + 
+Ь) •с;= (и•с;) + (Ь•с;). 

Отметим, 'iTO первые '-lетыре аКt;ИОМЫ ПОЛЛ7 ОТНОt;ЛЩИеt.:л К 

он~ра.ции t.:Jюжени.л1 t.:овнадают t.: t;Оответt;твующи.ми акс·иимам·и 
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Л/U'Н,t;Unuё-u прuс:тпра'Н,С:тnf>а. Та.к же ка.к .и. в д.и.lieЙliOM нроt.:трсt.н­

t.:тве, .И. t.:ХОДЯ: .И.3 i:LKL:.И.OM В) .И. l') t.:тро.и.м ОlШрсt.ц.и.ю вы 'i.И.Тс\.li.И.Я:, 

110лсt.гсt.я:, нсt.нример, 'iT01 но онределению, 

а -Ь =а +(-Ь). 

Акt.:иомы ж) и з), отноt.:я:щ.и.еt.:я: к умножеli.и.ю, ct.lia,JIOl'.И.'iHЫ 

сt.кt.:.и.омсt.м в) .и. 1 ·). Oli.и. 1юз1юJн1ю1· 011реде;1.и.ть ош:~рсt.ц.и.ю де;1еli.и.н:; 

Сложение и умliожение 3а.Да.ютt.:я: в ноле сt.нриори, их Нс\.3ЫВа.­

ют осnовnыми оnераци.я,ми, а. ВЫ'i.И.Та.liие и де;1еliие1 которые 

бсt.3.и.руютt.:я: lii:L t.:BOЙt.:TBcLX OL:liOBliЬIX онерсt.ц.и.й, Hct.3ЫBcLIOT доnо.л,­

'Н,Umе.л,r:,'Н,Ы,JИ,'U оnераци.я,м'и. 

Акt.:.и.омы нодл нозводлют G е1 'О ЭJН:~меliтсt.м.и. онер.и.ровсt.ть тсt.к 

же, Ка.К .И. L: 'i.И.t.:Jli:LM.И. . Coxpct.liЛIOTGЛ OGliOBliЬШ 11pct.B.И.Jlct. 11pe­

oбpct.30J:Щli.И.}! вырсt.жеli.и.Й . Н 3сt.11.и.t.:.и. вырсt.жеli.и.Й .и. t.:нодьзуют те 

же GOl'Jict.Шeliия, 'iTO .и. в 3сt.11.и.G.и. 'i.И.t.:Jювых вырсt.жеli.и.Й. Знсt.к 

онера.ции у мliоженил онуt.:ка.юг, еt.:ди Gомножигели обознсt.'iеliы 

буква.ми, т.е. вмеt.:то а· Ь 11.и.шут аЬ. Н выра.жения.х дейt.:твует 

нр.и.ор.и.тет онерсt.ц.и.и у MliOЖeli.и.л .и. де;1еli.и.я. 110 отliошеli.и.ю к t.:Jю­

жeli.и.IO .И. вы 'i.И.Тсt.Н.И.Ю. Et.:Jl.И. В вырсt.жен.и..и. 3c\.ll.И.L:i:LHЫ нet.:KOJIЬKO 

онерсt.ц.и.й нодря.д , то Gнервсt. вынодliлютt.:я. бодее нр.и.ор.и.тетliые 

онерсt.ц.и.и. Онерсt.ц.и..и. UДliOl'O нр.и.ор.и.тетсt. вынодliЯ.ЮТGЛ в норя.д­

ке t.:J1eвct. lict.Hpct.вo. Нсt.нр.и.мер, в вырсt.жеli.и..и. а + Ьс - d/ j" t.:11epвct. 

GJ1едует онера.ц.и.л умliожен.и.л Ьс, за.тем де;1ен.и.л d/1, за.тем t.:JЮ­
жен.и.я:, llO t.:Jieднeи BЫllOJIHЯ:eTt.:Я: онера.ц.и.я: ВЫ'i.И.Та.Н.И.Я:. 

Онера.ция. умножеli.и.я. нсt. 'iИt.:JIO в диlieЙliOM нроt.:трсt.нt.:тве 

lia. t.:сt.мом деде lie 011.и.рсt.етt.:я. lict. t.:нец.и.ф.и. 'iеGк.и.е t.:войt.:твсt. дей­

Gтв.и.те;1ьliых 'i.И.Gед. Hct.ЖliO д.и.шь, 'iTO 'i.И.GJlcL MOЖliO у МliОЖёLТЬ 

(.и.Gll0JlЬ3ye1'GЯ. В c\.KG.И.OMcLX д) .И. е) Jl.И.lieЙliOl'O 11pot.:тpct.liGTBct.) .И. 

GКдсt.дывсt.ть (сt.кG.и.омсt. ж) ). Онерс1,.ц.и.я: GJIOЖeli.и.л вообще оне­

рирует только эдементсt.ми линейно~ ·о нроGтрсt.нt.:твсt.. llоэтому 

можliо, опирмGь lict. го же опредедеli.и.е 1.1, ввеGти .л,'иnейnое 

npocmpancmв о nад 11ро.и.звоJ1ьliым nо.л,ем Р. Та.кое JI.и.lieЙнoe 
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V 

проt.:траlit.:тво опрtщеJ1я:ют как мliожеt.:тво производьliОИ приро-

ды, lia. котором За.Да.liы две 011ерс1,ци.и.; t.:дожеliи.е, нuд 'iИliЯ.Ю­

щееt.:я: о.,К(.;ИUМа.М а.)-1') JlИ.lieЙliUl 'О 11put.:тpa.1il:TBa., И. у MliUЖeliи.e 

ЭJШMeliTOB JlИ.lieЙliOl'O 11pot.:тpa.lil:ТBa. lia. эдемеliТЫ llOJlЯ: Р, llOД 'iИ­

liЯ:IOЩeet.:я: о.,К(;ИОМа.М Д ) - 3) JlИlieЙliOl 'O 11pot;тpa.lil:TB0.,. 

н Ка.'iеt.:тве llOJH( р 'iс\.Ще вt.:el'O pa.t.:t;M<LTpИ.Ba.IO'l' llOJle деЙt;'l'ВИ­

тедЬliЫХ 'iИ.l:t'д ~ и 11оде комшшкt.:liых ч.и.t.:еJ1 С. Это объя.t.:liя.ет 

введенную ра.нее терминологию (,, линейное проt.:тра.нt;тво на.д 
llUJШM деЙt.:ТВИ.ТеJlЬliЫХ 'iИ.(;eJl -~, 1, JlИ.lieЙliUe 11put;тpa.1il:TBU lia.Д 110-

дем KUMШШKl:liЫX '!Иt;ед -~' (.;М. 3a.Me'ia.liИe 1.1). 

Пример 1.18. Раt;t;мотри.м однородную CJlAY 

{ 

(2 + i)x1 + (3 - 2i)xi - 7х3 = О, 
( 1 - i)x1 + xi - (3 - 2i)x3 = U, 

3ix1 + (1 - 2i)xi - (1 + 4i)x3 = U 

t.: кuмшrекt;liыми кuэффициеliта.ми. Mliuжet.:твu ее решеliиЙ 

11редt.:та.вдя:ет t;Обой KUMllдeKt;tlUe JlИlieЙliUe 11put;тpa.1il:TBU. i->a.З­

мepliOl:TЬ И ба.ЗИ(; ЭTUl'U 11pot.:тpa.1i(;'l'Bo., мы 011редеJlИМ1 et.:JIИ liа.Й­

дем фундамеliта.Jrьliую t.:иt;тему решеliиЙ этой CJIAY. Решаю·1тя: 

t.:иt.:темы t.: комш1екt.:ными коэффициента.ми: по той же t.:хеме, 
'!ТО и. CJlAY с.; деЙt;твитедьliыми коэффи.ци.еliта.ми . Заниt;ываем 

ма.трицу CJIAY и нри 11uмuщи эдемеliтарliых нреuбра.ЗоваliиЙ 

t.:трок нриводим ее к t;ту 11eli'iaтoмy виду. Чтобы у нроt.:тить вы­

'iИt.:JШliИЯ.1 И(;1ЮJ1Ь3 уем У MliUЖeliиe t.:трuк lia. КUМШШК(;liЫе 'iИC.:Jla, 

t.:oнpя:жeliliыe к эдемеliтам 11ерво1 'О t.:тодбца; 

c+i 3 - 2i 
- 7 ) (5 4 - 7i - l4+7i) 

1-i 1 -3 + 2i -v 2 1 +i -5-i 'V 

3i l - 2i -l -4i 3 2 . -4+i - -i 

~ (~ 
3 2 · l + 2i ) - - i 

4-7i - 14 + 7i 'V 

2 l +i - 5 - i 

~О 
3 2· 

l+2i ) с 3 2· l + 2i ) - - i - - i 

19+3i -19 - 3i -v О 1 -1 . 
7 +5i -7 - 5i О о о 
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Ни.дим, 'iTU ране матрицы CJlAY раве.1:i двум, а З.1:iа'--iи.т , 

JlИ..l:ieЙ.l:iUe нрul:траш,;твu реше.1:iи.Й UД.l:iUMep.1:iU. н ка'iе(;ТВе бази.(;­

.1:iЫХ .1:iеи.зве(;ТJ:iЫХ MUЖ.l:iU взлть Х1' Xi, TUl'дa х~ - (;BUбUД.l:iU~ 

.1:iеи.зве(;тtluе. lluJ1a1'aл х~ = l , .1:iахuди.м xi = l , х1 = 2. Тсtки.м 

образом, фy.1:iдctмe.l:iтctJ1ь.l:iaл (;И(;Тема реше.1:iи.Й рс::1,(;(;Мсtтриваемой 

CJlAY имеет uди.1:i вектuрх(l) = (2 l l )r, а uбщее р~ше.1:iи.е име­
ет вид 

1 'Де С - нpuи.ЗBUJlЬ.l:iUe KUMШleK(;.l:iUe 'iИ(;JIO. # 

V 

TOJlЬKO .1:iёtД LlOJleM деИ(;ТВИТеJIЬ.1:iЫХ 'iИ(;eJl. 

Вопросы и задачи 

1.1. Может JlИ. JlИ.lieЙиoe нрО(;Трёt.1:il:ТВО (;O(,;ТОЛТЬ из; ct) двух 

эдемеитов; б) одио1'О эдемеитсt; в) 100 эдемеитов'? 

1.2. Ны.я.(;liи.те, образует ди. ди..1:iеЙ.1:iое нpO(;'l'pct.1:i(;'l'BU; 

а) мнuже(;ГВU В(;ех вектuрuв даннuй ШЮ(;КU(;ГИ, не парад-
V V V V 

JleJlЫiЫX да.1:i.1:iОИ нря.мои, OTJ:iO(;И.TeJlЬ.l:iO JlИ..l:ieИ.l:iЫX онераци.и .1:iёtД 

векторами.; 

б) миожество всех векторов ШЮ(;кости. с .l:ict'ictJIOм в .l:ia,'ictJ1e 
V 

(;И(;гемы кuuрдинсtг, ра(;полuженных в правuи полуплu(;КU(;ГИ, 

огносит!::~Jiьно обыч.ных операций (;Jюжения: и умноженил век­

торов; 

в) MliOЖe(;'I'BO КО(;О(;Имметри.'iеских матриц третье1'O норяд­

ксt ОТ.1:iО(;И.ТеJ1ьио O11ерсtции СJюжеliи.л мсtтри.ц и умиожеии.л мсt­

трицы .l:ict '--IИ(;JIO; 

1') м.1:iоже(;тво фу.i:iкций видсt ucost + Ь siнt, t Е: (-~, ~), 

и, Ь Е: IR, oтtlocи.тeJ1ЬliO обы 'iliЫX онерсtци.й сJюжеliи.л фу .1:iкций и 
у MliOЖeliИЛ фуИКЦИИ liёt 'iИ(;JIO; 



52 1. JlИHl!JЙHЫl!J llPUCl'PAHCl'.tJA 

д ) множеt;т1ю мно1'О'i.!Шнов t;те1шни. п О'l'НОt;и.тедьно обы <tных 

O1шµаци.и t;Jюжени.л мно1 'О'i.!Шнов 11 умножен11л мно1·о'i.lшна на 

<tИt;JIO. 

1.3. lly t;ть множеt;1•1ю М t;Оt;то11т 113 одно1-о эдем~нта а. 

О 11µедед11м O11еµац11и (;jЮжени.л и умножения: на деЙt;тв11тедь­

ное <tИ(;JIO (Х (;OOТВеТ(;ТВ~ННО µавенt;·1·вами; а+ а = а, сха = а. 

Н.вдя.ется. д11 М д11нейным 11µоr.;тµанt.:1·вом'( 

1.4. llµед110Jюжи.м, <tто множеt.:тво М t.:оt.:то11т 113 вt.:евоз­

можных уноµлдо<tенных наµ д~йr.;тв11т~дьных <tи.t.:~д х = (cx1,cxi ). 
llyt.:'lЪ на этом множеt;тве заданы t.:JШДУ ющи.е O11еµации; а) еt.:­

д11 х = (сх1 , cxi), у= ((J1, (Ji ), то х +у= (сх1 + (J1, cxi + (Ji); б) e(;j111 
, Е: lR и х Е: М , то 1х = ( ,сх1 , cxi ). Н.вллетt.:л ли М лин~йным пµо­

t.:тµанt.:твом'( 

1.5. Н.ВJшет·t.:я: ли дию;Йным пµоt;тµанt.:твом множеt.:тво вr.;~х 

деЙt;'1•витеJ1ьных <tИt;eJ1 , ~(;jlИ O11еµац11и (;jЮжения. Ef) и умножения. 

0 на <tИ.t.:JIO ввеt.:т11 t.:дедующи.м обµа3ом ; х Е1.Э у = х +у, сх 0 х = 

- lcxlx'( 
1.6. Докажите, <tто множеt.:тво матµиц-t.:тодбцов выt.:оты п 

обµё:t.3 у1:;т дин1:;Йно~ пµоt.:тµанство OTliOCИTt',JIЫiO матµи<tных O11е­

µац11и (;jЮЖен11я. И у множеliЮI. 

1. 7. Н д11неЙliом 11µостµанt.:тве VJ заданы тµи. вектоµа 

а1 = {1;4; 3}, ai = { 3; 3; 2}, UJ= {8;1;3}. 

Нылсн11т1;, лвдлетсл д11 t.:иt.:тема этих вектоµов диlieЙliO зав11с11-

мой. E(;jIИ r.;11стема ди.н~йно завиr.;има, то найдит~ 3авиr.;11моr.;ть 

между векторами (liуJшвую liетривиадьliую диliеЙliую комбиliа­

ц11ю эт11х векторов). 

1.8. Пуt.:ть в JIИli~Йным пpot.:тpalit.:TB~ L задаliа д11tl~Йlio 

liезавис11мал t.:иt.:тема 113 п векторов. llpи каких уt.:Jювилх можliо 

утверждать, 'i.TO dirнL = ·п '( 

1.9. Докажите, <tто dirн V2 = 2, dirн VJ = 3. 
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1.10. НсJ..Йдите ра,3мер11OL:ть диlieЙliOl'O нpOL:'l'PcJ..liL:TвcJ.., L:OL:тo-
u u u 

лще1'О И3 реше.1:iИИ L:ИL:темы JlИ.J:ieИJ:iЫX ОД!iОрОДliЫХ ypcJ..BJ:ie.l:iИИ 

[ III]. Ка.к L:1JЛ3cJ...l:iЫ между L:обой 11O11лтия.; ct) бсJ..3и.L: и. фу .1:iДcJ..Me.l:i­

тctJ1ь11ctя. L:ИL:темсt реше.1:iиЙ; б) ра,3мер11OL:ть ди.1:iеЙ1101 'о нpOL:'l'PcJ...l:i­

L:TBct. решений и рсt.нг мсt.трицы системы'( 

1.11. Векторы а1, ai, а3, а4 ди11ей1101'О нрострсtliствсt L 
3ct.Дct.liы L:.1:юими коорди11сt.тсt.ми в 11екотором бёJ..3исе; 

(-4) (-3) ( 1) ( 12) а1 = ~ , a i = ~ , а3 = =~ , а4 = - ~ . 

НВJшетсл J1и. системсt. эти.х векторов J1и.11eЙliO 3сtвиL:имой'( Дсtйте 

ответ, 11е нроводл вы '-iИ.СJШliИ.И . 

1.12. Нылсliи.те 1 обрёJ..3уют ди векторы 

а1 = (11 l> 1 l> 1 U) 1 

а3 = (1, 1, 1, U) , 
ai = (1, 11 U, l>) 1 

а4 = ( 1 , 1, 1, 1) 

бёJ..3иL: в ди.11еЙliом а.риф мети '-iеL:ком нрострсt.!iL:тве IR.4 '( 

1.13. Нсtйди.те коордиliсt.ты вектора. х в бсt.3и.се е = (е1 ei е3), 

есди и3веL:т11ы е1 'О коордиliсtты ( - 1 4 3) г в бсJ..3иL:е Ь = ( Ь1 bi Ь3) 1 

а. бёJ..3И.L:Ы СВЛ3а..1:iЫ СОО'l'liОШе.1:iИ.Я.МИ. 

1.14. Н ди.11ей11ом 11роL:·1·рсt11стве две L:истемы векторов Ь = 
= (Ь1 bi Ь3) и. е = ( е1 e i е3) 3а.Да.liы t.:вои.ми. коорди..1:iсtтсJ..ми. в 
liекотоµом бёJ..3.и.t.:е; 
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Дою:1жи·1'е , 'iTO эти t.:иt.:темы лвдлю1тл бсLЗиt.:ами. Найдите; 

а) матрицу И= Рье нерехода от бсLЗиt.:а Ь к бсLЗиt.:у е; б) матрицу 

Реь обратного перехода от бсLЗиt.:а е к бсLЗиt.:у Ь; в) координатъ1 

векторtt ei в обоих бtt3иt.:ttx; 1') коордиtlttты векторtt х = 
= -ЗЬ1 - 5Ь~ + 2Ь3 в бttзиt.:е е. 

1.15. Найдите рсLЗмерtlоt.:ть di111M,тJIR) диtleИtlOl'O нpo­

t.:тptttit.:твtt мttтриц тина тпхп t.: эдемеtlтttми и3 IK 

1.16. HВJ1лeтt.:JI ди матрица 

(! 
з 

2 
2 
-~), 
-1 

матрицей нереходсt от од.1:lого бсLЗиt.:сt трехмерtюго динеЙliОl'О 

нpot.:тpcttit.:твa к е1'О дру1'ому бсLЗиt.:у'( 

1.17. Ксtкой вид имеет мсtтрицtt нереходtt от t.:тctpo1 'О бсLЗиt.:сt 
к tlОвому , et.:Jrи мttтрица нереходсt от tlOBOl'O бсLЗиt.:u. к t.:тttpoмy 

я1шлетt.:л; а) треу1·одьtlоЙ; б) t.:имметри 'iеt.:кой; в) коt.:о t.:имме­

три'iеt.:кой'( 

1.18. Может ди в нpot.:тpU.tit.:твe V3 мu.трицu. нереходсt быть 
коt.:оt.:имметри 'iе t.:кой'( 

1.19. llpи кttких уt.:довилх векторы а, Ь, а х Ь в нpot.:тptttit.:твe 

V3 обрсLЗуют базиt.:'( 

1.20. Доксtжите, '!ТО .в диttеЙш.>м проt.:трсtи:t.:т.ве Кп [х] мнo­

l'0'--1.JietlЫ (х - u)k k = О п и= t.:oпst обрсLЗуют бсt3иt.: Найти ' ' ' ' . 
коордиtlаты нpOИ3BOJlbtl0 В3ЛТОl'О MtlOl'O'iJie.l:itt р(х) Е: Кп [х] В 
этом бсLЗиt.:е . 



2. ЛИНЕЙНЫЕ 
ПОДПРОСТРАНСТВА 

2.1. Определение и примеры 

Н дюбuм 11,'инейним пристрансmfЗ е L мuжtlu выд~1и.ть такuе 
нuдмtluжеt.:твu fЗeкrrwpufЗ 7 кuтupue uтtlut.:и.т~1ьtlu uнераци.й и.з L 
t.:aмu я.вдя.етt.:л ди.liеЙliым нput.:тpa.tit.:твuм. Этu мuжtlu дедать 

разд.и. '--lliЫMИ. t.:HUt.:Uбa.MИ.7 И. t.:тру ктура 'l'а,КИ.Х HUДMliUЖet.:тв Ш~(.;(;'l' 

важtlую и.tiфuрмаци.ю о t.:амuм ди.lieЙtluм нput.:тpatlt.:твe L . 

Определение 2.1. lluдмнuжеt.:твu 7-l динейнut'U нроt.:тран­

t.:ТВа, L lia.3ЫBa,IOT .линейным noдnpocmpaнc'ffiвoм, e(.;JIИ вы­

нодliеliы t.:дедующи.е два, у t.:Jюви.я.; 

1) сумма дюбых двух rзектирufЗ и.з 7-l принадлежит 7{; 

х,у с Н ==?- х + у с Н; 

2) прu'UЗfЗедение дюбоt'О fЗектира из 7-l на дюбое дейt.:тви­

тедьliое 'ч.,'ис11,и t.:нова нри.ю:tдJшжи.т 7{; х с Н, ,,\ с IR. ==?- Лх с Н. 

Онред~1еliие 2.1 фа,кти.'--lеt.:ки t'Uворит о том, '--lTU диliеЙное 
11uд11put.:тpa,lit.:'l'BU ~ это дюбuе пиdмнижесmfЗu Дa,liliUl'U ди.lieЙ­

liUt'U нpot.:'l'pa,tit.:'l'Ba,, замкнуrпие иrпнис·ите.л,DнИ 11,·инейных ипе­

ра-t1/ий, т.е. нри.меtlеliи.е ди.liеЙliых uнерсt.ци.Й к вектuра,м, нри.­

На,Ддежа,щим этому llUДMliUЖet.:твy , tl(:; выводит резудЬТа,Т 3а, 

нред~lЫ HUДMliUЖet.:TBa,. llUKa,Жeм, '--1'1'0 JlИ.lieЙliUe 1юднрuс.:тра,1i­

с;твu 7-l Ка,К (;а,МО(.;ТUЯ:ТедЬliЫЙ объект ЛВJ!Летс.:я: JlИ.lieЙliЫM нpu­

c.:тpa,ti(.;TBUM UTliUt.:и.тeдЬliU uнера,ЦИ.Й7 3a,Дa,liliЫX в uбъемшuщем 

ди.liеЙliом нрuс.:тра,tit.:тве L. Н с;а,мом деде, эти. 011ера,ции 011ре­

д~1ены ДJПI дюбых эдементuв мliожес.:тва, L , а, 3fia,L1и.т , и ддя: 

ЭJШмеliтов нодмliожес.:тва, Н. Онредедеliи.е 2.1 фа,кти. '--lе t.:ки. тре­

бует, '--lтобы ддя: ЭJ1емеliтов и.з 7-l резудьта,т вы110J1tletlи.я: uнера,­

ций ·1'а,кже 11ри.на,ддежщ1 7-l. lluэтuмy uнерсtции, зсtдсtнные в L, 
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можно рсtt.:t.:мсtтри.всtть ка.к ош~рсtци.и. и. нсt бодее узком множе­

с..:тве Н. Длл эгих онера.ций нсt множес..:т·ве Н сtкс..:и.омы линейн:01-0 

нрос..:трсtнс..:твсt ct) - 6) и. д) -з) выноднены в с..:и.ду то1·0, '!ТО они. 

с..:нрсtведди.вы в L. Кроме то1'01 выноднены и. две ос..:тсtвши.ес..:л 

а.Кt.:И.ОМЫ7 llOt.:KOJlЬKY ' t.:Ol'Jlcit.:HO онредедени.ю 2.11 ес..:ди. х Е н, то; 

1) U · х = О Е Н и. О - ·н,удеf>ий f>ектдр в Н; 2) ( -l)x = -х Е Н. 

Н дюбом ди.нейном арос..:трсtнс..:тве L вс..:е1'дсt и.меютс..:л два. ди.­

нейных аоднрос..:трсtнt.:твсt: с..:сtмо J1и.нейное нрос..:трсtнс..:тво L и. 

'Нtу.л,евое noдnpocmpa'Нtcmвo {О} , с..:ос..:толщее и.з еди.нс..:твен­

н:01-0 эдементсt О. Эти. ди.нейные ноднрос..:тра.нt.:тва. на.зыва.ют 

'Нtесобстве'Нt'Нtыми, в то времл ка.к вс..:е ос..:·1-а,,11ьные ди.нейньш 

110.ц11ро с..:трсtнс..:·1·всt на.3ывсtют собстве'Нt'Нtыми. llри.ведем нри.­

меры с..:обс..:твенных ди.нейных 11од11рос..:трсtнс..:тв. 

Пример 2.1. В ди.нейном арос..:тра.нс..:тве ~ с..:вободных век­

торов трехмерно1'О нрос..:тра.нt.:твсt ди.неиное 11однрос..:трсtнс..:тво 

обра.зуют: а.) вс..:е векторы, 11а.ра,,11дедьные да.нной шюс..:кос..:ти. ; 

б) вс..:е векторы, 11сtра,,11J~едьные дсtнной арлмой. Это вытексtет 

и.з с..:дедующи.х с..:ообрсtжени.й. Из оаредедени..н с..:уммы с..:вободных 

векторов [III] t.:Jieдyeт, '!ТО двсt вектора. а, Ь и их с..:уммсt а + Ь 

компла.нсtрны (рис..:. 2.1 , а) . llоэгому, et.:.1rи а и Ь псtра.Ллельньr 

Да.ННОЙ ШЮLЖОС..:ТИ, то этой же шюс..:кос..:ти будет 11сtра,,11дедьнсt И. 

их с..:у ммсt. Тем с..:сtмым ус..:тс:1.,новленu 1 '-iT'O длл с..:лу'-iа.Л ct) вьrнuлае­
но уt.:.1юви.е 1) онредеJшни.л 2.1. Ес..:ди. вектор умножить нсt 'iи.t.:.110, 

1rолуч:и.тс..:л вектор, колди.несtрный и.с..:ходному (рис..:. 2.1 , б). Это 

дока.3ыва.ет вынолнение уt.:.1ювил 2) онределениа 2.1. Сдуч:сtй б) 

обос..:новывсtетс..:л сtна,,1101·11 Lrнo. 

а б 

Ри~. 2.1 

Лиаейнuе прuс..:трсtнс..:твu V3 дсtет Rа.гллднuе нредt.:т'сtвлеаие 

о том, '!ТО та.кое ди.нейное ноднрос..:трсtнс..:тво. Дейс..:тви.тедьно1 
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фи.ю.:иrуем некотоrую то'iку в 11[.>ОL:Т[)аш.:тве. Тогда rазли'iным 

ШIOL:KOL:THM И. [)a3JIИ. 'iliЫM 11[.>Я.МЫМ, 11[.>ОХОДНЩИ.М 'ie[)e3 эту TO'iKY 1 
будут L:оответL:твон.ать [)а3JIИ'iные линейные 11од11[.>ОL:Т[)ё1НL:тн.а 

И3 V3 (t>ИL:. 2.2). 
Не L:толь 0L1ен.идно1 'iTO н. V3 

ш~т дl>УI'И.Х L:OбL:тн.eliliЫX 11oд-

1I[)OL:T[)ё1liL:TН. . E(.;JIИ н. диliеЙliом 

11одн[)ОL:Т[)ё11iL:'1·ве Н н. V3 lieт 

lieliy левых н.ек1·оrон.1 то Н -
u 

нулевое лиllеиное под;п[>ОL:Т[)а.Н-

L:тн.01 н.вJ1нющееL:н lieL:uбL:твeli­

liЫM. Е(.;.11и н. Н еL:ть lieliyJшн.oй 

н.ектоr, а любые дн.а.. н.ектоrа и.з 

Н KOJIJIИ1ieё1[)liЫ 7 то BL:e н.ектО[>Ы 
Рис. 2.2 

u u 

ЭТОl'О JIИIO~ИliOl'O llOДH[)OL:T[)ё:tliL:TBё:t llё:t[)ШIJШJIЬliЫ lieKOTO[)OИ ll[)Л-

МОЙ, нrоходлщей 'iе[>ез фи.кL:и.[)OBctliliYIO то'iку. СJшдоват~1ь1iо, 

'Н L:Ов11адает С ОДliИ.М И.3 JIИ.lieЙliЫX lIOДll[)OL:T[)aliL:TB, UllИ.L:aliliЫX 

в L:дy'iae б). ЕL:ди в Н еL:тъ два неколлинеа[)liЫХ вектоrа1 а 
дюбые Т[)И. веКl'U[)а KOMШialia[)liЫ1 TU BL:e В~КТО[)Ы такu1 ·u JIИ.-

u u 

lieИHOl'O 1IОДН[>ОL:Т'[)ё11iL:ТН.ё1 lla[>ШIJШJIЬHЫ Ю:ЖОТО[)ОИ ШЮL:КОL:ТИ1 

нrоходлщей ч:еrез фикL:И.[)ОВс:tнную точ:ку. Это L:ду'iаЙ c:t). llyL:ть 
н. динейном 1шд11[.>ОL:Т[)с:tнстн.е Н сущеL:тн.уют Т[)И некомшrанаr­

ных н.ектоrа. Тогда OliИ обrазуют ба:лц; н. V3. Любой L:н.ободный 
векто[> можliо нrедстави.ть в ви.де д·инейной комб'Uнац·и·и эти.х 

вектоrов. Зlia'iИ.'l' , вL:е сн.ободliые вектоrы 11011адают в ди.lieЙ­

liOe 11oд11[.>0L:T[)aliL:TBO Н , и. ноэтому OliO сон.надает L: V3. Н этом 
(.;JIY 'ia.e мы 11оду '!а.ем lieL:oбL:твeliliOe JIИ.lieЙliOe llOДll[)Ol:Т[)cLliL:TBO . 

Итак, в V3 BL:e L:обп.·венные под;П[)ОСТ[)сLRL:тва можно пrед­

ставить В н.иде ШЮL:КОL:тей ИJIИ 11[.>Я.МЫХ, 11[.>ОХОДЛЩИХ 'ie[)e3 фи.к­

CИ.[)OBcLliliYIO TO'iKY. 

Пример 2.2. Любое reшeliи.e oд,liO[)OДliOЙ L:и.t.:темы J1и­

lieЙ1tыx аJп 'ебrаи. LreL:киx у rав1tе1tий ( СЛАУ) от п 11ereмe1t1tыx 

можliо [>а.L:L:матrи.вать ка.к вектоr в д·инейном ир·ифмеrп·ическом 

npocmpuнcmf:}e !Rn. М1tожеL:тво вL:ех таки.х вектоrов я:вJ1летt;л 
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ди.liеЙliым 11однроt:траlit:т1:юм .в ~п. В t:амом деде1 решеliия oд­
liOpOДliOЙ CJIAY можliо 11oкoм1101ieliтlio t:ю1ады.во..ть 1:1 умliожо..ть 

u 

lio.. деиt:1·.в1:1тедьliьш 'iи.t . .:.до.. , т.е. но 11ра.в1:1дам t:Jюжeli1:1Л .векторов 

1:13 ~п . l'e3 у дьтат 011ерац1:11:1 t:lio.вa будет решеli1:1ем oдliopoдlioЙ 

CJIAY (t:м. [ПI]). Знач:ит, оба уt:Jювия: определения: линейного 

ноднроt:тро..lit:т.ва .вы110J1lieliы. 

Урашш1i1:1е х + у - 5z = О 1:1меет мliожеt:т.во реше1i1:1Й1 кото­
рое я:.вдя:етt:я: лию~Йliым нод,нроt:траlit:т.вом .в ~ 3

. Но это же 
ypa.вlieliи.e можliо раt:t:матр1:1.вать как ypo...вlietlи.e шюt:коt:ти. .в tlе­

которой нрн.моу 1 ·одьliоЙ t:и.t:теме коорд1:11iат Oxyz,. llлot:кot:1ъ 

нроход,ит 'iepe3 lia'io..JIO коорд,и.liо..'1' 7 а ради.уt:-.векторы .вt:ех то'iек 

ндоt:коGти. обрi:1.Зуют двумерное 110,цнроGтранt:тво .в динейном 

11р0Gтраю;т1:3е V3. 
Мliожеt.:т.во решеliи.Й oдliopoдtloЙ CJIAY 

{ 
x + y - 5z = О , 

-:с + у = 0 

также обрi:1.Зует диlieЙlioe 1юднроt:траliGТ!:3О 1:3 ~ 3 . В то же 1:3ремя: 
эту t:иt:тему можtlо раGt:матри.вать как uбщ·иr; уриf>нr;н·u,Я nр,Я.м,uй 

u u 

.в нроGтраlit.:т.ве, 3aдaliliыe .в liекоторои нрлмоу 1 ·одьliОИ G1:1Gтеме 

коорди.liат Oxyz,. Эта нрлмал 11роход1:1т 'iepe3 lia'io..JIO коорди.liат1 
а мRожеGтво ради.уt:-векторов вt:ех ее точ:ек обро,3ует oдRoмep­

liOe ноднроGтранt:Т!:30 .в V3. 

Пример 2.3. Н ли.неЙliОМ нpoGтpaliGTl:3e Мп(~) К!:3адрат­

liЫХ матри.ц норя:дка п ди.lieЙlioe 11од11роt:тра1iGт.во обро,3уют; 

а) l:3Ge Gl1Mмeтp1:1 'ieGк1:1e матр1:1цы; б) .вt.:е KOt:OGl1MMeтp1:1 'iet:к1:1e 

матрицы; 1:3) .вt:е 1:3epxliиe (liижliиe) треу1·0J1ыtые матрицы. llpи. 
t:Jюжени.и. таки.х мсLтриц и.ди. у мliожени.и на 'iИt:JIO мы ноду'iаем 

матрицу то1·0 же .вида. На11роти..в1 1юдмliожеGт.во .вырожден­
liЫХ матр1:1ц lie ЛВJ1летt.:я. ди.liеИliЫМ 11од11роt:тра1it.:т.вом1 так ксLк 

GуммсL двух вырожденных матриц может быть невырожденной 

матри.цеи; 
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Пример 2.4. Н J1и.1-1ей1-1ом 111->0(.;'l'I->a.J:i(.;'l'Be С[О, lj фу1-1кци.й, 
не111->е1->ыв1-1ых на. от1->е3ке [О, 1), можно выдеди:ть (.;JЩ1.1,ующи:е ли:­
н~Йtiы~ 110,ЦПI->Ot.:TI->ct.Ht.:TBa.: ct.) МНОЖ.~t.:ТВО фуtIКЦИ.Й, fl~ПI->~I->ЫBtIЫX 
1-1а. 0·1'I->~3ке [О, l] и. 1-1е111->е1->ыв1-10 ,ци.ффе1->е1-1ц111->уемых в 111-1те1->всtJш 

(О, 1) (в оt.:нове это1'0 утве1->жде1-1и.л лежат t.:войt.:тва д11ффе1->ен­
ц111->у~мых фу1-1кц11Й; t.:умма. ,ц11фф~1->~1-1ци.1->у~мых фу1-1кц11й ~t.:ть 

диффе1-> е1-1ци:1-> уемал фу 1-1кц11л, 111-> о 113веде1-111е диффе1-> е1-1ц111-> уемой 
фу J:iKЦl1И. J:ia 'i.l1L:JIO ~(.;ТЬ ди.ффе1->~1-1ц111->уемал фу 1-1кци.я.); 6) MJ:iOЖe­
L:TBO вt.:ех MJ:iOl 'O'i.дe1-1oв; в) МJ:iОЖеt.:тво к п [ х] вt.:ех MJ:iOl 'O'i.JШJ:iOB 
t.:те11е1-111 1-1е выше п. На.111->оти.в 1 м1-1ожеt.:тво вt.:ех мо1-1ото1-11-1ых 

фу 1-1кци.й , 1-1е111->е1->ыв1-1ых J:ia. от1->е3ке [О, l], оч.ев11д1-10, лвдлетt.:л 
110дм1-1ожеt.:твом С[О, l j, 1-10 1-1е я.ВJ1я.етt.:я. ди:1-1ей1-1ым 11од111->оt.:·1·1->а1-1-
t.:твом, так ка.к t.:уммс:t двух мо1-1ото1-11-1ых фу1-1кц11й может и. 1-1е 

быть мо1-101·01-11-10Й фу 1-1кц11~Й. # 
llyt.:ть в д111-1~Й1-1ом 111->оt.:т1->а1-1t.:тв~ ,С 3a.Дa.tlc:t r;nr;rneмa fЗектпирufЗ 

е 1, ei, ... , ek. }}а.t.:t.:мо·1·1->11м м11ож~t.:тво Н вt.:ех в~кто1->ов в L, 
кото1->ые могут быть 11µе,цt.:та.ВJ1ены линейной комби:1-1аци:ей эти:х 

в~ктоµов. Это м1-1ож~t.:тво я.вдн~тt.:н д1111~Й1-1ым 110,ц11µоt.:·1·1->а1-1-

t.:твом в L. ДеЙ(.;'l'Вl1П~дь1-10 , 11уt.:ть 

1
, 
Оl'Дс:\. 

х +у= (х1 + У1)е1 + ... + (хк + Ук)ек с Н, 
лх = (лх1)е1 + ... + (лхк)ек с н, 

1 ·де Л с IR. 0 lll1(.;a1-11-1oe Jll1J:ieЙ11oe llOДHI->0(.;TI->c:\.J:it.:TBO 1-1а3ывают 

.липейпой обо.ло'Чкой t.:и:t.:темы век·1·01->ов е1 , ei, ... 7 er,; и: 

обо3Нс:t"iа.ют ~µс:tп { е1, ei, ... , ek}. 
l1µ11меч.а.теJ1ь1-10 то, ч.то дюбое t.:обt.:тве1-11-1ое ди.1-1еи1-1ое 11од­

нроt.:·1•1->а.1-1t.:тво можно 11µе,цt.:тав11ть как ди.1-1~йную ободо'-Iку н~­

котоµой t.:lit.:T~MЫ ~1·0 B~KTOI->OB (это буд~т }l(.;J:iO 113 Дc\.JlЬJ:i~ЙШ~l'O 

l13JIOЖeJ:iIO].) . н этом L:Ot.:TOl1T у J:iИ.Be!->L:c\.JlЬJ:iЫЙ L:llOL:06 Olll1L:c:\.­
HИ:Л линейных 11одн1->оt.:·1·1->с:tнr;тв. Отмет11м1 ч.то t.:c:tмo д111-1ей1-1ое 

11роt.:трс:t1-1r;тво ЛВJ1я.етr;я. д111-1ей1-10Й обОJюч.кой дюбо1·u 113 t.:вu11x 

ба.311(.;ОВ. 
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Пример 2.5. t->а<.;<.;мuтри.м шю<.;кu<.;ть тг, нрuхuдлщую 'iе­

рез три. 11рuи.з.1:юдыiы~ тu'iки. О, А, Н , .l:i~ д~жащи.~ .l:ia UД.l:iUЙ 

нря.мuй. T u1 'да ди..1:i~Й.1:iuе 11uд11рut:,;тра.1:i<.;т.1:ю вектuрuв, кuм11да­

.1:iар.1:iых шю<.;кu<.;ти. тг, 11ред<.;1'авшшт <.;обой J1и..1:iеЙ.1:iую ободо'iку 

двух <.;вобод;.1:iых векторов, <.;оответ<.;твующи.х 1'еометри. '-lе <.;ким 

Рис. 2.3 

векторам ОА и ИВ (риt:,;. 2.3). 
ДеЙ<.;т.1:и1тедь.1:iо, дюбой вектор, 

комш1а.1:iар.1:iыЙ векторам ОА и. 
--:-:--:1: 
0 Н 7 нред <.;'l'авдлет<.;л В ви.де и.х 

ди..1:iеЙ.1:iuЙ комби..1:iаци.и. III j. 

2.2. Пересечение и сумма 
V 

линеиных подпространств 

llу<.;ть 'Н1 , H i - .л,·и'Н-ей'Н-ые пидприс:тра'Н-с:rпва в .л,и'Н-ей'Н-им 

·прис:тра'Н-с:rпв е L. 

Определение 2.2. М.1:iоже <.; 1·во 'Н1 П H i .1:ii:L3ывают пересе­

чением Jl,UНейных nодnространств Н 1 и. H i. 

Рис. 2.4 

На ри.<.; . 2.4 видим, '-!ТО два ди­

.1:iеЙ.1:iых ноднроt.;тра.1:it.;тва, и.зобра­

же.1:i.1:iые шюt.;кОt.;тлми, в нере<.;е'-lе­

нии дают прлмую, тсtкже лвлл­

ющу Юt.;л нредt.;тсtВJШ.1:iи.ем .l:iекото­

ро1 'О JlИ..l:ieИ.l:iOl'O 11oд11pot_;тpct.1:i(.;TBi:L 

(t:.;м. нри.мер 2.1). 

Теорема 2.1. llepet.;e '-le.l:iи.~ Н1 П H i двух ди..1:iеЙ.1:iых 11од-

11роt.;трёt.1:it.;тв Н 1 и. H i в ди..1:iеЙ.1:iОМ нроt.;тра.1:it.;тве L л.вшштt.;л 

JIИ.1:iеЙным 110,цпpOt.;Tpi:L.1:i(.;TBOM В .С. 

• llровери.м, вынод.1:iлетt.;л J1и. у t.;JЮви.е 1) онред~ш.1:iи.л 2.1 . E t:,;­

JlИ. ы:;r,;rnupы Х1 И. X 'l, 11рИ..1:ii:LДJШЖат 'Н1 П 'Н~, то Кi:LЖДЫЙ И.3 эти.х 

векторов нри.шtддежи.т ксtк 'Н1 , так и. H i. llot.;кOJ1ькy 'Н1 -



2.2. llере<:е'-1.ени.е и. с:,уммс:~ линейных 110,п,11рострс:~но·u бl 

u 2 l ди.неиное LIOДllf.Юt.:тpa.HlTB07 ТО7 t.:Ol'Jla,(.;HO онред~шни.ю . 7 3ё1-

КJ!Ю'iа.ем1 'iTO вектор х1 + X'l, 7 рс1вный сумме вектuрuв это1·0 

ди.нейно1 ·о ноднроt.:трс1нt.:твс11 тоже 11ри.нс1ддежи.т 1-l 1 . AшtJI0-

1 'И. 'iHO Х1 + X'l, с 1-l'l,, Та.К Ка.К кс1ждое И.3 (;Jla,l'a.eмыx }i.l::$JlН.eTt.:H 

эдементом ди.нейн01·0 шJднpot.:тpa.H(.;'l'tla. 1-l'l,. 

Х1 +x'l, с Н1 n н'l,. 

llроверим у(.;дови.е 2) онредедени.л 2.1. Выберем ароизводь­

ный вектор х Е: Н1 n 1-l'l,. Тоl'да. х Е: Н1 и х Е: 1-l'l,. Тс:1,к ка.к 

Н1 лвюrетt.:я. ди.нейным 1юд11роt.:трс:1,н(.;твом 1 то при·и;звеdе1-ще :Jде-
u 

ме'Н,та х это1·0 ди.неино1 'О 11од11роt.:трс:1,нt.:1·ва 'Н,U арои.зводьное 

дейt.:твит~1ьное ·ч·иr;1ю Л 11ри.нс:1,дJшжит 1-l l · Но t.:овершенно с:1,нс:1,­

JЮ1 'И.'iНО вектор Лх 11ри.нс1ддежи.т и. 1-l'l,. llоэтому Лх Е: Н1 n 1-l'l,. 

И1·ак1 обс:1, уt.:Jюви.н. онредеденин. 2.1 выноднены. Сдедовс:1,тедь­
но, 1-l 1 n 1-{'2 лвдлет<..:я. ди.нейным 11однроt.:трс:1,н<.;·1·вом. • 

Определение 2.3. Множе<..:тво Н1 + 1-l'l, в<..:ех векторов х 

ВИ.Дс:I, х = Х1 + X'l,7 l'де Х1 Е: 1-li, X'l, Е: 1-l'l,, На,ЗЫВа,ЮТ сум.май 

.л,инейных nадnрастранств Н1 и. 1-li . 

Нс:1, риt.:. 2.5 ди.liеЙные под-

11роt.:трс:1,1It.:твс:1, 1-l 1 и. 1-l'l, 11рtщt.:тс:1,­

ВJ1ены неt.:ов11с:1,дс:1,ющими. 11рлмы­

ми.1 нроходящи.ми 'iерез фи.кt.:и­

ровс:1,нну ю TO'iKY О. Их t.:уммс:1, 

11редt.:тс:1,вдлет<..:л шюt.:ко<..:тью, t.:о­

держащей обе нрлмые. 
Рис. 2.5 

Теорема 2.2. Сумма. линейных подпроt.:трс:1,нt.:тв ,цс:1,нного 
u u 

динеино1·0 11ро<..:трс:1,нt.:твс:1, я.вюштt.:н. динеиным 110.цнро<..:трс:1,н<..:твом 

в том же динеином 11ро<..:трс:1,н<..:тве. 

• }}с:1,<.;t.:мотри.м двс:1, векторс:1, v и w и.з множе<..:твс:1, 1-l 1 + 1-l'l,. 
Со1·дс:1,<..:но 011редедени.ю 2.3, и.меют меt.:то 11редt.:·1·с:1,вдени.я. 

V = Х1 +X'l, 1 W = Yl +y'l,7 
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где вектоµы X i 7 Y i 11µи.1iа..Ддежс::1..т 1-li, i = 11 2. Скдс::1..дыва.л эти. 

µс::1..веlit.:твс::1.., ноду 'iа..ем 

Сумма. х1 + Yl вектоµов х1 и. Yl JlИ.lieЙliOL'O 1юд11µоt.:·1·µс::1..1iствс::1.. 7-li 
нµи.liа..ДJШжи.т 1-l l · To'iliO та-к же сумма- xi + Yi вектоµов xi и. 

Yi ди.lieЙliOl'O ноднµоt.:тµа-lit.:тва- 1-li нµи.liа-длежи.т 1-li . Поэтому 
вектоµ v + w нµи.liа-ДJШжи.т Мl!Ожеству 7-li + 1-li. 

Усдови.е 2) онµеделеliи.л 2.1 нµовеµя.етt.:я. a-lia-JIOL ·и. 'iliO. llµои.3-
водьliыЙ вектоµ v Е: 7-li + 1-li и.меет нµедt.:'l'а..вдеl!и.е v = х1 + х2 1 
1·де х1 Е: 7-li , х2 Е: Н2 • Ддя. дюбо1·0 дейt.:тви.тедьliо1·0 'iИ.Сда- Л 110-
ду'iа-ем µа-веlit.:твс::1.. 

Та-к ка-к вектоµ Лх 1 нµи.liа-длежи.т 7-l 1, а- вектоµ Лх~ - 1-li, то 
вектоµ Л·v явдлетt.:л эдементом мliожеt.:твс::1, 1-l 1 + 7-li. 
Мы ДОКа3ШlИ.7 'iTO МliОЖеt.:тво 1-l l + 7-li ЗUM'/'i7Hymu (J'fn'Н.,(J(;'U­

'ffl,(;.jf,/) ''Н.,(J л,·инейнь~х unepU'IJ/UU объемлюще~ 'О ди.lieЙliOl 'O нµостµа-li­

t.:тва- и. ноэтому, со1 'дa-L:liO онµедеJШliИ.Ю 2.1 1 OliO нвднетсn ди.liеЙ­
liЫМ llOДlll)OC'l'l)c::l..liCTBOM . • 

Пример 2.6. f->с::1..t.:смотµи.м две oдlioµoдliыe си.стемы ди.liеЙ­

liЫХ а-Jп ·ебµа-и.'iески.х ypё:t.вlieliи.Й 

инх1 + и12х2 + ... + и1пХп = 01 

U21X1 + uiixi + ... + UinXn = 01 

снх1 + с12Х2 + ... + С1пХrь = О, 

cux1 + ciixi + ... + с~пХп = О, 

Множест·ва- µешеliи.Й эти.х си.t.:тем нµед;<.;'I'а..ВJrлют t.:обой ди.нейные 

ноднµостµа..liС'l'Ва.. 1-l 1 и. 1-li л,·иuейниёи арпфмет·и·ч,ескиёи npu­

crnpaнcmf> a !Rn. Объеди.liи.в обе t.:и.t.:темы в oдliY, 1юду'iи.м liОвую 



од11ород11ую <.;и.<..:тему, м11оже<.;твом реше11и.й которой будет ди-

11ей11ое ноднро<.;трсtш":тво Н 1 n Hi. 

Пример 2. 7. Рсt<.;<.;мотрим две <.;и<.;темы векторов е1 1 • •• , ek 
и f 1, ... , ft в 11екотором ди.11ей11ом 11ро<.;трс1,11<.;тве L. Jfинейные 

uбu/1,uч,кu этих <.;и<.;тем нред <.;тсtвдя:ют <.;обой ди11ей11ьш ноднро­

<.;трсt.н<.;тва. Н 1 = ~ра.п { е1, ... , ek} и Hi = ~ра.п {f 11 • • • 1 ft} в .С. Е<.;ли 

мы объединим обе <.;и<.;темы в одну, то у новой, объединенной 

<.;и.<.;темы ди.нейной ободоч.кой будет ди.нейное 11од,11ро<.;'1·рсt.н<.;тво 

Н 1 + Hi. Н <.;а.мом деде1 дюбой вектор х Е: Н 1 + H i р1:1..3J1а..1 ·сtет<.;л в 

<.;умму Х = Х1 + X 'l,, 1·де Х1 с Н1 , X 'l, с н'l, . Некторы Х1 И. X'l, нред­

(;Та..ВJlЛЮТ(;Л в виде ди.11ейной комби.11с1,ции1 нервый - векторов 

е1, .. . , ek , второй - векторов f1, ... , f t, Зна..ч.и.т , и.х <.;ум­

ма.. нред,L:та..вдлет<.;л ди.ней11ой комбинсtци.ей векторов е1, ... , ek 1 

f1, ... , ft, т.е. вектор х нри.на..ддежи.т spctп{e1, . . . , ek , fl ,··•, f t}, 
llред,110Jюжим тенерь, L1то вектор х нри.на..д,дежит у К1:1..3а..нной ди­

нейной ободоч.ке, т .е. и.меет ме<.;то нред<.;та..ВJшни.е 

llодожив 

нри.ходи.м к 11ред<.;тсt.ВJ1ени.ю х = Х1 + x i, в котором Х1 Е: Н1 , 

x i Е: H i . Знсtч.ит, х Е: Н1 + Hi. 

Пример 2 .8. Jlи.нейное 11од,11ро <.;трсt.н<.;1·во и.з нри.мера. 2.5, 
я:ВJ1лющее<.;л ди.ней11ой ободоч.-

кой ~ра.н { ОА, о в} , можно 
нред<.;тсtвить ка.к <.;умму нод-

нро<.;тра..ю.:тв Н1 = sрсtп{ИА} 
и Hi = spctн{ О В} (ри.<.;. 2.б) . 

/2 1/ 
Рис. 2.t; 
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2.3. Прямая сумма линейных подпространств 

Определение 2.4. Сумму Н1 + Н'2 двух д·инейн,,ых nudnpu­
crnpuнcmf> Н1 и. Н'2 д,ЫiНОl'О д·инейн,,иё-и npucrnpuнcmf>и нс:Lзьшают 

пр.я.мой суммой, et.:J111 ддл каждо1'0 f>ектири х из Н1 + Н'2 е1'0 
пр ед t.:тс:Lвдеи:и.е 

ед ИИ:t.:TBefiliO. 

llрлмую t.:умму диliеЙliых ноднроt.:тра!it.:тв Н1 и. Н'2 обозliс:L­

'iают Н1 ® Н'2. llрлмая. t.:уммс:L как 'iat.:тliыЙ t.:ду'iаЙ t.:уммы 

ди.неЙliых ноднроt.:трс:Lи:t.:тв но теореме 2.2 лвллетсл ли.и:еЙliым 
ноднроt.:транt.:твом. 

Пример 2.9. Сумма J!ИlieЙliыx ноднростра!it.:тв Н1 11 Н'2 

в нри.мере 2.~ я:вдлетt.:л нрлмой. Действи.теJ1ЫiО, нредставде-
~ ~ ~ ~ 

liИe нрО113ВОдЬli01'0 векторё:L ом В виде ом = ОМ1 + ом'2, 1-де 
о~ о~ М1 Е Н1, М'2 Е Н'2 , равносидьно 11редt.:тс:LВJ1ению это1'0 векто-

ра в виде ди.liеЙliоЙ комби.1iаци.и. векторов ОА и. О В, тс:Lк как, 
(.;01 'дё:L(.;НО онредедению 1юд11ро(.;Трё:L1i(.;'l'В Н 1 

~ ~ 
и. Н'2, ОМ1 = Л1ОА, 

~ --:-:-7 OM'l, = л'l,ов ДJНL liекоторых 'i11t.:eJ! Л1 11 A'l, , Но так как векторы 

ОА 11 (J В диаеЙш.> неза.ВИ(.;Имы, та.кое пред(.;тс:Lвлени.е един(.;Т-
вен.но. 

Теорема 2.3. Длл того ·ггобы сумма Н1 + Н'2 ли.нейаых 
1юднространств Н 1 11 Н'2 быда нря.мой, необходимо и. доt.:тс:L­

то'iно, 'iтобы пересеч.,ен'Uе эти.х ди.нейных 1юд11роt.:трс:Lн.(.;·1'в быдо 

·ку.л,еf>ым пиdпристринсmf>им, т.е. Н1 n Н'2 = {О}. 

• Н е о б х о д и. м о (.; т ь. llyc·1ъ (.;умма. Н 1 + Н'2 я.ВJ1я.е·1' (.;Я. нря.мой 

(.;уммой. Ныберем дюбой вектор у Е Н1 n Н'2· '1'01'да у Е Н1 + Н'2 
и длл него (.;Прс:Lведливы два пред(.;та.вденил 

У= о+у7 (2.1) 
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В ЮLЖДUМ И.3 кuтuµых Jl~B()~ t.:ЮЫ 'а~мu~ Я..1:~Ш·J.~l't.:Я: ЭJl~M~.l:J.TUM 

ди..1:1~й.1:1u1'U нuднµu(.;тµа.1:J.(;тва Н1 , а нµавu~ - H'i. · Так как 

Н1 + н'/, ЛВJJ.Я~'l't.:Я. нµлмuй t.:уммuй, то оба 11µедt.:'l'аВJ1~.1:1и.я: (2.1) 
(.;()Вllадают, 'l'.~. у= О. Значит, Н1 П н'/, (.;()Д~µжи.т ~ДИН(.;'l'В~liНЫЙ 

вектuµ О. 

д () (.; т ат() '-1. .1:1 () (.; 'l' ь. llyt.:ть н l n н'/, = {о}. f->аt.:t.:мотµи.м 

нµuи.звuдьный вектuµ х Е Н 1 + H'i. и докажем, 'ITU любые два 
e1 'U нµед (.;'1'аВJш.1:1и.я: 

t.:овнад ают. 

Х1 Е Н1, Х'/, Е Н'/,; 

Xi Е Hi , х~ Е H'i., 

(2.2) 

(2.3) 

Ныч.тем из µавЕ:Ш(.;тва (2.2) µавtШ(.;ТВU (2.3). Н µезудьтате 

нuлу'lи.м (х1 +x'I.)- (xi + х~) = О, откуда 

Но то1'Да, (.; одной t.:тоµuны, вектuµ у = х1 - Xi нµи.надлежи.т 
ди..1:1~й.1:1uму нuд11µоt.:тµа.1:1t.:тву Н1, а t.: дµу гой - 0.1:1, t.:огдаt.:.1:10 

11µедt.:тавде.1:1и.ю у= х~ - x'i., 11µи..1:1адJшжи.т и. дру1'uму ди..1:1ейнuму 
под;пµоt.:тµанt.:тву H 'i.. Следовательно, у Е Н1 n Н2, а так как 

Н1 n Н2 = {О} , тu и. у= О. lluэтuмy х1 - Xi = О и. х2 - х~ = О, 
т.е. 11µед(.;таВJш.1:1и.н (2.2) и. (2.3) t.:овнадают. • 

Пример 2 .10. Н нµи.меµе 2.8 ди..1:1ей.1:1ые 11uд11µut.:·1·µa.1:1t.:твa 

Н1 и Н2 uбµазуют нµя.мую t.:умму ((.;м. нµи.меµ 2.9). Это мuжнu 
но казать (.;:JltЩy ющи.м uбµазuм. Так как нµя:мые неµеt.:екают-

V V 

t.:л в еди.н(.;твен.1:1uи тu'lке, тu единt.:твенныи вектuµ, кuJu1и.не-

аµ.1:1ый uд.1:1uвµеме.1:1.1:10 обеим нµя:мым, и.зuбµажающи.м 11uд11µ0-

t.:тµсtнt.:твсt1 - этu нудевuй вектuµ. Знсtч.ит, Н1 n Н2 = {О}. 
C01·дct(.;.1:J.U теuµеме 2.3, эти. 11од11µоt.:тµсt.1:1(.;'1'ва uбµазуют нµя.мую 

t.:умму. 
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2.4. Размерность линейного подпространства 

Лш--1,ейние nudnpuиnpaнcrnr>u лвд.ю~тt.:л ,Л, 'UНейным npucmpaн,­

crrwuм отliоt.:и.тедыiо 011ерсtци.й объеw1юще~'О ди.lieЙliOI'O 11po­

t.:тpct1it.:твct и. 11оэтому и.меет ра;змерн,ист,t> и. ба;з ·ис. 

Теорема 2.4. Et.:J111 7-i - J1.1:11ieЙ1ioe 11од11роt.:трсt1it.:тво ди.lieЙ­

liOI'O 11pot.:тpctlit.:Tвct L, то di1н 7-i ~ di1н.C . Еt.:ди. к тому же 7i -l, .C1 
го dirн 7-i < dirн L. 

• Любой бёLЗи.t.: ди.lieЙliOI'O ноднроt.:траlit.:тва Н1 раt.:t.:матри.ваемо­
I'О KcLK JlИlieЙliOe 11pot.:тpctlil:TBO, лвдлетt.:л ,Л,'UНейни 'Н,f;;JUf>'UC'UMUU 

с·истемий r>eкrnupur> в объемлющем ди.liеЙliом 11pot.:тpalit.:твe .С. 

Еt.:ди этот бёLЗиt.: из 7-i лвJrлегt.:л бёLЗиt.:ом и в ,С, 1 то, t.:оглаt.:но те­
ореме 1.5, dirн 7-i = di1н .С и. лt.:li0 7 'П'О в этом t.:J1y ttcte 7-i = .С, 'l'ctк 

ксtк у liИ.X еt.:ть общий бсtзи.t.:. Еt.:ди. бёLЗиt.: из 7-i lie лВJшетt.:л бсt­

зи.t.:ом объемдюще1'0 JlИlieЙliOI'O 11pot.:тpctlit.:Tвct .С, то t.:ущеt.:твует 

тсtкой вектор х Е: L, который lie лвдлетt.:л ,Л,'UНейний кимбина·u/ией 

векторов этого бёLЗиt.:сt. Н этом t.:дyttcte, кolieч:lio, динеЙliое нод-

11роt.:трсt1it.:тво 7-i lie может t.:овш:tдсtть t.: .С. Добсtвив вектор х к 

векторсtм базис:сt1 110ду 'iим диlieЙliO ю:~зсtви.t.:и.му ю с;и.с;тему векто­
ров ( t.:м. t.:войt.:тво 4 '\ t.:. 27). Это зю:tttит, ttтo в ,С lia.Йдelio больше 
диlieЙliO liезавис;имых векторов, 'iем dirн 7-i . СдедоватеJIЬliО7 c;o­

I'дa.L:liO 011peДeJieliИ.IO 1.5 рёLЗмер!iОL:ТИ JlИlieЙliOl 'O нpot.:тpalil:TBc\.7 

dirн 7-i < dirнL. • 
Замечание 2.1. Любой бёLЗиt.: сибстr>енниё--и nudnpucтnpaн­

c;nwa 7i ди.lieЙliOI 'О 11pot.:тpctlil:Tвct .С можliо рё:t,с;шири.ть, добс:i,ви.в 
вектор так1 'iTO pat.:шиpeliliM t.:иt.:темс:i, векторов Оt.:'l'анетt.:я. JIИ­

нейно незсtвиt.:имой. Еt.:ли рё:t,t.:Ширеннм t.:иt.:темс:i, оплть не .лвллег­

t.:л бсtзи.с;ом в .С, 11роцеду ру рсtt.:ши.реliия. можliо 11овтори.ть. Ддл 

·ки·1-1,еч,н,имерн,иё--и ,Л,'UНейниё--и прис.:тпранс:тr>а оч:ередное рё:t,t.:шире­

liие 'iерез Кё:l,КОе-то KOJlИ 'iеt.:тво ШcLI 'О.В t.:TctlieT lieBOЗMOЖliЫM, 
V V 

тсtк как коди '-lеt.:тво векторов в диlieИliO liезавиt.:имои t.:иt.:те-

ме не может нревышать рёLЗмерноt.:ти. ди.lieИliOI 'O нрос;траlit.:тва. 

Макt.:имщ1ьtlо pё:t,c;ши.petltlc:i,Л t.:и.t.:тема векторов будет диlieЙtlo 1iе­

завиt.:имой1 а любой вектор будет нредс;тавдлтьt.:л ее диliеЙной 
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комбиш:tцией, т.е. этсt. L;и.L;тема вектоµов будет ба.зиL;ом в L . Uo-
1 ·дat.:liO теоµеме 1.5, коди.'iеt.:т1:ю вектоµов в этой с..:и.с..:теме будет 
µсt.вн:о µа.змеµliоt.:ти диliеЙliого 11µ0L;тµct.1iL;твa L. 

llµиведенное µас..:с..:уждение пока.зывает 1 ч:то любой ба.зис..: с..:об­

t.:твенliо1 ·о диliеЙно1 ·о 110днµос..:тµаlit.:твсt. может быть µct.c..:шиµeli 

до базис..:а объемлющего диRеЙRого п.µос..:тµан:с..:тва добавлен:ием 

liОвых вектоµов. Нанµимеµ, µас..:с..:мотµим ди.lieЙlioe нµос..:тµаli­

с..:тво V3 с..: оµтоноµми.µованным ба.зи.с..:ом i, j, k . Линейное 11од-
11µос..:тµ1:1нс..:тво Н = sµct.н{i,j} имеет µа.змеµнос..:ть 2, тсtк ксtк е1·0 
ба.3иt.:ом явдя.етс..:я 11ct.µ1:1 вектоµов i, j. Дейс..:·1·витедьно, они. ди­

lieЙliO незсtви.с..:и.мы, 1:1 любой вектоµ и.з Н 11µедс..:т1:1в.,1летс..:я в в.и.де 

ди.ю:~Йной комбинсt.ци.и. i и. j с..:01·дсt.L;но 011µеде.1шнию это1·0 11од­

пµос..:тµсt.Rt.:тв1:1. Этот· ба.3иt.: можн:о µсt.с..:ши.µи.ть до бази.с..:сt. в V3 , 

добсt.вив один вектоµ. l3 ка'iеt.:тве это1·0, д0110д1iи.тедьн01·0 век­

тоµсt. можно взять дюбой видах = cxi + (Jj + 1 k с..: 1 -=f О. 

Теорема 2.5. ~t.:.11.и. Н1 и. Hi - ди.нейньш ноднµос..:тµанс..:твсt. 

ди.нейно1·0 11µос..:тµ1:1нс..:тв1:1 L , то 

• l3 дию~йном 11однµос..:·1·µ1:1нс..:тве Н 1 П H i выбеµем некотоµый 
ба.3иt.: е = ( е1 . . . ern) . Множес;тво Н 1 П H i яв.,1яетс;л динейным 

11од11µос..:тµ1:1нс;твом lie тодько в L, но и в е1 ·о 'ictL:ти Н l · llоэтому 
выбµсtнный ба.3иL: можliо доноднить некотоµой с;ис;темой векто­

µов f = (f 1 . . . f() до ба,3и.с;1:1 ( е f) в ди.нейном ноднµос;тµанс..:тве 
Н l · То'iно тсtк же с;и.с..:тему е можно донодни.ть некотоµым н1:1-

боµом вектоµов g = (g1 ... Yk) до ба.3.и.с..:1:1 (е g) в Hi. Дока.жем, 
'iTO с..:и. с..:темсt вектоµов 

( е f g) = ( е1 ... ет f1 .. · ft Yl · · · Yk) 

я.вдлетс..:л ба.3.и.t.:ом в ди.нейном 11µос..:тµ1:1нс;тве Н 1 + Hi. 
Но-неµtlых, ус..:танови.м, 'iTO у к1:13анная. с..:и.с..:тема линейно не-

31:.ttlи.t.:и.м1:1 . llу с..:ть имеет мес;то l)cttleнc..:твo 
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(2.5) 

ВЫllОJПН:ШО µс:tвенl:ТВО 

(2. (.:) 
У= -сче1 - · · · - CXmern - ,1У1 - · · · - l'kYk· v 

Со1'дс:tL:но µс:tвенL:тву (2.5) 311КдЮ'iс:tем, '-!ТО у Е: Н1, c:t L:Ol'дc:tt.:нo 

(2.6) дедс:tем вывод, '-!ТО у Е: н',!,. Cдeдoвa.TeJlbli07 у Е: Н1 n 1-{',!, 

и. ш.>тому и.меет еди.нt.:твенное ,l)с:t3Jюжени.е 

(2.7) 

110 бс:t3и.t.:у е JlИ.lieЙHOl 'O 11,l)Ol:T,l)c:\.lit.:Tвa 1-{ 1 П 1-{',!,. 

Рс:t3Jюжени.е (2. 7) можно µаt.:L:мс:tтµивс:tтъ как ,l)с:\.3JЮжени.е но 
бс:t3и.t.:у ( е g) В ди.нейном llOДll,l)Ol:T,l)c:\.lil:TBe н',!,. Но ТОl 'Дс:\. ,l)с:\.3-

дожени.л (2.6) и. (2.7) t.:OBllc:\.Дc:\.IOT Кс:\.К ,l)с:\.3JЮЖени.л 0Дli01'0 и. Т01'0 

же вектоµс:t в бсt3иt.:е (е g). Сдедовс:tтедьно, rf = О, j = 1, k 1 с1, 

вL:е коэффи.ци.енты бi отди. '-!аютt.:я. от t.:оответt.:твующи.х коэф­

фи.циентов lt'i JlИШЬ 3licLKOM. С дру1 'ОЙ (;TO,l)OliЫ, 11µедl:ТёLВJ1ени.е 
(2.5) вектоµсL у и нµед,t.:тсLвJшни.е (2.7) то1'0 же вектоµа я:вдя:­
ютt.:я: ,l)с:\.3Jюжен:ия:ми од!:lогu вектuµа в бс:t3и:t.:е ( е f) Jrинейн:uгu 

11011,нµut.:тµсLнL:твсL Н 1 и. нотому L:овнс:tдсLют. Их L:овнсLдени.е o3нcL­

'icLeт, 'iTO fJ1 = ... = fJc = U и б1 = ... = бrп = U. То1-д11 и а1 = 
= .. . =ат= U. ТсLки.м обµс1,3ом, вt.:е коэффи.ци.енты нµои.3водьно 
в3лтой ди.нейной комбинсLци.и. (2.4), µ<Lвной нудевому вектоµу, 

oкc:\.3cLJrиt.:ь µсLвными нудю. ЗнсLLrит, (.;ИL:темсL вектоµов (е f g) 
u 

ди.неинu !:lе3аВИ(.;ИМсt. 

Н-вторых, дюбuй вектор у Е: Н1 + 1-{'2 еt.:ть ди.нейнан: кuмби.нсL­

ци.л L:и.L:темы вектоµов (е f g) . Дейt.:тви.тедьно, такой вектоµ 

нµедt.:ТёLВИМ В виде у = У1 + У'2, l'д,е У1 с Н1, У'2 с н',!,. Нектоµ 
У1 нµедL:таВJrлетt.:я: линейной комбинаци.ей t.:и.L:темы векгuµuв 

(е f), а У'2 - ди.нейной кuмби.нсtци.ей t.:и.t.:темы вектоµuв ( е g). 
llоэтому у ,l)c:t3дcLl'cteтt.:л но t.:иL:теме вектоµов ( е f g). 

Итак, L:иt.:тема вектuµов ( е f g) динейнu не3сLВИ.L:ИМсL и дю­
бuй вектuµ и.3 Н1 + 1-{'2 ,l)с:\.3да1'аетL:я. но этой t.:и.t.:теме. Сдедова­

тедьно, (е f g) - бс:t3иL: в Н1 + 1-{'2· НсLм оt.:тс:tетL:л нод,L: 'iитсLть 
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pa3Me()liOL:TИ.: 

Jlи.ю~йное ноднроL:трсtю.:тво базю.: рсtзмерliоL:ть 

7-li (е f) ni + l 
1-l'l, (е g) тп + k 
7-li Г17-l'2 е '{f 1, 

7-li +1-l'2 (е f g) тп + l + k 

Тсtки.м образом1 нолу 'iаем утверждеliи.е теоремы. • 
Следствие. dir11(1-l1 Е1Э 7-l'2) = dir111-l1 + dirн7-l'2 · 

2.5. Ранг системы векторов 

б9 

Определение 2.5. Рап-гом системы векторов в Jl,'U1-1,eй-

1-1,uм, npucmpa1-1,cmf> е liсt3ьшсtют pa'J мep1-1,ucn1,t, л·и1-1,ейН,uй uб uлu·ч,·r,;-u 

этои с·истемы f>eкmupuf>. 

Теорема 2.6. Рн.н:г L:ИL:гемы векторов а = (а1 ... ak) 
JlИ.lieЙliOl 'O IIpOL:T_()ctlil:TBёt .с .raвeli: 

ёt) MёtKL:И.Ma.JlbliOMY KOJlИ. 'ieL:'l'B у Jl,'U'Н,eй1-1,u 1-1,e'JUf> 'UC'UMЫX f> ектu­

рuв в L:и.L:теме а; 

б) рсtнгу мсtтрицы, L:ОL:тсtвленной по L:голбцсtм из кuupduН,am 

вектuрuв а1, ... , ak в ксtком-ли.бо бa'J·ur;e л·и1-1,ей1-1,uёu npucrnpu1-1,­

cmf>и L. 

• llyL:гь g - liекоторый бази.L: в L. СоL:тсtви.м 110 L:тодбцсtм 

мсtтри.цу А и.з коорди.liсtт в бази.L:е g векторов a i, i = 1, k. Л·и­

'Н,ейН,ые unepu'l..f'UU liёtД векгорсtми. a i L:оогвет·L:твуют· тсtким же 

ди.liеЙliым 01шрсtцю1.м lictд L:тодбцсtми. и.х коо.rди.liсtт . llоэтому 1 

(.:01 'Jli:L(.:liO L:дед t,;ТВИ.Ю 1.11 векторы JIИ.lieЙliO lie3i:LBИ.t,;И.MЫ TOl 'Дi:L и 

TOJlbKU 'l'Ul'Дa., КОl'Дёt t.:тодбцы и.х кuupди.lict'l' JIИ.lieЙliO liе3ё:LВИ.(.:И.­

мы. llo тео.rеме о бази.L:liОМ ми.норе [III] _()i:Llil' мат.rи.цы А _()ёtвен 
Мё:LК(.:И.Ма.ЛЬНОМУ KUJlИ. чеL:гву ее JlИ.lieЙliU liе3ё:LВИ.(.:И.МЫХ (.:'I'Uдбцuв. 

Это L:ОШlёtДёtет L: MёtKL:И.Ma.JlЫiЫM KUJlИ'ieL:TBUM ди.неЙliU liе3сtВИ.(.:И.­

мых векторов в L:И.L:теме а . Следuва.тt',дьно1 утве.rждени.л: ct) и б) 

тео.rемы экви.всtJ1еliТliы. 
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Выберем в мс1.,три.це А кс1.,кой-либо бази.t;аый миаоr и зсtфи.к­

t;и.[.>уем t;тодбцы это~ ·о ми.liO[.>cJ., ( бази.t;liые t;1•одбцы). Соответ­

t;твующи.е и.м векторы будем liазывс:tть бс1.,зи.t;liыми.. llo теоrеме 
о базиt;ном миноrе, во-пеrвых, базиt;ные t;толбцы линейно незс:t­

ви.L:и.мы и. ноэтому базиL:liЬШ вектоrы обrазуют ди.lieЙlio liезс:tви­

L:и.мую (.;11(.;Тему, 11 ВО-ВТО[.>ЫХ, BL:e 0(.;Tё:LJlЬliЫe (.;ТОдбцы М11Т[.>11ЦЫ 

Я:ВJПIЮl'(.;Я: лиаейаыми комбиliсtция:ми. базиL:аых и ноэтому аебсt­

зисliые вектоrы L:ИL:темы выrс1.,ж11ются 'iе[.>ез бс:tзи.с.liые. Сле­

дов11тедьliо1 дюбм линеЙ.liаЛ комби.iiс:tция вектоrов сиL:темы а 

t;водитt;я: к ди..liеЙ.liоЙ комбин11ции t;И.t;темы бс:tЗИ.t;.liЫХ вектоrов, 

т.е. J1юбой вектор диliеЙliоЙ ободо'iки. L:иL:темы вектоrов а вы­

[.>с:tжс:tетL:л 'iе[.>ез бази.t;ные вектоrы. З.lic:t'iИ.'1' 1 бази.L:ньш вектоrы 
обrазуют базис лиаейной обОJЮ'iки.. Koди.'ieL:'l'BO бази.L:аых век­

тоrов, L: одliоЙ L:TO[.>Oliы, [.>сtвно коди 'iеL:тву бази.сliых стодбцов, 
т .е. r11н1 'У м11тrи.цы А, 11 с д[.>У 1 ·ой - L:ов1111д11ет L: rазмеr.liостью 
JlИ..lieЙ.liOЙ ободО'iКИ.1 т.е. С [.>a.lil'OM системы вектО[.>ОВ а. • 

Замечание 2.2. Ка.к t;дщ~,ует из 11rи.ведеа.liо1·0 доказс.1..тель­
ств11, L:тодбцы дюбо1'О базиt;НОl'О ми.нО[.>а. ма.т[.>ицы А отве'iа.Ют 

нс.1..боrу вектоrов си.t;темы а, являющемуся бс:tзи.сом в S[.>a.Il {а} -
V V V 

линеином ПОДП[.>0(.;Тра.Н(.;ТВе, ПО[.>ОЖДt;ННОМ ЭТ'ОИ L:Истемои векто-

[.>ОВ. 

Пример 2.11. llyL:ть дc:tliы вектоrы а1 , ai 1 а3, а4 в 'ie­
тыrexмe[.>.liOM ди.liеЙаом H[.>OL:T[.>c:t.licтвe .С, имеющие в некото­

[.>ОМ бази.L:е стодбцы KOO[.>ДИ.lic:tT и1 = (1 2 О о/' , и~ = (2 О 3 1) г, 
u3 = (3 2 3 7)г, u4 = (7 2 9 9)г. Соотве·1ттвующ11я мс.1..тrицс.1.. А 
имеет вид 

1 2 3 7 
2 о 2 2 
о 3 3 9 
6 1 7 9 

Ны 'iИСдив [.>a.lil' мс:tт[.>ицы, убеждс:tемся, '!ТО O.li [.>a.Be.li 2. Тс:tким 

обrазом, [.>а.НГ сиt;темы вектоrов [.>c:tBe.li 2. Легко нrовеrи.т·ь, 

'!ТО дюбой MИliO[.> втоrо1 ·о 1юrя.дк11 я.вдяетL:я базиL:liЫМ. llоэто­

му бази.L:ом лиаейаой ободо'iки. этой L:иL:темы вектоrов будут 
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J1юбые дв<t вектор<t t.:иt.:темы. Н<t11ример 1 баЗиt.:ом явJшетt.:я н<tp<t 
векторов а1 1 а2. llo этому баЗи.t.:у можно раЗJюжи.ть1 н<t11ри.­

мер1 оt.:та,.11ьные векторы t.:и.t.:темы. Чтобы н<tЙти. ризл,ижение 

fЗектири а3 пи бuз'Uf:y1 доt.:тс\.точ.нu решить t.:иt.:тему линейных 

а.Jп'ебр<tи.ч.еt.:ки.х ур<tвнени.й 

кuторi.:tл в кuopдиli<tTliOЙ форме имеет вид 

Xl + 2Х2 = 3, 
2 = 2 Х1 , 

Зх2 = З, 
ОХ1 + Х2 = 7. 

Из ч.етырех ур<tвнений можно оt.:т<tвить любые дв<t. Иt.:нольз уя. 

второе и третье ура.внени.я1 на.ходим х1 = 11 х2 = l и. 1 t.:.11едо­

в<tтеJ1ьно1 а3 = а1 + а2. Ана,.1101'ич.но на.ходим и. раЗJюжение 

вектора. а4; а4 = а1 + За2. 

2.6. Линейные оболочки и системы уравнений 

llуеть [, - п-мr::рние .л, ·и·кейпие npuc:mpunc:1nrзu1 в котором 
фикt.:ирова.li liекоторый бuз'Uf: е = ( е1 . . . еп) и выбра.liы rзек­

тпиры а1 1 ••• , Uf.: 7 Ь. З<tпишем риз.л,ижен,·ие выбрсt.нных fЗектпирufЗ 

пи биз·ису е; 

Ь= еЬ 7 

].' - --. ].' 

l'де Uj = (a1j ... Uпj), J = l 1k1 Ь = (Ь1 ... Ьп) - t.:толбцы 
·киирdш-r,итп t.:оответt.:твующи.х. fЗeкmupufЗ. llуеть А - мсt.трицсt. 

тина. ·rixk, t.:Оt.:'l'сt.вленнш1 из координсt.тных t.:·1·олбцuв векторов 

а1, .. . 7 ak 7 <t ( А I Ь) - м<tтрицсt., пuлуч.еннал из мсt.трицы А 

добсt.влением t.:11pct.вct. еще одно1'О t.:толбцсt. Ь. 

Ддя вектора. Ь возможны два. t.:лу ч.ал; 

1) вект-uр Ь приliсt.длежит .л,ипейпий иби.л,ичке ::>pi.:tн{a1 1 ••• 1 ak}; 

2) вектор Ь не нринсt.длежит :,рсt.н {а1, ... 1 а1.:}. 
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Н ш~р.1:юм (;JIY ча..е доба..ВJiеliие к c:'Uf:пieмe векrпuрuв а1, . .. 1 
а1,: вектора.. Ь lie 11риводи'1' к ра..<.:ширеliию диliеЙliоЙ оболочки 

<.:и<.:темы 111 (;J1едова..теJ11:>1iО , 

dirнspa..н { а1 7 ••• 7 ak} = dirнspa..н { а1 7 •• • 7 ak, Ь} . 

llo теореме 2.6 за..кдюча..ем, что RgA = Rg(A I Ь). 
1:30 втором (;JIY ча..е, на..оборот, доба..ВJШliие вектора.. Ь к <.:и<.:теме 

векторов а1 7 ••• 7 а1,: нриводит к ра..<.:шире!iИЮ диliеЙной оболоч-

ки1 нричем но теореме 2.5 

'l'a,K Ка..К 

Сдедова..теJ11:>1iО , Rg(A I Ь) = H.g А+ 1. 
Ныя.<.:liим тенерь, что 03lia..'ia..IOT эти два.. (;JIY 'iШl " lia.. коорди­

На..ТliОМ уровне'". .1:3 нервом (;JIY ча..е у(;Jювие Ь Е sра..н { а1, ... , a k} 
03lia..'ia..eт <.:у ще<.:твова..ние ра..3JЮЖеliи.я. 

(2.8) 

<.: l!екоторыми дей<.:твитедьliыми коэффициеliта..ми х1, .. . , х1,:. 

За..1111<.:ывi::1.Л это вектор!iое ра..веli<.:тво в коордиliа..1·liоЙ форме, 110-
луча..ем <.:и<.:тему диliеЙliых а..JН 'ебра..и 'iе<.:ких у ра..внеliиЙ ( CJIAY) 

{ 

U11X1 + ... + U1k;Xk = Ь~ , 

u,i1X1 + ... + Unk;Xk; = Ьп 
(2.9) 

( 
r 

O'l'liO<.:ИTe,/11:>liO нepeмeliliЫX Х = Х1 ... Хк;) , котора...я. В Ма,'l'РИ'-1-

ной форме имеет вид Ах = Ь. Суще<.:твоIJа..ние ра..3JЮЖеliия (2.8) 
03lia..'ia..eт, что ноду чelilia...Я. <.:и<.:тема.. имеет решеl!ие. Но втором 

(;JIY'-ia..e пред<.:та..вдеliие (2.8) liевозмож.н:о, т.е. <.:и<.:тема.. (2.9) не 
имеет решении. 
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Итак1 (.;JН~дующ11е 'iетыµе утвеµждеti11Л эквива.11ентtiы межд;у 
r.;обой: 

- Ь с~µан{а1, ... 1 аk}; 
- dirн~µaн { а1, .. . , ak, Ь} = dirн~µaн { а1, ... , ak} ; 
- Rg(A I Ь) = RgA; 
- r.;11r.;тема Ах = Ь из п д11ш~Йliых а.111 ·ебµа11 'ier.;к11x у µaвtieli11Й 

OTHOt;11Tf:',дЬHU К lie113Bet;THЫX t;UBMet;Ttia.. 

Экв11ва.1шliтtiоr.;ть нor.;JШДli11X двух утвеµждеli11Й t;о r.;таВJ1яет 

r.;uдeµжati11e теuµемы Kµutieкeµa - Канедд11 [ IIl] 1 кuтuµая вeµtia 

ддя 11µ011зводьliых СЛАУ. Отметим, 'iTO дюбая: r.;11t;тема 113 п ди­

liеЙных а.111 ·ебµаи'iеr.;ких у µавнений OTtiOt;итeдьtiO k не11звеt;тных 

может быть ноду'iен<L как µезудьтат нµоведенliых µ<Lt;с.;уждений. 

Ддя это1·0 ДOt;T<LTO'iliO в ка'iеt;тве вектоµов а1 , . . . , ak l)<Lt;t;MO­
тµe1·ь r.;тодбцы коэфф11ц11еliТUВ 111)11 lie11звet;TliЫX1 i:L В K<L'ier.;1·вe 

вектоµ<L Ь - r.;тодбец r.;вободных 'iденов. l3r.;e эти t;тодбцы мо1 ·ут 
µаr.;r.;м<Lтµ11вап:,r.;я к<Lк п-меµliьШ вектоµы в ,Л,'Un~йnuм ир,ифм~т:и­

ч~ским npucmpancmв~ ~п. 

Т<Lк11м обµа3uм, теоµему Kµolieкeµ<L - К<L11едд11 можliо неµе­

фоµмуди.µов<Lть (.;Jiедующим обµ<Lзuм: для того 'iтобы д11lieЙliaя: 

oбoJIO'iK<L t;Иt;'l'емы вектоµов а1 1 ••• , ak с.;овн<Lда.11<L с.; динейной 

ободо'iкой µat;ш11µeliliOЙ t;11r.;темы а1 , ... , ak, Ь, 1iеобход11мо 11 

ДOt;l'i:LTO'ili0 1 'iтобы быд11 µавliы µа3меµliос.;т11 этих д11lieЙliыx 

ободо'iек. 

llµедпОJюжим, 'ITU кв<Lд;µ<Lтаая: CJlAY Ах = Ь имеет µешение 
11µ11 дюбом с.;тодбце Ь нµавых 'iаr.;тей. Раr.;r.;м<Lтµивал t;'l'Одбцы 

м<Lтµ11цы А 11 r.;тодбец Ь как эдемеliты а1, ... , ап, Ь n-мeµliOl'O 
линейного <Lµифметиqеr.;кого пµot;Tl)<LHL:TB<L и З<Lпиr.;ывал СЛАУ 

в вектоµной фоµме 

заклю'iаем, 'iTO линейнал обшю'iка r_;11t;темы вектоµuв а1, . .. , 

ап L:ОВНадает (.;0 Вt;ем Jl11lieЙliЫM 111)0(.;'l'l)i:LliL:TBUM ~п. Из ЭTUl 'О 
V 

(.;Jiедует, 'ITU l)i:LHГ этuи r.;11r_;темы вектuµuв l)<LBeH l)ёl.3Mel)liUL:T11 

Jl11lieИHOl'O lll)OL:Tl)ali(.;TBi;L п, i;L так как В t;11r.;теме l)OBliO 'fl, 
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вектоrов, то OlicL, t.:Ol'JicLt.:liO теоrеме 2 .б, диlieЙlio liезсLвиt.:имсL. 

Дrу l'ИМИ (.;дОВёLМИ1 t;ТОдбцы МёLТl)ИЦЫ А JlИlieЙliO lie3cLBИt;ИMЫ, ёJ., 

McLTl)ИЦcL А лвшrетt;л н:евыrож,ценной ( t;M. теоrему о ба.Зиt;ном 

миliore [ Пl]). 

ТсLким обrа.Зом, еt;ди квcL,Цl)cLl'liaЛ CJlAY Ах = Ь имеет reшe­

liиe нrи. дюбой 11rсL1юй 'icLt.:ти., то мсLтrи.ца. А t.:и.t.:т~мы lieвыroж,ц~­

lia., а. reшeliи.~ t.:иt.:темы нrи. дюбой нrа.вой 'iа.t.:ти е,ци.lit.:твеliно. 

2.7. Прямое дополнение 

Определение 2.6. ЕQ1и. JЬuнейные nuдnpuc:rnpaнc:rn r:щ, Н1 
и Hi в .1~инейнuм прuс:rпранс:тве [, обrа.Зуют прлмую сумму, 

щ1и 'iем 1i 1 Е!Э Hi = L, то 1 'Овоrлт, 'iTO 1i 1 явдлетt;я прямым 
допо.11/1-1,епие.м ,цдл Hi . 

r.:.t;J1и динейное 11O.ц11rot;1•rcLнt;твo Hi явдяетt;н нrямым ,цонод­
нением ,ЦJ!Л JlИlieЙliOl 'О 110,Цlll)O(.; l'l)ёLtl(.;TBёL 1{ 1 , то веrно И. Обl)ёLТ­

ное; Н1 явдяетt;л нrлмым ,цонодtlени.ем ддя H i. Ока.Зывсt.етt;я, 

'iTO дюбое динейное 1шднrоt;Тl)сLНt;тво имеет нrямое донодне­

ние. 

Теорема 2. 7 . Любое диtlеЙное 11O.ц11rot;·1·rcLtlt;·1·вo 1i в ди­
неЙtlом Hl)Ot;Tl)a.tlt;твe [, имеет нrямое ,цоноднеtlие. 

• Еt;дИ линейное ПOДПJ)Ot;Tl)a,Ht;TBO 1{ t;ОВПа.Да.ет (.;0 Вt;ем JIИ­

неЙtIЫМ пrot;Tl)a.lit;Tвoм L, то в ка"Iеt;тве его прлмого допод­
tlения t;де,цу ет взлть .цrу1·ое 'Нtес:uбс:тве'Нt'Нtuе rwdnpuc:rnpa'Нtc:mвu; 

Н 1 = {О} . To'itlO та.к же нrлмым ,цонодtlением к liY девому 
под;гrrоt;Тl)ёtНt;тву {О} лвллетt;я t;ёtмо линейное пrot;Tl)ёtHt;твo L. 
Опуt;КаЛ эти. ДВёi Тl)ИВИё\.llЬНЫХ t.:л.уч:а.я:, llOJic:\.Гёteм , 'lTO JlИlieЙlioe 

nudnpuc:rnpanc:rnвu 1i ЛВJ1летt;я с;ибс:rrwен'Нtым. 
Ныбеrем в 1i ксt.коЙ-дибо баз·ис: е = (е1 ... ek) и до1юдним 

е1'О (t;м. зсt.ме'iсt.ни.е 2.1) с;·ис;темий вектирив f = (fi ... fт) ,цо 
ба.Зи.t.:а. (е f) в L . llодожи.м Н1 = srct.n{f }. То1'Да. 1i + Н1 = L , 
та.к ка.к t.:умма. 1i + 1i 1 t;Од~rжи.т вt.:е вектоrы t.:иt.:темы (е f), 
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.лВ.11лющеЙt;л ба.Зиt;ом в L-i cL Зlict.'iит 1 и дюбой дРУl'ОЙ вектор 
диlieЙliOl 'O нpOt;'l'()cL!it;твct.. Оt;тсt.етt;л дока.Зсt.ть, '-!ТО t;y ммсt. 7-l + Н 1 

V 

я.вдн.етоr нрн.мои. 

Ныберем нрОИ3.1:ЮJ!ЬliЫЙ вектоr у с J-l П Н1 . TOl'ДcL, t; ОДliОЙ 
t;TOpO!iЫ, у = СХ1 е1 + ... + CXkek 7 TcLK KcLK у 11рИНсLДJiежит JIИIO:~Й­
liOMY llOДHpOt;TpcL!i(;'l'BY 1{,7 cJ, (; дРУl'ОЙ (;ТОрО!iЫ, у= (J1f1 + ... + 
+ (Jm fm, TcLK KcLK у нриНсLДJШЖИТ динейному ноднрОt;ТрсLН(;ТВУ 
7-l l · Эти две диliеЙliые комбиliсt.ции еt;ть двсt. ра.ЗJЮЖеliил. векто­
рсt. в ба.Зиt;е ( е f) динейного пpot;тpct.Ht;TBct. [,, и, (;.)Iедовсt.тельно, 

ДOJIЖliЫ (;0BllcLДcLTЬ: 

ИJ!И 

Сиt;темсt. вектоrов ( е f) л,·ин,~йн,и н~зиrл.u.:'Uмu, тсt.к ксt.к лвллетt;л 

ба.Зиt;ом. llоэтому из 11ot;JШД1ie1'0 pct.вetlt;'l'Bct. векторов t;JШдует, 

'iTO в нем вt;е коэффициенты liудевые. Знсt.'iит, f>~кmup у 

ЛВJIЛеТ(;Л нул,~f>ЫМ, cJ, TcLK KcLK Oli выбИ()сLJI(;Л ll()OИ3BOJIЬli07 то 

7-l n 7-l l = {о}. llоэтому JlИlieЙliЬШ llOДll()O(;T()cL!i(;TBcL н и 7-l l 
обра.Зуют нrлмую t;умму (t;м . теорему 2.3). • 

Вопросы и задачи 

2.1. Может JlИ JlИ.lieИl!Oe llOДll()Ot;T()cLli(;TBO (;0(.;ТОЛТЬ и.з ; 

ct) двух эю~ментов; б) одного эш~ме.1:lтсt.; г) 100 элементов'( 

2.2. Может JlИ JlИlieЙlioe ноднроt;трсL!i(;ТВО KOlie'iliOMep!iOl'O 
динейного проt;трсtнt;твсt быть беt;конеч:номерным'( 

2.3. Доксt.жи.те, '-!ТО бet;кOlie'iliOмerш.>e ди.liеЙ!!ое нроt;трсt!i­

t;тво t;одержит t;Обt;твенные бet;кolie'iliOмepliьш JlИ.lleЙliыe 11oд-

11pot;тpct!it;твct. 

2.4. По сt.1:lШЮГИИ t; t;уммой двух лиt1еЙ.1:iых пoдпpot;т'pcttit;T'B 
ОН()едедите t;y мму KOlie'iliOl 'O 'iИ.(;JlcJ, JlИlieИliЫX llOДllpOt;'l'()ct..l:l(;'l'B . 
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2.5. Пу<;ть ,LJ,JIЛ ди.ю:~Йных 110,LJ,11ро<.;·1'рсLн<;тв Н1 и. 7{'2 не­

которо1 'О J1и.нейно1 'О 11роt;трсLн<.;·1'всL .С вы110J1юштt;л рсLвенt;тво 

dirн(J-l 1 + 7-l'2) = dirн 7-l 1 + dirн 7-l'l.. qто можно утверж,LJ,сLть о ди.­
нейном 11ро<;трсtнt;·1'ве; cL) 7-li n 7-l'l.; б) Н1 + J-l'2 '! 

2. 6. НсLЙдите мсtк<;и:мсLJ1ьное 'iИ:<;дО ди:нейно незсLви.t;и:мых 

В!::ЖТОJ>ОВ В (.;И.t;Теме векторов, 3ё!.,Да.ННЬIХ (.;ВОИ:МИ КООJ>ДИ.tiё!.,Тё!.,МИ. 

2 
3 

- 1 
4 

- 1 
l 
2 
l) 

l) 

о 

l 
l 

l 
4 
l 
4 

2 
3 
о 

5 

в некотором бёt3и.<;е ди.нейно1 'О 11роt;трсLн<;твсL L рсLзмерно<;ти. 4. 

2. 7. Доксtжи.те, '-!ТО ди:tiеЙным нодпро<;трсttit;Твом лвдлетс.;л 

множе<;тво вt;ех вект·оров п-мерного ди:нейного сtри:фмети:'iе<;ко-

1-0 11J)0(.;'l'J)ёLHL:TBёt1 у ДОВJШТВОJ>Я.ЮЩИ.Х у<;JЮВИ.Ю; 

а) 11ервые две коорди.наты равны между с.;обой; 

б) 1шрвсtл коорди.нсLтсt ра.внсL нудю; 

в) коорди.нсtты удовдетворя.ют урсtвнени.ю х1 + 2х'2 + 2'2х3 + 
+ + 2n- lx. = l) . . . п . 

Нс1..йди.те бёt3и.<; и. рёt3мерно<;ть это1'0 ди.нейно1-о 11од11роt;трсLн­

<;твсL. 

2.8. НсLЙди:те рсLзмерно<;ть и: бёt3и.<; J1и:нейной ободО'iКИ: СJ1е­

дующи:х векторов и:з JR.4 ; 

а1 = (1, - 1, 1, 1), а'2 = (2, 3, 1, 2), а3 = (4, 1, 3, 4) . 

2.9 . .1::3 ди.нейном 11ро<;трсtнt;тве L, dirнL = 4, две t;и.t;темы 
векторов е = ( е1 е'2 е3) и: f = (fi !'2 f3) 3а.ДсLНЬI <;вои:ми: коор­
динсLтсtми: в некотором бёt3и:t;е: 

-1 2 о 

2 - 3 2 
t1 = 

3 
f'l, = 

5 
f3 = -1 

4 l 2 



13инри<.:ы и. зи~ич.и 77 

и 

-1 2 l) 

1"1 = 
2 

1"2 = 
- 3 

f"--3 = 
2 

3 5 -1 
4 1 2 

Како1:щ. µа3меµ11ость 11еµесе'iе11и.я. ди11ей11ых 11од11µостµа11ств 

sµан{е} и sµaa{f} '( 

2.10. Найдите µазмеµность и базш.: динейно1·0 ноднµостµан-

ства в ~ 4, состолщего из µ~ш~ний системы 

3х1 + 4х2 - 2х3 + 3х4 = О, 
2х1 + 3х2 - 3х3 + 4х4 = О, 
7х1 + 9х2 - 3х3 + 5х4 = О, 
3х1 +5х2 -7х3 +9х4 = О. 

2.11. Докажите, 'iTO в ди11ей11ом 11µостµа11стве квадµат11ых 
матµиц ноµлдка п ди11еи11ьш 11од11µостµа11ства симметµи 'iеских 

и кососимметµи'iеских матµиц мож110 µассматµивать как нµл­

мые донодненил дру1· дµуга. 

2.12. Н ди11ей11ом 11µостµа11стве квадµат11ых матµиц 110-
рл.цка п 11айдите µазмеµ11ость и базис 11еµесе'iе11и11 ди11ей11ых 

11од11µостµанств веµхних тµеу1 'Одьных и 11иж11их тµеу1 'Одьных 

матµиц. 

2.13. Докажите, 'iTO м11ожество тµехдиа1'О1iсt.J1ь11ых матµиц 
V 

ноµлдка ·п лш1летсл ди11еи11ым 11µостµа11ством от11оситедь110 

ди11ей11ых матµи'i11ых онеµаций. Найти µа3меµ11ость и ба3ис 
V 

ЭТОl'О JlИlieИliUl'U 11µuстµа11ства. 

2.14. Н шестимеµ11ом ди11ей11ом 11µостµа11стве .С да11ы два 
ди11ей11ых 11однµостµа11ства Н1 и Н2 µазмеµ11остей 3 и 4 соот­
ветственно. Что мож110 утвеµждать о µазмеµ11ости неµесе'iенил 

этих JlИlieЙliЫX 11од11µостµа11ств'( llµи BЬlllOдlieliИИ Кё:1,КОl'О усдо­

вил снµаведдиво µавенство Н 1 + Н2 = .c·r Может ли сумма 

Н 1 + Н.2 быть нµнмой'( 
2.15. Скодько нµлмых доноднений имеет двумеµн:ое дин:ей-

11ое 11од11µостµа11ство в тµехмеµliом диlieЙliOM 11µостµа11стве'( 



3. ЕВКЛИДОВЫ 
ПРОСТРАНСТВА 

3.1. Определение 
евклидова пространства 

Н дU'Н,t:U'Н,UM прuс:rпра'Н,с;тв е св uб ud'Н,ЫХ в t:'кmupuв ~ кµоме 

д'U'Н,t:U'Н,ЫХ unepa11/uй J.>ёLL:L:МсLтµива.11И(.;Ь и друr'ие. Бьши введеliы 

две онеµсLции у MliOЖeliия: вектоµов ( (.;Ka.JIЯ:J.>liOe и вектОJ.>liОе), ддя: 
вектоµсL И(.;110JIЬ30Bcl..llёL(.;Ь ТёLКёLЯ: e(.;Te(.;'l'BeliliёLЯ: ХёLJ.>ёLКтеµИ(.;Т11КёL, 

КёLК ДJI11lia, ( модудь). H3ёL11MliOe J.>ёL(.;1lOJIOЖeli11e вектоµов MOЖliO 

бьuю оце1i11вс1,ть (.; номощью y1'JicL между 1i11м11 [III]. 
lloliЯ:T11e (.;Kcl.Jl}iJ.>liOl 'O 11µ011зведеliШ·l ВВОД11JI0(.;Ь 11(.;ХОД}l 113 1 'еО­

метµи 'iе(.;К11Х (.;ВОЙ(.;l'В свободliых вектоµов (дд111iы 11 у1'дс1, меж­

ду вектоµс1,ми) . Н LIJ.>0113BOJIЬliOM Jl11lieЙliOM llJ.>0(.;'l'J.>1:1,li(.;TBe ЭТ11Х 
V 

(.;ВОИ(.;ТВ LIOKёL lieT, И ноэтому мы lie можем ввеL:Т11 l:Кcl..lIЛJ.>liOe 11µ0-
изведе1I11е o..ЮtJIOГИ'lflЫM (.;Поt.:uбом. О дшtю.> то.кое п:µои.зве,цение 

MUЖfiU uпµедеJIИТЬ 11(.;ХUДЛ И3 с1..11гебµс1,11 '-lе(.;КИХ L:ВОЙ(.;ТВ, кuтuµые 

бьu111 у (.;l'a,liOBJieliЫ ДJIЯ: llJ.>0(.;TJ.>ёLlit.:TBa, v~. 

Определение 3.1. JlиlieЙlioe нµостµо..li(.;ТВО [ liа.зывс1,ют 

ев'к.л,идовы.м, nростра,,..,,ство.м,, есд11 в этом LIJ.>O(.; 'I'J.>ёLlicтвe 31:1,­
ДёLliO с-ка.л,,Я,р'Н,Ое у.м,'Н,ОЖе'Н,Uе, т.е. 3ёLKOli 11Jl111IJ.>o..B11JIO, (.;0l'Jla,(.;li0 

котоµому ка.ждой 11ciµe вer,;rnupuв х , у Е: [ 110 (.;то..вдеliо в L:оот­

ве1ттв11е дей(.;тв11тедьliое 'i11t.:JIO ( х, у), liёL3ывс1,емое ска.л,ярnы.м, 
nроизведеnие.м,. 11µ11 этом вынuдliJIIO'l'(.;Я. t.:дедующ11е аксиомы 

с-ка.л,ярnоzо у.м,nожеnи.я; 

а.) (х, у)= (у, х); 

б) (x+y,z)=(x,z)+ (y,z); 
в) (лх, у) = л (х, у), л Е: !R; 
1') ( Х 1 Х) ~ о, llJ.>11'-leM (х, Х) = 0 JI11ШЬ В t.:ду ч.о..е, КОI'До.. Х = о. 
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Сксt.11я:µнuе нµuизведение 'iaGтu uбuзlia'-laют так же, как и 

нµuи.зведеliи.е 'iИ.Gед1 т .е. вмеGтu ( х 1 у) ни.шут ху. Cкct.11.я.µliue 

нµои.зведеliи.е вектоµа lia с;ебл называют ска.л,ярпь,,.м, квадра­
rпо.м, (нu аliсt.1ю1·и.и. G квадµатuм 'iи.с;да). 

Пример 3.1. Н ди.liеЙшJм нµuс;тµаliс;тве V3 бь1Jю введеliU 

GKct.11.Я.l-)HUe у MliOЖeliи.e (;()1 'JlaGliO нµави.ду 

(х, у) = lxJ · IYI Gos (x";y)1 

1·де х°;у - у1'Uд между вектuµами. х и у, а lxl , IYI - и.х дди.liы. 
Это у MliOЖeliи.e у довдет.1:юµя:ет нµи.ведеliliЫМ акGи.омам с;ксt.11я:µ­

но1 ·о у множени.л [ III] и, GJ~едоватедьliО1 нодliос;тью GОl 'даGуетс;я: 

G uнµеделением 3.1. Таким uбµазuм1 динейнuе нµuGтµaliGTBU Vз 
отноGитеJ1ьно у казаннои онеµации. я:вдя:етс;я: евкди.довым 11µ0-
GTl-)cilit;твoм. 

Пример 3.2. В ,11,-untйnuм арпфмtmr'uчtс:ким 7t,puc:7npanc:тnf>t 

!Rn фuµмуда (х, у) = Х1У1 + .. . + ХпУп вводит GKct.tHil-)liUe умliоже­
ние1 110(.;KOJIЬKY BЬlllOJIHЛIOTGЛ акс;иомы (.;Kct.lIЛl-)HOl'O умножения:. 

У кaзaliliUe Gкш1.нµliue у MliUЖeliи.e вектuµuв и.з 11~.п ИliUl 'дa liа3ы­

вr.tют стапдартпь,,м, r.t Gr.tмo IR_n - евк.л,идовым арифмети­

-ческим nрострапств ом. 

Пример 3.3. Н нµоизводьliОМ п-мtрnим ,11,:untйnuм npu­

c:mpanc:mf> t .С вGе1·да можliо ввеG'l'И. GKct.tl.Я.l-)liUe нµuи.зведеliи.е, 

11µ11'-ШМ µr.tзди'iными GноGобr.tми. Ныбеµем в этом нµос;тµr.tн­

Gтве liекотоµый баз'Uс: е1 1 • •• 7 еп. Ддя: нµоизводьliых вектоµов 

х = х1е1 + ... + Хпеп и у = у1е1 + ... + Упеп ноJюжим 

(х , у) = Х1У1 + • • • + ХпУп· 
Нетµудно убедитьс;я:, ч.то акс;иомы Gкct.11я:µ1i01'0 умliожеliия: вы-

V 

lШJlliЯ:IOTGЛ, т.е. n-мeµliue JlИ.lieИliUe lll-)UGT'l-)aliGTBU (.;Тс:\,liUВИ'Г(.;Я: 

евкди.довым. Отметим, '!ТО µазliым бази.с;ам будут Gоо1·ве 1·Gтво­

вr.tть1 вообще 1 'овоµя. 1 µазliые онеµr.tци.и. c;кct.11я:µli01 '0 у мliожеliи.я:. 

Задание Gксt.11я:µно1'0 нµоизведеliи.л 'iеµез кuuprJ-unamы f> ек­

тириf> в liекотоµом бази.Gе можliо µr.tGGмa·1,µи.вr.tть кr.tк обобще­

ние с;тr1ндr.tµтно1·0 с;ксt.1шµно1·0 нµоизведения: в r~_п : комноненты 
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:i·1 1 ••• 1 Хп вектора. (х1 1 ••• 1 Хп) Е: !Rn лВJ1лютl:л координс:t.тс:t.ми 

это1-о щжторс:t. отноl:ит~1ьно c:rna'Н,daprm-1,u'r;u баз'Uс:а в лин~йном 

с:tри:фм~ти ч:~t;ком проt;трс:tаt;тв~. 

Пример 3.4. Линейное нpol:тpc:t.Ht;'l'BO С[О 1 1] вt;ех. функций, 
н~прерывных. нс:t. отр~зк~ [01 1] 1 тож~ t;Тс:t.новитl:л евюrидовым1 
~t.:JlИ В Н~М ВВ~t.:ТИ t;Ka./lЯ.f-)HO~ у МНОЖ~НИ~ 

1 

(f, у)=/ f(x)y(x)dx. 

u 

Убедимt.:л, иl:110J1ьзул t.:воиl:твс:t. 011ред~шнно1·0 инте1·ра.11с:t. [VI] 1 

ч.то этс:t. онерс:t.цил - деиt;твит~1ьно t.:ка.11лрное умножение. 

Акt;иомс:t. c:t.); 

l l 

(f, у) ~ / f(x)y (x) dx ~ / y(x)f (х) dx ~ (у, f) . 

u u 
Акt;иомс:t. б): 

l 

(!1 + /2, у) = / (/1 (х) + f2(x) )у(х) dx = 

u 
l 1 

= / !1 (х)у(х) dx + / !2(х)у(х) dx = (!1, у) + (!2, у). 
u u 

Акt;иомс:t в): 

l 1 

(Лf, у) = / ( Лf(х) )у(х) dx = Л / f(x)y (x) dx = Л (f, у). 
u u 

Акt.:иомс:t. l'): 

1 l 

(I,f) = / f(x)f (x) dx = / }'2 (х) dx ',? 1), 

u u 



81 

Из свойств 11е11рерыв11ых функций (.;JШ.цует1 '!ТО 11оt.:ле.ц11ее 11е­

рс:t.ве11t.:тво нреврс:t.щс:t.етt.:л В pc:t.вelit.:TBO TOJlЬKO В CJlY'ic:t.e, КОl'Дс:\. 

/(х) _ О. # 

Непосрl:Щсгвенно из с:t.ксиом скс:t.Jrлрного умножения сJшду~г 

рлд е1 ·о нроt.:тейших свойств. Дc:t.J1ee х I у 1 z - 11ро.1:1зволь11ые 

векторы eBКJIИ,LJ,OBёt пpot.:тpctlil:TBct, а, л - .цeЙt.:TBИT~JlЬliO~ 'iИ(.;JIO. 

Свойство 3.1. (х , Лу) = Л (х, у). 

• Это t.:войt.:т.1:ю ctlic:t.JI01 'И 'iliO с:t.кt.:иоме в) t.:кc:t.Jн1p1101 ·o у м11оже11.1:1л 
и вытекс:t.ет из рс:t.венств 

( х I Лу) = ( Лу, х) = Л (у I х) = Л ( х 1 у) 1 

V 

которые BЫllOJilieliЫ в (.;ИJIY этои с:\.КСИОМЫ .1:1 коммутс:t.l'ИВliОСТ.1:1 

t.:кc:t.Jrя.p1101·0 ум11ожения. (с:t.ксиомс:1 с:1)). • 
Свойство 3.2. (х, у+ z) = (х 1 у) + (х, z). 

• Это свойство c111c:t.J101 'И'iНО с:t.ксиоме б) и CJЩLJ,yeт из рс:t.ве11ств 

V 

которые BЫllOJIHeliЫ в (.;ИJIY это и а.КСИОМЫ и комму ТёLТИВНОСТИ 

(.;Kc:t.JlЯpliOl 'O у МliОЖения. • 
Свойство 3.3. (х, О)= О. 

• Утвержде11ие (.;JП:щует из t.:войс 1'вё1 3.l; 

(х 1 0)= (х,0·0)=0(х,0)=0. • 

Свойство 3.4. ( f И:кХk, у) = f u:k (хк, у), 1'де u:k Е ~ , 
k-'l k-'l 

k = l , 'П/,. 

• Утверж.цение являетt.:я обобщением сtксиом б) и в) и вырсtжс:t.ет 
t.:обой MJ:iOl 'UKpёtTliOe 11р.1:1ме11е11.1:1е этих ёLКL:ИОМ. ДокёLЗа.ТеJIЬСТ.1:Ю 

бё:13ируетt.:л lict .м,r::,rnudr::, маrпемат·ич.,r::,r;кий undyкu/uu, который 

11ро1:юди.тсл 110 коJrи.'iеству rn (.;.11с:t.1·с:t.емых в формуле. llp.1:1 
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'{fl, = l форму Jlc:\. (;ОВШ:\.Д/:tет (; с\.К(;И.ОМОЙ В) (;IO:lJ1Лp1:i01 'О у Ml:iOЖel:iИ.Л. 

llу(;ть формудi;t. вepl:ic\. дю1 некоторого 3Hi;J..Ltel:iия. тп. Tot'Дi;t. 

m+l т 

(Е O:kXk , У)= (EakXA; + O:rn+lXrn+l, У)= 
k-1 k-1 

rn 

= 1 аю.:и.uма б) 1 = (Е O:t,;Xt,;, у)+ (o:m+ lXrn+l, у) = 
k-1 

rn 

= 1 ак~.:и:uма в) 1 = Е 0:1,; ( х1,; , у)+ O:m+l (хт+l, у)= 
k-1 

m+ l 

= Lu:1,; (x1,;,y). • 
k= l 

Свойство 3.5. Е(;ди. векторы х и. у евкди.довс1, нро(;трс\.1:i(;ТВс\. 
[ Тс\.КОВЫ, '!ТО ДJШ любо1 'О Z Е= [ BЬПLOJIJ:iel:iO рс1,ве1:i(;ТВО ( Х, Z ) = 
= (у , z), то эти. векторы (;OШLi;t.Дi;t.IOT: х = у. 
• Это (;ВОЙL:тво l:ie лвдлетL:л ДOL:Ti;t.TO'il:iO О'-rеви.дl:iым и. и.tп'уити.в­
но 1101:iЛ'l'HЬIM, но и.1 'рс1,ет Bc\.Жl:iYIO роль в некоторых дока,3а:гель­

L:твс1,х. Чтобы докс1,3с1,ть это (;ВUЙL:твu, преuбрс1,3уем рс1,венL:твu 

( Х 1 Z) = (у , Z) В форму ( Х - у, Z) = l) , В0(;110JIЬ30Вс\.ВШИ.(;Ь а,К(;И.0-

мой б). lloдy ч:енl:iое рс1,венL:твu верно ддя. любо~ 'О векторс1, z, в 
Ч:а,(;ТJ:iО(;ТИ., оно в~рно ДJIЛ B~KTOpi;t. z = х - у: (х - у, х - у) = о. 

lluL:лeднee ж~ ра,В~Н(;ТВО) (;01'Jla,(;J:i0 а,К(;И.ОМ~ 1'), мож~т ВЫНОJI­

нлтьсл ТОЛЬКО В L:дy'ii;t.~, КОГДi;!.. Х - у = 0. • 

3. 2. Неравенство 
Коши - Буняковского 

Теорема 3.1. Ддл дюбых f>t;'r,.;rnupmз х , у t;(}n;.л,щ}uf3a npu­

c:rnpaнc:rnf>a [ (;11рс1,в~дди.вu неравенсrпво Коши - БуН,яков­

ско-го 

(х, у/ ~ (х, х) (у, у). (3. l ) 



3.2. н~p,U:5fЖC:1'tIO Коши - DYHJ:l.KUJ:JC:KUГU 

• llpи. х = О обе 'ictt.:ти. tШрсtвенt.:твсt (3.1) рсtвны нушu t.:Ol'Jla.t.:нo 
t.:войt.:тву 3.3, 3На.'iи.т, нерсt.венt.:тво вы110J1шrетt.:л. Отбрсt.t.:ыва.я: 

этот О'iеви.дный t.:дy'ict.Й, будем t.:'iи.тсt.1·ь, 'iTO х ~ О. ДJш J1юбо1·0 
деЙt.:'l'ВИ.ТедьНОl 'О 'iИ.(;Jla, л, В с;и.ду а,К(;И.ОМЫ 1 '), BЬlllOJlHН:eтt.:н. 

нерсt.венс;тво 

(3.2) 

llpeoбpa.3 уем дев у ю 'iа.t.:ть нерсt.венt.:твсt, и.t.:110дь3 уя акс·иuмы и. 

(;ВОИt.:ТВа. CKUJl,,}(,p'Н,Uё,U умнuже'Н/U,}(,; 

( лх - у' лх - у) = ,\ ( х' лх - у) - (у' лх - у) = 

= ,\i (х, х) - 2,\(х, у) + (у, у). 

Мы llOдy 'iИ.JlИ. КВа.Дра.тный трех 'iJШH OTHOt.:И.TeJlbHO lla.pctмe­

тpct. ,\ (коэффи.ци.ент ( х, х) 11ри. л 2 t.:01 ·лctt.:нo сtкси.оме 1') нену де­
вой, 'l'ct.K ка.к х ~ О), неотрицсt.тедьный 11ри. всех действительных 

31Iсt'iенилх псtрсt.метрсt. Сде,цовсt.теJrьно, его ,циt.:криминсtlIТ рсtвен 
V 

нулю иди отрицсt.тедьныи, т .е. 

Пример 3.5. Доксt.3с\.теJ1ьt.:тво нерсtвенt.:'l'Вс\. Коши - Бу­

ш1ковt.:ко1'О вы1'длдит доt.:тс\.ТО'iНО 11роt.:то. Тем не менее это 

нерсtвенt.:тво О'iень 11оде3ное. llри.мен.лл е1·0 в конкретных ев­

кJ1идовых 11роt.:трсt.нt.:твс\.х, мы 11оду 'iа.ем некоторые хорошо и.3-

веt.:тные в сt.нёt.J1и.3е и ёt.Jreeбpe нерсt.венс;твс\.. 

Н еду 'ic\.e 4·uней·н.,uё-u ар'Uфмеrп·и·ческuё-u npucrnpaнcrnвa IR.n не­
рс\.венство Коши - 1::> у1Iлковt.:кого трсtнt.:формируетt.:л в nepa­
в encmв o Коши: 

13 евюrи.довом 11роt.:трс\.нt.:тве C[U, 1], с;кёt.J1лрное 11рои.3веде-

1Iие в котором вырсtжсtетt.:л oпptЩeJietitiЫM Иtiтегрсt.Jюм ( t.:м. 11ри.­

мер 3.4), tiepc\.вetit.:'l'BO Коши - l::>уtiлковt.:ко1·0 нревра.щс\.етt.:я. в 
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'Н,ераве'Н,ство Бу'Н,.я,ковско-го (!:iсtзывсtемое тсtкже 'Н,ераве'Н,­

ством Шварца); 

1. 2 1. 1. 

(! f(x)y(x) dx) ~ j f 2 (x) dx j y2 (x)dx. 
l) l) l) 

3.3. Нормированные пространства 

13 .л, 'и,nей,м1м npuc:mpa'ltcrnr-;e обобще!:iи.ем по!:iя::тия:: дди.1:iы cr-;u­

бud'ftu'r!u r-;er,;rrwpa лJ:SJ1n.e1·L:л !:iОрма. Дди.1:iу вектора в Jlи.!:ieЙ!:iOM 

11poL:тpct!:iL:'l'Be V3 и.ди. Vi мож!:iо раL:L:матри.вать как фу!:iкци.ю, 

011peдeJШJ:iJ:iYIO J:ict м!:iожеL:тве V3 ( L:оответL:тве!:iJ:iО Vi), которш=r 
каждому вектору L:тави.т в L:оответL:тви.е 'iИ.L:JIO - е1'О дди.!:iу . 

ЭтсL фу!:iкци.я:: обдадает J:iекоторыми. хсLрактер!:iыми. L:ВОЙL:тва­

ми. [III], которые и L:дужсtт ОL:!:iовой ДJШ онредеJШJ:iИЯ:: !:iОрмы в 
ди.!:iеЙliом 11роL:тра1iL:тве. Норму вектора в JlИ.J:ieЙlioм 11poL:тpa!:i-

u 

L:тве И.1!01 ',Цёt 1iа,3ЬШ11ЮТ ДJ!И.liОИ, и.мея:: В ви.ду L:ВЯ.3Ь L: ctliaJIOl 'И. 'iliЫM 

терми.1:iОМ вектор!:iОЙ аJН 'ебры. 

Определение 3.2. Фу 1:iкци.ю, зctдctl:il:iYIO J:ict ди.!:iеЙ!:iом нро­

L:трсt!:iL:тве L, которсLЛ ксtждому вектору х Е: L L:тави.т в L:оответ­
L:тви.е деЙL:тви.теды1ое ч:и.t.:Jю llxll 1 RcL3ЬIBcLIOT 'Н,Ормий, et.:Jrи ошt 
у довJш1·воря::ет L:дедующи.м аксиомам 'Н,Ормы; 

а) llxll ~ U, нри'iем раве!:iL:тво llxll = U возмож!:iо тодько нри. 
х=О; 

б) IIЛx [ I = I Л I llxll, Л Е: 11{; 

в) llx + Y[I ~ llxll + IIYII ( 'Н,ераве'Н,ство треу-го.д,r:,'Н,ика) . 

Определение 3.3. Jlи.ш~Й!:iое 11poL:тpa!:iL:'l'вo 1 в котором 

3cLДctJ:ict !:iорма, 1:iазывс1ют 'Н,Ор.мироваи'Н,Ы.М nростра'Н,ство.м. 

,/.!;r-;r,;.л,'Udur-;ы npucmpancrnr-;a и. 1iopми.poвcLliliыe 11poL:тpcL1iL:твa 

нpeДL:TcLBJlЯ::IOT L:Обой нри.меры JlИ.J:ieЙJ:iЫX 11pOL:Tpa.1:iL:TB (.: ДОПОJl-
u 

нитеJIЬJ:iЬIМИ L:труктурами; с;r,;а.л,яр'ltым yм'ftuжen'u,eм и !:iормои 

L:ooтвeтL:твeliliO. Эти. двсL ноliя.ти.я. L:oвepшeliliO разди. 'iliЫ 7 одliа­
ко, как утверждает t.:J1едующая:: теорема, и.L:ходл и.з L:кaJ1лp!:iOL'O 
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у мliuжeliин. в евкд11дu.1:юм 11рuстраш..: 1'ве мuжliu задать liUpмy 11 
тем СсLМЫМ 11реврсLт11ть евкдидuвu 11pucтpcL1iC'l'BU В 1iUpм11pUBa,li­

нue. 

Теорема 3.2. .l::k.нкue скш1.нр1iu~ yмliUЖ~li11~ в ~вкдидuвuм 

нpocтpcLliCTBe онр~ДЕ:'длет li0pмy согдаСliО форму де 

(3.3) 

• Отм~т11м1 чтu1 cu1 'дcLCliU аксиuме t') скшн1р1iu1 'U yмliUЖ~li11я.1 
( х 7 х) ~ о И7 CJl~дoвaTeJIЬli07 фуliКЦ11Л7 зaдaliliaJI C00Tli0Шeliиeм 

(3.3) 1 онр~д~деliа ддл всех в~кторов х евклидова нростраliства. 
llроверим вынодliеliие аксиом liОрмы. Аксиома а) нормы нем~д­

ленно СJШДу~т из аксиомы 1') скшшрнut'U умноженил (онр~д~ле­
ние 3.1). Аксиома 6) нормы вытекает из сLкси.омы в) скш1лрно1'О 
умнuж~нил 11 свойства 3.1; 

ОстсL~тся. 11рuв~р11ть сLксиuму в) 1iuрмы1 для. ч~1 ·u мы вuс­
нольз уемсл Н,ераfЗенсmfЗuм Кuш·и - HyН,лr.:ufЗcr.:uё,u (3.1) , которо~ 
MOЖliO 3а,1111Сать В виде 

ид111 с учетом (3.3) 1 

(xi у) ~ llxll llYII -

llx+ylli = (х+у, х+у) = 

= (х, х) +2(х , у)+ (У1 у) ~ 

i 
~ (х, х) + 2 llxll llYII + (у, у)= (llxll + IIYII) . • 

u 

щие свuиства скшшрliuгu умliuжен11л1 вытексLющие из егu ак-

с11ом1 и. н~ cвл3cLli0 со снеци.фи.кой конкретно~ ·о линейно~ ·о нро-
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t.:тpr:t..1:н.:твr:t.. lluэтuмy та.кую liUpмy в евю111дuвuм нрut.:тра.нt.:тве 

юыывr:t.ют евк.лидовой иди сфер·ич,еской 'Нtор.мой. KU1 ·дr:t. 1 ·u­
вuрлт7 не уто'--lнлл, о норме в евкдидовом нроt.:тра..1:it.:тве, обы '--1.1:iO 
имеют в виду имeliliO эту .1:iUpмy. 

Вовt.:е ие облзr:t.тедьliо, '--lтобы в евкдидовом нроt.:тра.иt.:тве 

.1:iОрма. ввод11J1а.t.:ь '--!ерез t.:кr:t.Jшp.1:ioe 11ро11зведе.1:i11е. 1-'а.t.:t.:мотрим 

L:J1едующ11е нримеры, 11ока.Зывr:t.ющ11е дру 1·11е '--la.t.:тo 11t.:11одьзуе­

мые .1:iОрмы, J:ie L:BЛ3a.lilibШ L: Ка.К11М-J111бО L:Ka.JlЛpliЬlM 11ро11звtще­

.1:i11ем. 

Пример 3.6. В л·и'Нtr::.й'Нtим арпфмr::.т·ич,r::.ским r1,pucrnpa'НtcrnfЗr::. 
~п иормой лвдя.етt.:л фу.1:iкц11л 11· 111 в11да. 

(1 · 1 в нра.вой '--la.L:T11 обО31iа.'--lа.ет модудь дейt.:твитедЬ.1:iОl'О '--lИL:Jla.). 

Jle1·кo убед11тьt.:л, '--!ТО a.KL:11OMa. а.) .1:iUрмы BЬlllOдlielia., Та.К Ка.К 

ведИ'--lИНа. l:.i:11 + ... + 1:.сп I вt.:егда. неотрицr:t.тельliа., нри '--lем Olia. 
ра.виа. liудю то1·да и ·1·uдькu то1·да, ко1·да вt.:е комноиеиты Xi 

ар11фмет11'--lеt.:ко1·0 вектора равиы liудю. 

ТсLк же нроt.:то убедитьt.:л в вериоt.:ти сLкt.:иомы б) иормы. 

Ддя. нроверки иерсLвеиt.:твсL треу1·одь.1:i11КсL (сLкt.:иомсL в) иормы) 

выберем 11ро11зводьliьш два. вектора х = (xi, ... , Хп) 11 у = 

= (yi, ... , Уп) 113 ~п. То1·да 

llx+yll1 = ll(x1 +у1, ... , Хп+Уп)ll1 = 

= lx1 +y1I + •·· + lxn +Упl ~ 

~ lx1I + IY1 I + · · · + lxnl + I Yпl = llxll1 + IIYll1 · 

llpивeдeliliYIO иорму liа.Зьшают l 1 -'Нtор.мой ю111 октаэдри­

·ч,еской 'Нtор.мой. 

Пример 3.7. Функцил 
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зада.1:il:iа.л l:ia. вектоrах х = ( х1, .. . , x,i) в IRn, также лВJ1летl:л 1:iО!)­

мой в IR'i. Эту ноrму 1:iа3ывают l:х>-пор.мой иди. куби'ческой 

пор.мой. 

Как и. в нrедыдущем ll!)И.мere ll!)Oвerкa а.Кl:И.ОМ а) и. б) 

1:iО!)МЫ O'ieBИ.ДJ:ia.. llroвerи.м 1:iеrавеш;тво тreyr'OJlbl:iИ.Ka ДJ1Л 

11rои.зводь1:iых вектоrов х = ( х1, .. . 1 x,i) и. у = (у1, ... , y,i): 

=rнax{ lxi + Yil , ... , lxn+Ynl} ( 

( rнах { 1 х 1 1 + 1 Yl 1 , ... , 1 х п 1 + 1 Уп 1} ( rнах { 1 :с1 1, ... , 1 х п 1} + 

Ноrмы llx ll, llx ll:x>, llx ll1 oдl:ior·o и. то1'O же вектоrа х l:влзаl:iы 
неrаве1:н.:твами. 

u 

котоrые 1:ie11ol:reдl:1'вe1:i1:iO вытекают и.з онrедеJШl:iи.И эти.х 1:iO!)M. 

Пример 3.8. М!:iожеl:тво S тех вектоrов х 1:iO!)MИ.!)OJ:.Щ!:i!:iOI'O 
LI!)Ol:'l'!)a.1:ic.;твa, котоrые удоВJ1етвоrлют rавенl:тву llx ll = 1 ( еди­
пи-чпь~х векторов) , на3ывают едип·и·чпой сферой. М!:iо­

жеl:тво S завис.;ит от линейного пpol:тpaRl:TBa и. однозRа'--Iно 

онрtщедлет рас.;l:матри.ваемую в нем liOpмy . На ри.с. 3.1 изо­
бражен ви.д еди.НИ'iliОЙ сферы ДJIЛ ра3дИ'-IНЬIХ норм двумерНОI'О 

ди.l:ieЙliOI 'О нростраliства ( ко!:iкретliо ди.ш~ЙliОI 'О нростра!iства 

ради.у l:-векторов то'iек шюскости.): евкди.довой (рис. 3.1, и), ок­

таэдrи.ческой (ри.с. 3.1, б) и куби'iеt.жой (рис. 3.1, t$). В CJiy'iae 

трехмерно1·O ди.нейно1'0 11роr.,;тра1:iс·1·ва (ди.нейно1·0 нроr.,;тра!iства 

ради.у l:-векторов) еди.1:iи. 'il:iЬH~ l:феры ука3анl:iых норм изображе­

ны на риr.,;. 3.2. Мы видим, что это r..;фера (ри.t,;. 3.2, и) 1 октаэдр 

(ри.r.,;. 3.2, б) и. куб (ри.r.,;. 3.2, t$). tlи.д eди.liИ.'iliOЙ r..;феры дшi эти.х 

1:iОрм И IIOCJIY ЖИJI И(.;ТО'iНИКОМ ДJIЛ и.х назваl:iИИ. 
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3.4. Угол между векторами 

Xz 

1 

llон.я.тие y1'JЛ:t между с:вuбudным·и вектuрам'U в 11рос.;трсt,н.­

с.;твсt,х Vi и VJ обобщсt,е·1тл н.сt, любое евк,л.:иduвu прuстринс:твu. 

О Дtia,KO е(.;.11и. в нрос.;трсt,ш.:твсt,х с.;вободtlых векторов 011peдt;11etlи.e 

c:кa4xpнur:-u прu'Uзв еdен·их баЗ.1:1рова.1юс.;ь н.сt, у 1 'де между векто­
рсt,м.1:11 то в произволыrом евклидовом прос.;трсt,нс.;тве нсt,оборот, 

сt,кс.;и.омсt,ти. '-lес.;ки За,Да,tlн.ое с.;ка.11я.рн.ое нроизведен.ие нозводя.ет 

оаредедить у1'од. 

Определение 3.4. У~.л.о.м rp .между нену4евым·и векто­
ра.ми х и у в евкдидовом арос.;трсt,н.с.;тве Е Н.аЗЫВа,Юl' зн.сt,'-!еtlие 

rp tla, отрезке от О до 7Г , оаредедлемое рсt,веtlс.;'1'вом 

(х, у) 

c.;o'3 rp = llxll llYII 
(х, у) 

(3.4) 
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Со1'дас..:1:iо н.,r:;pиf>r:;'Н.,c:mf>y Киш·и - Ну·nлкиf>с:кис:,и (3.1) нrавал 
'iас..:ть в (3.4) 110 модулю l:ie 11rе.1:юс..:ход11т l 11 нотому Ю:Sдлетс..:л 
кос..:111:iус..:ом 1:iекотоrого дейс..:тв11те.11ьного '-lИQ1a. Сдедовате.11ь1:iо, 

у1 'Од гр oнreдeJШl:i коrrектно ддл дюбой наrы неl:iудевых векто­

rов. 

Равеш.;тво (3.4) Re и.меет l.:MЫl.:Jia, el.:JIИ один из вектоrов 

нушшой. 13 этом с..:ду'iае у1·ол между вектоrам11 не онrеделен, 

11 мы будем 11r111111с..:ь1вать ему то З1:ia'-le1:i11e , котоrое 1:ia1160J1ee 
удобно в кol:iк!-)eTl:iOЙ l.:итуац1111 (то же l.:Огдашеl:iие д;ейl.:твует и 

в нrос..:тrанс..:твах l.:вободных вектоrов, [III j) . 

Пример 3.9. 13 ~ 4 l.:O с:тu,'Н.,dарnтым с:r.;а,Л,.я,р'Н.,ЫМ у.м,'Н.,ижr:;­
киr:;м у1·од гр между вектоrам11 х = (1, U, 1, U) 11 у= (1, 1, U, U) 
!-)atlel:i 7Г /3, llOlЖOJlbKY в l.:OOTBeTl.:TB1111 с (3.4) 

l·l+U·l+l·U+U·U l 
со~ 'Р = ✓ 1 i + ui + l i + ui ✓ l i + 1 i + ui + ui = 2. 

AliaJIOL '11 'il:iO в евклидовом 11!-)0l.:T!-)al:il.:твe С U, l] ( l.:M. 11r11мer 
3.4) угол гр между функция:м11 j' (x) _ 2 и у (х) = 2х - 1 rавен тr/ 2, 
так как 

l l 

U, у)=/ f(x)y(x)dx = / 2(2:,; - l)dx = 2(:,;i - х) 1: = О 
[) [) 

и в соответствии l.: (3.4) со~ гр= U. 

3.5. Ортогональные системы векторов 

Определение 3.5. Два вектоrа в t;f>K,lf,'Uduf>им npuc:rnpa'Н.,­

c:m,f> r:; 1:iазывают ортпогопа.лr,пы.м·и1 el.:Jrи их с:r.;u,,Л,.я,р'Н.,иr:; npu'U:з­

f> r:;дt;'Н.,'Ut; !-)аВНО 1:iудю. 

Оrто1'О1:iаJ1ь1:iость вектоrов х 11 у будем обоз1:iа'iа·1ъ так; 

х l.. у. От-метим, 'iT'o, соглаl.:RО l.:ВОЙl.:тву 3.3 l.:KaJШ!-)Roгo умно­
жеl:iил, 'Н.,у,Л,r:;f> ий f> r:;r.;·rnup оrто1 'Ol:iaJlel:i J1юбому д!->У 1 ·ому. 
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1:i;.вкJIИДОJ:Ю 11µ01;тµi:1.,H(.;TJ:IO - это, L:OГJli:l.,(.;HO 011µеДt;1Н;.1:iИ.Ю 3.1, 
Ч.ё:J.,L:тный 1;дуч.сtй 11,·и1-н:йнuё-u прuс:транс:rrиза, и. ноэтому можно t'О­

воµи.ть о е1'0 11,·инейных nudnpuc:mpaнc:rrизax в GмыL:Jш онµедеде.1:iи.я. 

2.1. Кё:J.,Ж,ЦОе И3 Тё:J.,КИХ линейных по.цпµоGтµа..НGТВ ЯВJПiеТGЯ ев­

КJlИ.ДОВЫМ 11µ01;тµct.1:il:TBOM OT.1:iOL:И.Tt;ilЫ:iO (.ЖctJШV.1:iOl 'O УМ.1:iОЖе.1:iи.л, 

3a..Дa...l:iliOl'O в объемдющем евкди.довом 11µ01;тµсt.1:iL:тве. 

Говоµлт, ч.то вектоµ х в евю1и.довом нµoGтµct.l:iGTвe [ артпа­

~апа.л,еп naдnpacmpancrnвy Н1 и 0603.1:iа..ч.сtют х l. Н1 eGJ1и он 
oµTOl'O.l:ictJle.l:i Ка..ждому вектоµу ЭТОl'О llOДllVOG'l'Va..HGTBa... 

Е(.;ди Н = ~µсtн { а1 1 ••• 1 ak }, то у(.;JЮвие х l. Н µctвliOGидь.l:io то­
му, ч.то вектоµ х oµтo1'0.1:ictJШ.1:i ксtждому вектоµу а1, ... , ak. Дей­

Gтвитмьно, eGJIИ х oµTOl'OHMeli н, то, GOГЛi:1.,G.1:iO 011µедедеНИЮ7 

O.l:i оµто1'ОНсtJШН и ксtждому вектоµу а1 1 •• • , ak. Дока..жем 11µоти­

во110JЮЖ.1:iое утвеµжде.1:iи.е. lly(.;TЬ х l. a i 7 i = 11 k 1 и у Е: Н. То1·да.. 

вектоµ у лвляетGл 11,п·кейнuй кuмбпнаv;ией вектоµов a i ; 

И llOЭTOMY, GOl'Jla.G.l:iO GJ:IOЙG'l'BY 3.4, 

1:3 '-la..GT.l:iOGTИ, eGJIИ вектоµы х и а oµтOl'O.l:ia.JlbliЫ, то ДJIЛ дюбОl'О 

Л Е: IR вектоµы х и Ла тоже oµтo1·0.1:ictJ1ь.1:iы: 

у 

Риt;. 3.3 

1:3 нµO(.;'l'Va...1:i(.; 'l'Be V3 нену11,еrзым oµтo1'0-

.1:ictJ1ьliым rзектuрам х и у мож.1:iо 1;0110L:та..­

ви.ть ксtтеты нµлмоуголыiОl'О тµey1'0JIЬliИ­

кct1 нµи. ч.ем та..к 1 ч.то их 1;у мме1 1IO(.;'l'l)Oe.1:i­

liOЙ 110 нµсtвиду тµеу l 'Одь.1:iика.., будет 1;0-

ответGтвовсtть 1 '1111oтe.1:iy3ct это1 'о 11µлмо­

у 1 ·одь.1:iо1 ·о тµеу1·одь.l:iи.ксt (µи.G. 3.3). llo 

а...1:lсtJюгии. G V3 мы .1:iа.3овем в евкдидовом 
lll)O(.;Tl)ct.1:i(.;TBe (.;у мму Х + у оµто1 'Olia.Jlb.l:iЫX 



З.5. Ор1·uгuнсtльные r;мtтемы tJeк1·upuн 91 

V 

векторов х и у t'инотеliузои треу1'Одьliиксt1 ноt.:троенного нсt х 

и у. Tot'Дc.t на. нроизводьliое евкдидово нроt.:трсtнt.:тво рс.tснро­

t.:трс.tнлетt.:я: извеt.:тнс.tл теоре.м,а Лифа-гора. 

Теорема 3.3. Et.:J1и векторы х и. у и.з евю1и.довсt нpot.:тpct!i­

t.:твct ортO1 'ОЮ1JIЬНЫ, то 

• Здесь нод nирмий мы, ксtк обы 'iliO, ноliимс.tем et>кд·udut>y 

7-1,(Jрму. Ныра.3И.М ш~вую 'iс.\.СТЬ ЭТОl'О pc.tвeliCTBc.\. 'iерез сюu1я:р-

1iОе нрои.зведеliие и воснодьз уемt.:я. уt.:Jюви.ем opтot 'Olia.JlЬliOCти. 

(х,у)=О: 

:l llx +yll =(х+у,х+у)= 
. :l :l = (х, х) + 2 (х, у)+ (у, у)= llxll + IIY[I · • 

Определение 3.6. Оистему t>eкmuput> евкди.довс.t нро-

стрс.tн.t.:твс.t нс.\.3ывсtют ортоzопа.л,ы-1.,ой, еt.:ли дюбые два. векторсt 
V 

из этои t.:иt.:темы ортогона.J1ьны. 

Следующее t.:войt.:тво opтo1'0lia.JlЬliOЙ си.стемы лвJшетсл сс.t­

мым Вс.\.ЖliЫМ. 

Теорема 3.4. Любм орто1'О1iа.J1ьнм с·истпеми ненуJшвых 

t> ектпириt> дnю::,йnи ne-зut>·ucnмu. 

• Рс.tсt.:мотрим нроизводьную орто~ 'Она.J1ьную сиt.:тему ненуле­

вых векторов е1, ... , ет. llредноJюжим, 'iTO ддл некоторых 
дейt.:тви.тедьных коэффи.циентов сх1, ... , СХт выноднлетt.:л рс.tвен­

t.:тво 

сх1 е1 + ... + CXrnem = О. (3.5) 

У множим это рс.tвенt.:тво t.:кaJ1лp1iO на. кс.tкоЙ-J1ибо вектор e i : 
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в (;Иду (;.ВОЙ(;Т.Вс\. 3.3 (;Kc\JIЛpHOl'O 11роиз.веденил нрсt.ВёJЛ '-iс\.(;ТЬ 

110J1у'-iенно1'О р11.венL;т.всt рсt.внсt нуJiю, 11 мы, 11реобр11зул JШ.вую 

'-iс\.(;ТЬ в (;00ТВеТ(;ТВ1111 (;0 (;ВОЙ(;ТВОМ 3.4, llOJIY '-icteм 

Так ксtк (;ИL;тема .векторов ор1'ОI'ОНс\J1ьна, то вL;е L;JictI'cLeмыe 

L;J1eвa, кроме одно1'0, равны нулю, т.е. 

(3.о) 

Та.к ка.к .вектор ei ненуJiе.вой, то (ei, ei) ~ О ( акс-иuма 1') ска­
.11,дрнu,:,u умнuжен-ид). llоэтому 11з (3.о) L;J1едует, '-iTO ai = О. 
Индекс i можно быJiо выб11ра.ть 11ро11з.воJ1ьно, та.к '-iTO на. са.мом 
Дt'..J1e вL;е коэффиц11енты a i лвJiлютсл ну де.выми. Мы док<1зс\J1и, 

'-iTO равенL;тво (3.5) возможно J111шь 11р11 нуде.вых коэфф11ц11ен­
та.х а. это со1 'Jla.L:нo ош )е II еден11ю 1 2 озна.'-iа.ет '-iTO с11стема. 

' ' t' '""'1 • ' ' 

векторов е1, ... , ет J111нейно неза.в11с11ма.. • 
Пример 3.10. н евКJI11ДОВОМ нрОL;Тра.Н(;ТВе с о, к] L:11(;Тема. 

функций L:0'6 kx, k = 1, 'n, л.ш1летL;л орто1·онс\J1ьной, 110L;КОJ1ьку 

7Г 

(Goskx, Goslx} = / GoskxGoslxdx = U 

1) 

3.6. Ортогональные 
и ортонормированные ба.3исы 

l:Jвк.11,'uduвu npucmpa't-1,c;mвu лшшетL:л .11, 'анr:;йным прuсrпран­

ствuм. llоэтому нра.вомерно 1·овор11ть о Ш'О ра;змернuсrrт 11 

е1 ·о баз-исах. Ка.к 11 нроизводьные J111нейные нроL:'l'ра.нL:тва., ев­

кдидовы 11.pOL:Tpa.HL:TBci МОЖНО ра.3ДеJIИТЬ На. бr:;C: 'KU'Н,f:;'Ч/Н,UMf:;pHЫf:; 

И 'КU'Н,f:;'Ч,'Н,UМf:;р'НЫf:;. 
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Еt;ди бо,3ис.; евю1идо.всt. 11рос.;·1'ра.1i<.;т.всt. нредt;'I'сt..вJIЛет с.;обой 

up1nuc:,unuд1:>nyю с·истему f>eкmupuf>, то этот бо,3иt; liсt.3ывают 

ортоzопа.л,ьпы.м. Н с.;иду теоремы 3.4 дюбая. opтo1'0lia.1Iьlian. 
C'UC'ffl,f:MU ненуде.вых fjf: 'К:'fnUpUf> ,Л,'U'Н,t;'Й,'Н,U 'Н,fЗUf>'UC'UMU7 И ес.;ди ОНёL .В 

п-мерном евкдидо.вом нрос.;транс.;т.ве с.;оt;тоит И3 п .векторов, то 

я.вдлетL:л бёL3иL:ом. 

в динеЙliОМ нpoc.;тpct.liL:TBe BL:e бёL3ИL:ЬI pct.BliOllpёLBliЬI. в е.вкди­

довом же нpoc.;тpct.li(;'I'Be lia.lIИ '-1Ие C'KU,Jl,,}l,p'Н,Uё,U умnИЖf'Н,'U,Я, 1103ВО­

JIЛет ВЬIДе.lIИТЬ t;реди BL:ex бёL3ИL:ОВ OpTOl'Olia.lIЬliЬie и OpTO!iOpми­

poвct.liliЫe, которые бодее у добliы и и1 ·рсt.ют в JIИlieЙlioЙ а.111 'ебре 

родь, alia.1101 ·и<tнy ю роди np,Я,м,uyc:,uд1:>nuй с·ис1пемы ·к:uupdщ-f.,u,m .в 
V 

сt.liа.11ити <tеt;кои 1·еометрии. 

Определение 3. 7. Орто1·01iа.11ьliыЙ бёL3иt; liёL3ы.вают ор­

топор.мироваппы.м, et;JIИ ксt.ждый вектор э·1·01·0 бёL3и.L:сt. имеет 

nирму ( dд·uny), pct.вliyю единице. 

До11одliи.те.11ьliое требо.ваliи.е к liopмct.м .векторов .в ортоliор­

мировсt.нном бёL3иt;е в нриliцине не лвдлетL:л t;y щеt;т.венliым, тсt.к 

КёLК дюбой орто~ 'Olia.JIЬliЬIЙ бсt.3И.t; де1 ·ко нреобро,30.вёLть .в орто-
V 

норми.ро.вёLнныи, умножсt.Л .векторы НёL t;оот.ветt;т.вующи.е норми-

рующие коэффици.еliты (рёL3.ЦеJ1и.в ксt.ждый вектор бёL3иt;сt. lict. е1·0 
ДJIИliY) . О дю::1..ко .цонодliи.теJIЬliёLЛ liОрми.ровксt. векторов у нрощсt.­

ет и.3JЮЖеliи.е теории.. 

Пример 3.11. Си.L:темёL и3 трех .векторов а= (1, l>, - 1), 
Ь - (1, О, 1), с - (l>, 1, l>) в еf>кдиdиf>им ирифмеnm'Ч,еским npu­

cn1,puncmf>e IR:5 обра3ует орто1'Оliа.11ьliыЙ бёL3и.t; , нотому '-iTO 

(а , Ь) = ( а, с) = ( Ь, с) = l> . Этот бёL3иL: lie я.вJнш·1•t;я ортоliорми.­

ро.вёLнным, тсt.к ксt.к, нёLпример, [la[I = jl 2 + 02 + (-1)2 = /2 :/= 1. 
Чтобы этот бёL3и.t; t;дедать ортонормироваliным, liужно векто­

ры а и Ь рёL3деди.ть lict. их tlормы, т.е. lict. '-iИL:JIO ~ -

Пример 3.12. Некторы i, j обрёL3уют ортоliормиро.вёLliliЫЙ 
бёL3ИL: .в нроt;трёL!it;тве V2 L:вободliых .векторов liёL шюL:коL:ти. 

То<tно тсtк же .векторы i, j, k обрёL3уют ортонормиро.вшнiыЙ 
бсt.3и.t; .в нpoL:тpёL!it;'I'.вe V:5. 



94 3. Е13КJ1ИД013Ы lll!OCTJ?AHCTHA 

3.7. Выч:исленил 
в ортонормированном базисе 

Ис..:110J1ьзовани.~ upmunupм'Upuвun·Н,ыx бuз'Uсuв обд~г'iа~т вы­

'iИ.С..:дени.е cr,;aл,Я,pnuё-u прu'Uзведеп·u,Я, но r,;uupд'Unumuм вer,;mupuв. 

llyt.:ть в евr,;л·иduвuм прuстрипстве [ задан некоторый 61:tЗи.t.: 

е = ( е1 . . . еп). i->ас..:с..:мотри.м два нрои.звольных вектора х и у 

в этом нрос..:транt.:тве . Эти. векторы нредt.:'l'ашшютс..:я. в 61:tЗи.с..:е е 

с..:вои.ми. координатами.; 

Зани.шем эти. разлuжеп·ия, вer,;mupuв пи баз·ису в матри.'iной 

форме; 

(
Xl) 

х = ех, х = : , 

Хп 
(~l) 

у= еу, у= . . 

Уп 

Скадлрное нрои.зведени.е векторов х и. у может быть выра­

жено 'iерез t.:каJrлрные нрои.зведени.л в~кторов 61:tЗи.с..:а; 

п п п п 

(х, у) = (Exiei, LY1e1) = EExiYJ (ei, е1). 
i-'l J-'l i-'l J-1 

Сос..:тави.в и.з t.:каJ1лрных нрои.зведени.й 61:tЗи.t.:ных векторов ква­

дрс1,тную мс1,три.цу 1' = ( ( ei , ej)) 11орлдкс1, п, мы можем зс1,11и.-
V 

с..:агь с..:каJrлрное нрои.звед~ни~ зада!:lных векторов в магри. 'iнои 

форме: 

Мс1,трицс1, Г лшшетt.:я. r.;и.мметри.'i~t.:кой в с..:и.ду комму тати.вноr.;ти. 

011ерс1,ци.и. t.:каJшрно1 'о у множени.л. Ее н1:tЗывс1,ют .матрицей 

Гра.ма t.:и.t.:темы векторов е1, . .. , еп. 

Пуt.:ть 61:tЗис..: е лвллетс..:л орт-онормированным. Тогда t.:каJ1лр­

но~ нрои.зв~д~ню; (ei, ej) нри. нес..:ов11с1,дс1,ющи.х i и. j рс1,вно нудю, 
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') 2 
а. l:Ка.J1лrные КJ:3.а.ДJ-->а.ты ба.Зи.(.;ных J:3.eктoJ-->OJ:3. J-->a.J:3.HЫ et = Jleill = 1. 
Этu 31:ia.'iИ.'1' 7 'iTU дш1 urтuнurми.ru.1:щннu1-u ба.Зи.L:а. ма.тrи.ца. 1' 
ЛJ:3.длетс.:л ед и.ни. 'iНОЙ. lluэтому 

. г г 

(х,у) = х Еу = х у = Х1У1+Х2У2 + ... +ХпУп· 

н "IёLС.:ТН:U С.:ТИ7 В UJ-->TUН:UJ-->MИJ-->UBёLHHUM ба.ЗИ(.;е nирма вeKTUJ-->ёL Х 7 
V 

КОТОJ-->ёLЛ ВЫJ-->а.ЖёLеТ(.;Я. 'ieJ-->e3 (.;Ка.JlЛJ-->НЫИ КВёLДJ-->ёLТ ЭТОl'О вектОJ-->ёL~ 

может быть выч:и.(.;JrенсL нu фurмуле 

l lx J l = ✓(x,x) = /xf + ... +x~=~, (3.7) 

ct ддл кuс.:и.ау(.;сt ус,.л,а ер мt:жdу ненудевыми. в t:кrriupaм'U х и. у 

ноду 'icLeм J:3.ЫJ-->ёLжени.е 

XtYl + Х2У2 + · · · + ХпУп 
C.:U8 ер = -----;::::::;::;:::====~::::::;::;:::====. 

V 'Xi+ +x-2.j·yi+ + yi l · · · п, l · · · п 

(3.8) 

н OJ-->TOHUJ-->MИ.J-->OJ:3.ёtJ:iJ:iOM ба.Зи.(.;е е1 ' .. . 7 еп ТёLкже у LlJ-->UЩa.eтc.:я. 

вы 'iИ.С.:дени.е KOOJ-->ДИ.Jia,T J:3.eKTOJ-->ёt: они. ВЫJ-->ёLЖёtЮТС.:Я: '-lereз (.;Ка,­

дЛJ-->НЬШ LlJ-->UИ.ЗJ:3.едени.л . Е(.;дИ. х = х1е1 + ... + Хпеп 7 тu1 умнuжи.J:3. 
J-->a.Bt;Ji(.:TBO (.;Ka.JlЛJ-->liO Jiёt BeKTOJ--> e i 7 JiёLХОДИ.М7 '-!ТО 

Пример 3.13. Н евкди.дuвuм ёtJ-->и.фмети.'iе(.;кuм LlJ-->U(.;'l'J-->ёLH­

c.:твe IR4 нсLЙдем у1'Од между вектоrа.ми. а= (-1 7 11 U, 2) и. Ь = 
= (2, - 1, 1, U). Со1'дсLс.:но фоrмуде (3.8), 

(-1)·2 + 1· (-l)+U·l+2 ·U -3 1 
(.;oscp= ✓(-l)2+ 12+ u2+ 22 ✓22+ (-l)2+ 12+ u2 = JбJб=-2· 

3.8. Процесс ортогонализации 
Грама - Шмидта 

Н ксLждом ди. t:вr,;л;иdивим npuc:mpanc:rnвt: с.:уще(.;твует ирти­

'Н,Ирм'Uрови.,'Н,'Н,Ый баз·ис:'? Ненuс.:rед(.;'l'веннu и.3 uнrедедени.я. UTJ:3,eт 

Jia, ЭТОТ J:3.UllJ-->0(.; LlОду'iИ.ТЬ Jie.Jlb3Л. KJ-->OMt; Т01'07 фOJ-->Ma.JlЬJ:iOl'O ОТ-
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веl'а. lia. во11µ0L: lie ДOL:Ta.TO'iliO, liY ЖliO у меть .1:iа.ХОДИ.ТЬ И. (.:'1·µои.ть 

та.ки.е ба,3и.L:ы. 

Ответ На. ПОL:Та.ВJШННЫЙ вопµоL: утвеµдит~IЬНЬIЙ1 а, ПОL:тµо­

и.ть оµто.1:iоµми.µова.liliЫЙ ба,3и.L: можliО1 0·1тщ1ки.ва.л(;ь от liеко­

тоµо1 ·о И.(;ХОДНОl'О ба,ЗИ(.:а,1 11µи. llОМОЩИ. а.Jll'Оµи.тма., котоµый На.-

31:>Ша.ЮТ процессом орто~опадизации Грама - Шмидта. 

Издожи.м этот с\.lН'Оi->и.тм. 

llу(;ть f = (fi . . . f,i) ~ liекотоµый ба.зи.L: в п-мерним евкJ1и.­

ДОJJОМ npuc:rnpaнc:rnf3.e [. Моди.фициµуя этот ба,3и.(; 1 мы будем 
L:'l'VOИ.'lЪ liOJJЫЙ ба,3и.L: е = ( е 1 . . . e,i), котоµый будет оµтоliоµ­
миµова.нным. llо(;Jrедова.т~rьно выч:и(;Jrлем вектоµы g1 и е1 1 У2 

и. е2 и. т.д. 110 фоµмуда.м; 

(З.9) 

1 'еометµи. 'iеL:ка..я. И.JlJlIOL:Tµa.ци.л этой llOL:JleДOJJa.TeJIЬliO(;TИ. IJЫ­

'iИL:JШliИ.Й 11µи п = З (диlieЙlioe 11µ0 L:·1·µa.li(;'l'JJO V3) нµи.ведеliа. lia. 
µи.L:. З.4. 

Ддл oбoL:liOBa.liи.л щп'оµитма. liYЖliO 110ка,За.'1ъ 1 '-J.TO liИ одиli 
и.з 110L:JH:ЩOBa.TeJ1ьlio вы '-J.И.(;д.я.емых вектоµов Yi lie лвJ1летt.:.я. ну11,е ­

f3.ЫМ f3.екrпирим (и..1:iа.ч.е 11µoцeL:L: обоµвщ1L:.я. бы нµеждевµеменно) 

и. '-J.TO вL:е вектоµы Yi I i = 11 п, 11011ctµlio ирп~uё-ина11,ьны. '1'01 'Да. и. 
вектоµы ei, i = 11 п, обµа,3уют оµто1'ОНс\.11ьную L:иL:тему, но нµи. 

этом нирма ка.ждого из эти.х JJектоµов µа.ш:ш единице. Оµто1'0-

нщ1ьна..я. c:'Uc:rneмa из п ненудеJJых f3.eк·rnupuf3., L:Ol'Jla.L:нo теоµеме 

З.4, 11,'(.tнейни не;заf3. ·uс:·има и поэтому в п-меµном евклидовом пµo­

L:'l'Va.li(;'l'Be лJJJшет(;л ба,3и.(;ом. 
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Риt.:. 3.4 

Дока,31::1.,1·~1ьlт1>0 онир1::1.,етt,:я. н1::1., метод м1::1.,тем1::1.,тич.еt,:кой индук­

ции. J:3 (.:00'1'JJe'l'(.:'l'IJИИ (.: этим методом мы будем ДОКаЗЬШа.ТЬ1 '-ITO 

ддл дюбо1'0 k 1 k = 11 п1 1>екторы е1 1 ••• 1 е1,; обр1::1.,3уют орто1·0-

нсt,11ьную t,:иt,:тему и ддины их ра.вны единиц~. Этu утверждени~ 

оч.е1>идно нри k = 11 та.к к1::1.,к в этом t,:J1yч.a.e 1>ектор gi ненудевой1 
нотому ч.то р1::1.,вен вектору f1/ llf1 II единич.ной ддины, а. t,:иt,:тему 

1>екторов, (.:0(.:'l'Оя.щую И3 ОДНОI'О 1>ектор1::1.,7 (.:'-IИТа.ЮТ Op'l'Ol'OHШIЬ-
u 

нои но онр~д~J1ению. 

llyt,:·1ъ векторы е1 1 ••• , е1,; обраЗуют орто1·онш1ьную t,:иt,:тему . 

Выч.иt,:дим но1>ыЙ 1>ектор Yk.:+l но формуде 

(3.10) 
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llр1::щ110Jюжив, '!ТО Yk+l = О, за.кдю'-ш.ем, '!ТО 

т.е. вектор fk+l лВJrлетt.:л дии:ейи:ой комби.1:iа.цией векторш~ 

е 1, ... , ek, которые в t.:и.ду ( 3 .9) выра.жа.ютt.:я. 'iеµез векторы 

/1, ... , fk• Следова.тедыiо, этот вектоµ лвдлетt.:л ,11/U'Н,eU'Н,UU 

'Кимб'U'Н,U'U/иеи t.:и.l:темы векторов f1, ... , fk , а. l:и.t.:тема. вектоµов 

/1, ... ' fk, fk+l, t.:Ol'Jli:Lt.:Ш) l'еореме 1.1, Jl, 'U'Н,t;'Й,'Н,U ЗUf> 'U(; 'UMa. Но это 

11роти.воµе'iи.т уt.:Jюви.ю ди.и:еЙliОЙ и:еза.виt.:и.моt.:ти t.:иt.:темы f1, ... , 
f п ( t.:войt.:тво 2:; , t.:. 2о). 

И1·а.к, 11µед1юJюже.1:iи.е о том, '!ТО Yk+l = О, 11µи.ведо к 11ро­
тивоµе'iиЮ и. 11отому и:евеµи:о. Нсtм оt.:тсtетt.:л убеди.тьl:л, '!ТО 

вектоµ Yk+l oµтo1'0lic\.JШ.1:i ксtждому и.з векторов е1 , ... , ek . Умliо­
жи.м pctвelit.:т1:.ю (3.10) t.:кшн1µ.1:iо lict вектор e i , l'Де i ~ k. У'iи.ты­

ВаЛ.1 '!ТО векторы ej llOllc\.l)liO OpTOl'Olic\.JlЬliЫ нµи. j ~ k' llОду'iим: 

(Yk+l, ei) = ( fk+l1 e i ) - (fk+l1 e i ) (ei1 e i ) = 

= (fk+ l1 e i ) - (fk+l1 e i) = о, 

·1·сtк ксtк (ei, ei) = 1. Сдедовсtтедьliо, вектоµы е1, . .. , ek , ek+l , l'Де 

ek+l = Yk+1/ IIYk+l 11, обµазуют орто1'О.1:iШ1ь.1:iую си.t.:тему векторов 
и имеют едии:и'iliУЮ дди.liу. 

Мы нoдliOl:'l'ЬIO обоt.:liовш1и. нроцеt.:l: l 'рс1,мс1, - Шми.дтс1,. Кс1,к 

t.:JШДt.:тви.е можем t.:форму ди.ровс1,ть t.:деду ющи.Й теорети. 'iеt.:ки.Й 

резудьтсtт. 

Теорема 3.5. 1::3 'КИ'Н,ечжuмер'Н,ИМ евкди.довом прис:rпра'Н,с;тпве 

t.:ущеt.:тв ует орто.1:iормировсtliliЫЙ базиt.:. 

llpи. нµсtкти. 'iески.х нµи.менения.х нµоцес(.; 1 pctмct - Шми.дтсt 

у доб но моди.фи.ци.µовс1,ть та.к, 'iтобы 01 ·ра.ни. 'iи.тьсл вы '-!И.t.:J1ени.ем 
вектоµов Yi и. не И.(.;НОдьзова.ть и.х ноµми.µова.нные вс1,µи.с1,нты 

e i . Н этом (.;ду 'ii:Le liY ЖliO 11осдедовс1,теJ1ь.1:iо вы '-111(.;ди.ть векторы 
g1 1 ••• , Yni с1, зс1,тем провеt.:ти их ноµмировку, пµи.водлщую к 

век то µс1,м e i . Чтобы мод и.фи.циµ о вс1, 1ъ шп ·оµ ит м вы 'iиt.:J1ени.й, 
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в девой KOJIOJ:iKe (3.9) 3a.MeJ:iИM вектоµы ei J:ia. g i COl'Jla.CJ:iO 
фоµмуда.м в нµа.вой колонке. lloдy ч:им: 

Пример 3.14. Н диш~Йl:iом нµостµа.нстве V2 µа.ссмотµим 

вектоµы а1 и а2 с ддиl:iа.ми. la11 = 2, la21 = б и. у l'JIOM между J:iИ.­
ми tp = 7Г / 3. Та.к ка.к вектоµы l:iel:iy девые, а. у l 'Од между 1:iи.ми. 

не J.->a.BeJ:i l) иди 7Г 1 они некою1инеа.J.->1:iЫ1 а. нотому обµа,3уют бёt3ис 

в V2. llоr..:тµоим нµи но мощи нµоцеr..:са. l 'µс1,мс1, - Шмидта. oµтo-

1:iOJ.->MИ.J.->OBa.J:iJ:iЫЙ бёt3ис. Со1 ·дa.t.:J:iO oниCa.J:il:iOмy выше ёtJн 'ОJ.->итму 

J:iа.ХОДИ.М: 

За.тем нолуч:енные вектоµы g1 и: g2 1:iOJ.->MИ.J.->Y~м; 

Нектоµы а1, а2 И. HOC'l'J.-)OeJ:iJ:iЫЙ 110 J:iИ.M OJ.-)TOJ:iOJ.-)MИ.J.-)OBёtJ:iJ:iЫИ 

ба.зис е1, е2 нµедста.вдеl:iы J:ia. µис. 3.5. 
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Рис. 3.5 

3.9. Ортогональное дополнение 

Ка.к <..:леду~н· 113 теоµемы 2. 7, в 11µ0113водыtом ,11,-uut:й'Н,им, npu­

crnpu1-u;mвe [, любое д'uнейние nudnpucrnpm-u;mвu 1----l имеет пря­

мие dunuднt:'H/Ut:1 т .е. та.кое диlieЙlioe 1юд11µ0<..:тµа.li<..:тво 1----l', что 

1----l ® 1----l' = L. Та.кое дию~Йliое ноднµо<..:тµа.н<..:тво 1----l' не я:вдлетt.:л 
един<..:твенным. Oдlict.KO в <..:дуча.е eвr,;д'Uduвu npucmpuuc:rnвu <..:µе-

V V 

ди вt.:ех во3можliых нµлмых донолнении к Да.liному динеиному 

110,LJ,ll[)OL:T[)a.li<..:Tвy OДliO ВЫД~НJ.еl'(;}i, 

Определение 3.8. Орто~опа.лr:,пь,,м доnо.лпепием ди­

lieЙliOL'O 110,LJ,ll[)O<..:T[)a.li<..:TBct 7---l В eBКJ111,LJ,OBOM 11[)0<..:T[)a.li<..:TBe t lia.-

3ЫBctIO 'l' множеt.:т1ю 1----l l. вt.:ех вf::r.:mupuв х Е t: 1 uprnИё,UUUдtJuыx 
ксtждому вектоµу JlИlieЙliOГO llOДll[>OL:T'l)ёtH<..:TBct 1----l. 

Пример 3.15. В евкли.довом нµоt.:тµсtнt.:тве V3 свибиduых 

веr,;тирив µа.t.:<..:мотµим диlieЙlioe ноднµоt.:т!)а.li<..:'1•во 1----l вектоµов, 

11ctµcL.11д~1ьliыx ДctliliOЙ шю<..:коt.:ти (<..:м. нµимеµ 2.1) . То1-дсt oµтo­

l'OHcLJlьtiЫM донодliеliи.ем 1----l l. будет множе<..:тво вектоµов1 неµ­
нендику длµных к этой шю<..:коt.:ти (µиt.:. 3.б, и), в 'ГО вµемл ксtк в 

Ксt'iе<..:тве lll)ЯMOL 'O ,LJ,OllOJllieliIOi 1----l 1 MOЖliO В3.НТЬ 110,LJ,lll)O<..:Tl)ctliL:TBO 
V V V 

вектоµов, коддиliесtµliых нµои.3водь1iОИ нµя:мои, неµе<..:ексtющеи 
V V 

lIЛО<..:КО(.;ТЬ в единt.:твеннои TO'iKt, т·.е. не lictl)cLJlJШJIЬHOИ ШЮL:КО-

L:ТИ 11 lie дежа.щей в этой шюt.:коt.:ти. (µиt,;. 3.б, б) . Отмети.м, 'iTO в 
дctliliOM t,;J1yчa.e 1----l l. лВJпrетt,;л Jrинейным 110.цнµоt,;тµа.нt.;твом в V3 . 
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а б 

Рис. 3.6 

Теорема 3.6. Орто1'01ш.11ьное доноJ1нение 7-l J... динейноt'О 
ноднрос..:трё:iнс..:·1•ва, 7-l в евкдидовом ноднрос..:трё:iнс..:1·ве [ лш1летс..:л 

динейным ноднрос.;трё:iнс..:·1,вом в Е 1 нри <tем Е = 7-l ® 7-l J... и di111 7-l + 
+ di1117-l 1.. = di1нE. 

• Чтобы докаЗё:iть, <tто 7-l J... лвдлеп.:л динейным ноднрос.;трё:iн­
с..:твом в [ 1 нужно нроверить у с..:Jювил 1) и 2) онредеJшню1 2.1. 
Нзлв ДВа, нрои3ВОJ1ЬНЫХ вектора, Х И у, нринё:iддеЖё:iЩИХ 7-l J..., 
ум·киж·им скадяр'/-1.,И их сумму Нё:i нроиз1:юдьный вектор h Е: 7-l . 
llоду<tим; 

т.е. ддл дюбых векторов х и у из множес.;твсt 7-l.1. их с..:уммсt х + у 
нринсtдлежит тому же множес..:тву. 

Тенерь рсtс..:с.;мотрим при·извеdе'/-1.,·ие векrпира х Е: 7-lJ... на нро­
изводьное дейс.;твитедьное 'Ч/Uсди л. Ддл 11роизводьно1·0 вектора. 

h Е: 7-l 
( лх 1 h) = л ( х 1 h) = л · О = О 1 

и ноэтому лх Е: 7-l J... 
7 

ес..:J1и х Е: 7-l J.... Сдедовсtтедьно, 7-l J... лвJ1летс..:л 
J1инейным нод11рос..: 1·рсtнс.;т1:юм в Е. 

Отметим1 <tто дюбой вектор х 7 нринсtддежсtщий нерес..:е<tе­

нию 7-l n 7-l J... 1 ортоt'ОН.-.tден с..:сtмому с..:ебе; ( х 1 х) = О, та.к ка.к J1юбой 
вектор из 7-lJ... ортОt'ОН.-.tден J1юбому вектору ноднрос.;трсtнс..:твсt 
7-l. Но вектор орто1·онсtJшн с..:сtмому с..:ебе дишь в том c..:J1y<tcte1 

когда OlI нудевий (акс-иима г) скадярНИё,И умнижен-ия). Поэто­

му 7-l n 7-l J... = {О} 1 а. с:умма 7-l + 7-l J... рсtс.;с..:мсtтривсtемых д-uнейных 
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nuдnpuc:rnpanc:mf> лвд.ю:~тl:л 'nрямuй (l:м. теоrему 2.3). ДоксLжем, 
'-!ТО ЭТёL 111-)Я.МёLЛ t;y ММёL l:OBllёLДёLeт (;0 Вl:ем евкди.довым 11pOl:TpёLH­

l:TBOM [ . 
.Выберем 1шкоторый uprnunupм'UpVf>U'f-mый баз'Uс: f1, ... , fm 

в JIИ.lieЙliOM llOДll!-)Ol:T!-)ёLlil:TBe н и ДOllOJlliИ.M el'O до баЗИ.l:ёL 

f1, ... , fm, fm+l , ... 7 fп во вl:ем евкди.довом 11pot.:тpcLlil:твe 

[ 7 dirн[ = п. Иt.:хо,цл и.з это1'О бсLЗиl:ёL 11оl:троим нри. номо­

щи. нроцеl:l:ёL 1 'рёLмёL - Шми.дтёL opтoliopми.polla.liliЫЙ баЗи.l: е = 
= (е1 . .. ет ern+l . .. e,i) ll [. ТёLк ксLк нервые rn векторов 
/17 .. . 7 fm И.l:XOДliOl'O баЗИl:ёL llOllёLpliO 01-)TOI'OJ:ic\,JIЬJ:iЫ и. имеют 

единичную ддину1 нроцеl:l: орто1'онщ1изации Оl:ТсLви.т и.х без 

измеliеliия.1 т.е. ei = f i , i = 11 rn. Нектоrы ern+1 1 ••• 7 еп opтo­

l'OJ:ic\,JIЬliЫ ка.ждому и.з векторов е1, ... , ет баЗи.l:а. ди.lieЙJ:iOl 'O 

11oд11pot;тpa.lil:'l'lla, н и., (;.IIeдollёLTt'..JlЬliO, opтOl'Olict.llЬliЫ н , Та.К Ка.К 

н = ~pёLII { е1, ... 1 е,п}. llоэтому Bl:e OJ:iИ lIOllёLДёLIOT в OpTOl'OJ:ic\,JIЬ­
нoe допол1Iе1Iие Н 1-. 

i->ёLl:l:MOTpи.м 11рОИ.3ВОJ1ЬliЫЙ llектор Х Е [ И. зани.шем е1 'О 

раз,11,uжен,ие пи базщ;у е; 

Jle1'KO увидеть, '-!ТО х1 = х1е1 + ... + Хтет еl:ть вектор из Н, 

а. Х2 = :crn+lem+l + .. . + 'J:nen еl:ть вектор из н_1- 7 при этом 
х = х1 + х2. Сдедовательно1 х Е Н ® н_1-, и. ТёLК как вектор х 
выби.рсt.11l:я. нрои.зводьliО1 то Н ® Н 1- = [. 

CoгJictl:llO l:дедl:тви.ю из теоrемы 2.5, и.з l:оотllоше1Iил Н ® 

® н_1- = [ вытекает l:J1едующее pcLвelil:твo ддя размернuс:rпей; 
dirн[ = dirн Н + dirн Н 1- . • 

Следствие 3.1. КсLково бы liИ. быдо ди.lieЙlioe 11oд11pOl:'1·pali­

t;твo Н в евклидовом нроl:трсLнt;тве [ 7 любой вектор х Е [ MOЖliO 

OДli031Iёt'iHU прtЩl:ТёtВИ.ТЬ В ви.де 

(3.11) 

l'де h Е н, hl_ Е н1- . 

• ДеЙl:тви.тедьJ:iО7 это утверждеliи.е 03J:ict'--lcLeт, '--lTO [ = Н ® Н 1-. • 
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Нектоµ h в IJаЗJюжени.и. (3.11) на.Зывсtют орто-гопа.л,r:,пой 
проекцией вектоµсt х нсt ди.нейное 11од11µ0L:тµсtнL:тво 7-l, ct 
вектоµ h l.. - орrпо-гопа.л,r:,пой состав.л,л.ющей вектоµсt х 
OTliOL:И.TeJlЬliO ди.неЙНОl'О llOДllIJOL:TIJc\.lil:TBc\. 7-l. 

Ксtк 11O(.;ТIJОИТЬ OIJГOГOHcl.JIЬHOe ДOllOJIHeниe К дсtнному линей­

ному llOДllIJOL:TIJc\.H(.;TBy'( llyL:ть ди.нейное llOДllIJOGTIJc\.H(.;TBO 7-l 
011µеделено нсtи.бодее IJa.L:llIJOL:TIJctнeнным L:110L:обом - ю:tк л·и­

·1·н::1),-н,ах uбuлu·ч.,ка некотоµой сис:темы вектuрuв а1, ... , ат . 

Согдс\.L:НО 011µедедени.ю 3.8 оµтогонс1.J1ьно1'0 до11однени.я: 1 дюбой 
вtжгоµ х с 7-l l.. цоджен быть оµгогонс\.Jlен ксtждому и.3 векго­
µов a i; 

i=l,rn. (3.12) 

Нс1,обоµот, е<.;ди: вектоµ х удовдетвоµлет L:и:L:теме µс1,венL:тв 

(3.12), т .е. он оµто1'онс1,ден кс1,ждому и:3 вектоµов a i, то этот 

вектоµ оµто1 'ОНё1.JШН и любой л·инеинuи кuмбuн.,a'l.l/U'U L:и:L:темы век­

тоµов а1, .. . , ат ( L:M. 3.5). ЗнсL'iИ'l', х оµтогонёl.Jrен ксtждому 

вектоµу Jiи.неЙНОl'О llOДllIJOL:TIJa,H(.;TBa, 7-l = ~IJa,Il { а17 .. . 1 а,п} и. 11µи.­

На,Ддежи.т ди.нейному 1юд11µ0L:тµс1,ш..:тву 7-l l.. . 

И1•с1,к, (.;И.L:TeMcL уµс1,внени.Й (3.12) OllИ.L:ЫBcLeт OIJTOl'Olia,JIЬHOe 

ДOllOJIШ:~HИ.e ди.неЙНОl'О lIOДllIJOL:TIJa,li(.;TBc\. 7-l. Зшrи.шем эту (.;И.­

t.:тему в КООIJДИ.На,Та.Х в некотоµом OIJTOliOIJMИ.IJOBa,HliOM ба.Зи.t;е 

е = ( е1 . . . e,i). lly t.:ть векгоµы a i в этом ба.Зи.t.:е и.меют· IJаЗ­

дожени.л 

Кооµди.нс1,ты 11µои.3водьно1'О вектоµсt х в том же ба.Зи.L:е обо3нс\.­

L1и.м х1, .. . , Хп., 7 т.е. 110Jrctl'cteм, 'iTO 
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Tul 'Да. в U(Уl'uнuµмиµuва.ннuм ба.зиt..:~ е 

(ai1 х-) = (аае1 + .. . +ainenix1e1 + ... + хпеп) = 

= U,ilXl + .. , + Ui nXn, i = 1, 'fn. 

Та.ки.м uбµа.Зuм, t..:и. t..:т~ма. (3.12), за.11.и.t..:шншл в кuuµди.на.та.х 

UTHUL:ИTMЬHU uµтuнuµмиµuва.ННUГU ба.ЗИL:а. е, им~~т вид 

(3.13) 

т.~. 11µ~дt..:1'a.Bд}i~'l' t..:uбuй uднuµuдную t..:и.t..:т~му и.з тп ди.н~йных 

аJП'~бµа.и.'-i~t..:ки.х ура.вн~ни.Й t..: п н~и.зв~<..:тными.. Стµоки. ма.тµи.цы 
А этой t.:и.<..:темы <..:uш1а.да.ют <..: на.бuµа.ми. кuuрди.на.т вектоµuв 

а1 , ... , ат. lluэтuмy мс;1,тµи.цс;1, А им~~т µс;1,1н', µс;1,вный µс;1,нгу 

t.:и.t..:темы вектоµов а1, ... , а,п 1 т.е. этот µс;1,н1' t..:овна.да.ет <..: 
l-)а.Змеµнuстью ди.неЙНUl'U lIOДlll-)OL:Tl-)a.tit.:TBa. н . 

Ка.ждо1:; µ1:;ш1:;ни.1:; <..:и. <..:т~мы (3.13) 11µ1:;дс·1'а.&1шет t.;Uбой на.бuµ 

кuuµди.на.т некотuµо1'U вектuµа. и.з 1-ll.. и. на.uбuµuт1 дюбой век­
тuµ из HJ... uниt..:ьша.~т µ1:;ш~ни~ t..:и.t..:т~мы (3.13). lluэтuмy мuжнu 

V V 

t.:Ка.Зс\,ТЬ) '-!ТО MHUЖ(:;(;'l'BU В(.;(:;Х µ1:;шени.и этои t.:и.<..:темы еt..:ть JlИ-

нейное 110.Цlll-)U <..:Tl-)a.tiL:TJ:IO н J... . CUl'Jlc\,(.;tiU теuµеме 3 .о , этu llUД­
lll-)UL:Tl-)c\,ti(.;TJ:IO и.м1:;е1' µа.Змеµнut..:·1ъ п - diп1 Н = п - Rg А. Мнuж1:;­
t.:тво µешени.й однuµоднuй <..:и.стемы ди.нейных а.111'ебµа.и. '-iеtжи.х 

уµа.вн~ни.й ( СЛАУ) uни.t.:ыва.е·гt.:я нµи нuмuщи фу·1-и}аменrпал,иний 

с: ·ис:темы решений. На.нuмни.м, '-iTO t.:тuдбцы фу l:iДа.мента.11ь-

1:iUЙ t..:и.t..:т1:;мы µеш1:;l:iи.Й ди.нейнu l:it:;За.ви.L:и.мы, а. дюбu1:; µ~шt:;l:iи.e 

OДl:iOl-)OДl:iOЙ CJlAY 11µ1:щt..:та.вJшетt.:л в в.и.де ди.llеЙаой комбина.­

ции. (;'l'Одбцов фyllДc\,M(:;fiTc\,JlЬliOЙ (;И.(;'l'!:;МЫ µешеаий. Дµу 1 'И.МИ. 
L:Jюва.ми., фунда.меl:iта.11ьl:iа.Л t..:и.t.:тема. µешеl:iи.Й - это ба.Зи.L: в 1юд-

11µоt..:тµа.l:it.:тве вt..:ех µеш1:;l:iи.Й Дa.l:il:iOЙ OДl:iOl-)OДl:iOЙ CJIAY. Ка.ждый 
t,;тодбец фу нда.мt:;l:iТШlЬ!:iОЙ t..:и.t,;темы µ1:;шеl:iи.Й нµедt..:та.вдя.ет L:U­
бuй KUUl-)ДИ.lia.TliYIO 3а.flИ.(.;Ь Bt:;KTUl-)a. JIИ.l:ieЙllUГU flUДПl-)UL:Tl-)c\,li(.;TBa. 

Н J... в выбµа.ааом ба.Зи<..:1:; е евкди.дова. нµot..:тl-)a.l:iL:TBa. [ 1 нµи. этом 
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тсtки.е векторы в <..:овокушiоt.:ти. обраЗуют баЗи.<..: ноднроt.:трсtli­

<..:твсt Н 1-. Мы зд~<..:ь мож~м н~ раЗди. ч:сtть фундсtм~liТс::tдьliу ю 
<..:и.<..:т~му р~ш~liи.Й t.:и.<..:т~мы (3.13) и. t.:оотв~т<..:твующи.Й ~й баЗи.t.: 

OpTOl 'OlicLJlbliOГO ДOHOJilieliи.я: н l_. 

Пример 3.16. llyt.:ть ли.lieЙlioe ноднроt.:трсtli<..:тво Н нред­

t.:'l'а.вдя.ет <..:обой ди.liеЙliую ободо'i.ку <..:и.<..:темы векторов, ЗёLДёtli-

1:iых коордиliёLТсtми. в liекотором фи.кt.:и.poвctliliOM opтoliopми.po­

BctliliOM бёLзи<..:е е '--iетырехмер1iО1'O евкди.довсt нро<..:трёLli<..:твсt Е; 

1 
2 

- 1 
() 

2 
() 

- 1 

3 

11 
1() 
- 8 

9 

14 
12 

- 1() 

12 

НсLйдем ксtкой-ли.бо баЗи.<..: орто~ 'Olic\.JLЬliOL 'O донодliеliи.л Н 1-. 

Зсtпи<..:ывсt~м <..:и<..:т~му видсt (3.13) 1 и.<..:подьзул кuuрди.нсtты 

векторов a i; 

Xl + 2Xi - Х3 = (), 
2х1 хз + 3х4 = О, 

llx1 + lOxi - 8хз + 9х4 = О, 
14х1 + 12xi - lОхз + 12х4 = О, 

и. liсtходим ее фу1iдсtмеliтс\.11ьliую <..:и.<..:тему решеliи.Й. Это можliо 

<..:Д!;Jiсtть, нсtпри:м~р, <..: пuмuщью при:в~д~нил мсtтри:цы <..:и<..:т~мы 
к t.:тyнeli'--ictтoмy ви.ду методом элемеliтс\.рliых нреобраЗОВс\.liи.Й 

[III]. В ксtч:е<..:тве баЗи.<..:ных неременных выберем х1 и xi. 
То1'дс1, фу1iдс1,ме1iтс\.11ь1iм t.:и.t.:темёL решеliи.Й будет t.:одержёLть двс1, 

р~шеliи.л, liсLнри.мер; 

2 
1 
4 
() 

1 l) 
Х' · = 

-б 

3 
() 

4 

Стодбцы lia,ЙД~liliOЙ фу li.LJ,ёLM~liTc\.llbliOЙ t.:и.t.:т~мы р~ш~liи.И 

нред<..:тёLвJшют t.:обой коордиliёLты двух векторов f1, fi и.з Е, 
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обµёЫ у ющих бёЫИ(.; динейно1 ·о ноднµо(.;·1·µан(.;тва Н j_ 1 но этот 
ба3и(.; не я.~:шя.ет(.;я. оµтоноµм111"юванным. Чтобы ноду'iить оµ­

тоноµмиµованный б1Ы11(.; Н j_, ДО(.;'1·ато'!но нµименить нµоце(.;(.; 
оµто1'ОЮ::tJ1113ац1111 1 'µама - Шмидта. Сдt:;11ав это, находим век­

тоµы 91 = f11 

-6 2 -9 
(!11 ['2) 3 9 1 12 б 

9'2 = f'2 - llf1 ll'l, 11 = е () + 21 е 4 
=-е 

3 21 
4 () 7 

и оµтоноµмиµованный бёЫи(.; в динейном нµо(.;тµан(.;·1·ве Н J_; 

2 -9 

h =~=-1-е 1 9'2 1 о 
h'2=--=--e 

l 119111 у12Т 4 119'211 5../7 3 
() 7 

Дополнение 3.1. Нормы матриц 

Н 11.:u,'Н,t:U'Н,UM npucrnpa'Н,c;rnвe м,~ (~) квсtдµатных мсtтµиц но­
рлдка п 'Н,Uрму можно 3адсtвать µа3ди'iным11 (.;НО(.;обами. На-

V 

нµимеµ, это динеиное Hf.>O(.;Tf.>ct.H(.;'l'BO можно тµактовать как 

·п'2 -мернuе л·иней'Н,Uе ар·ифмеrп'шч,ескuе npucrnpa'Н,c;mвu (.;О ста'Н,­
дарrп'Н,ЫМ скаллр'Н,ЫМ ум'Н,uжен.:ием, котоµому (.;Оответ(.;·1-вует ев­

·кл·иduв а нuрма. Ддл матµицы А= ( ai j) Е: М,Ь ( ~ ) эта ноµма имеет 
вид 

IIAll'2 = EEafj• 
i -l j-l 

Ее нёЫывают евrм~идавай пар.май ю111 l'2-пар.май. 

~вкдидова ноµма магµицы никак не (.;ВЛ3ана (.; µа~;нодоже­
нием ЭJШментов матµицы но ~;тµокам и 1;·1·одбцам. Это обы '!НО 

нежеда·I'едьно, и поэт-ому она и~;подьзует~;л µедко. Бuдьший ин­

теµе(.; нµедL:тёtвдлют ноµмы мёtтµиц, 11L:нодь3ующие L:нецифику 
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зани.L:и матри.ц. Такм нuрма мuжет быть L:1:шзalia L: lieкuтu­
puй нuрмuй, задаliнuй ДJПl L:тuлбцuв матрицы. Haжliu также 

и. тu, как !!Uрма L:влзаliа L: u1шраци.ей у MliUЖeliи.я. матри.ц . Н 

этuм разделе в ектиры .л·ипейпых ирифмеrпич,еск·их пристрипсrпв 

удобш> зани.L:ывать как матри.цы-L:тUJ16цы1 отождеL:твJ1ю1 век­
тuры L:U L:тuдбцами. и.х кuuрди.tlат в L:'l'atlдapт!iuм бази.L:е ( L:м. 
заме'-lаliи.е 1.4). 

Определение 3.9. lly L:ть в ди.lieЙliuм ари.фмети. '-leL:кuм 

нpuL:тpaliL:твe JRn задана liupмa 11·11*• Нuрму ll· llm в линейнuм 
нрuL:тра!iL:тве Мп (JR) называют со~.1t,асоваппой L: нормuй 11 · 11 *, 
eL:JIИ. ДJIЛ дюбuй матри.цы А с Мп ( JR) И. дюбu1 'U L:ТUдбца Х с ]Rn 

BЫlIOJlliЯ:eTL:Я: L:UUTHUШeliи.e 

(3.14) 

Каждая: ли. норма в JR'i имеет L:Ul'дaL:uвaнliyю L: lieЙ !!Орму 
в Mп(JR)'i Ответ ш:t этuт вu11puL: утверди.тедьliыЙ. llри.ведем 

нример такuй нuрмы. lly L:ть в !Prn зада!!а !!Uрма 11 · ll'i< . На 
ди.liеЙнuм нрuL:транL:тве матриц Мп ( JR) раL:L:мотри.м функцию 

(3.15) 

Из фuрмуды tle Я:L:liO , 1ке1'да ди. uнpeдeJШlia yкaзatltlaя: фуliк­

ция:, т.е. вL:егда ди тич,пил верхплл ё-рипь и.меет коне'--11:iОе Зliа­

'-lение. Отметим, '-1TU1 L:Ul'дaL:нu икс·иимим пир.мы и L:ВUИL:твам 

матри. '-lliOl 'U у мliожеliи.я:, 

~up IIAxll* • 
l;c l.,=l 

Сдед,оватедьliо , Зlia'-letlи.e IIA[li pёtвliO TO'-lliOЙ верхliеЙ l'pcL!iИ. 

фуliкци.и. [IAx[l'i< tla мliожеL:тве {х Е JR'i ; [lx[I* = l} . Moжtlo нока­
затъ, '--lTU этu мпu;ж;еств и зимкпутие и. иё-рипич,еппие ( в '--lаL:т­

ных L:Jiy'-laлx это ноказывсLет нри.мер 3.8), cL функци.л [IAxll* 
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IO~llp~pЫBIO:t. На li~M. На ЗaMKliYTOM ОГра!iИ '--l~liliOM МНОЖ~L:ТВ~ 

li~llp~pывliaH фу liКЦИ}! O1 ·ра!iи 'i~lia и ДOL:'l'Иl -а~т 'l'O'iliOЙ в~рХ!i~Й 

гра.ни [V]. Зна'iит1 в~дИ'--lИliа. IIAlli кон~'iна1 нри'--l~М L:ущ~L:тву~т 
та.кой в~ктор у Е ~п ~ДИliИ'iНОЙ 1iОрмы1 '--lTO IIAlli = IIAYII*• 

Итак, cooтliOШ~liиe (3.15) корректliо задает фуliкцию lia 
лин:~ЙRом проL:гра.нL:тв~ M~i(~ ). Пока.ж~м, ч.то эта. фуакцил 

ЯВJIЛ~ТL:Л Rормой1 т.~. в~рн:ы три акL:иомы нормы. Ныподн~ни~ 

а.кt;иомы а.) О'--lевидно. llроверим а.кt;иому б); 

Акt;иома. в) !iОрмы та.кже вер!iа.: 

IIA + HII · = sup 11 (А+ B)xll* = sup IIAx + Hxll* ~ 
i x,LU llxll* x,LU llxll* 

IIAxll* + IIHxll* ( IIAxll* IIHxll*) ~ SLlp ------ = sup ---+ ~ 
x,LO llxll* x,LU llxll* llxll* 

~ sup IIAxll* + sup IIHxll* = IIAlli + IIHlli . 
x,LO llxll* x,LO llxll* 

Норму, онредеJшнную соотношением (3 .15) , на.Зыва.ют иn­
дуцироваnnой (или noд'Чtunennoй1 onepamopnoй) и ис110дь­

зуют ддн !!ее то же обозш:1..'iеliие, 'iTO и ддн норождающей ее 
ИСХОДliОЙ !iОрМЫ В JRn; 

И!iдуцированна..н норма. вt;е1·да. t;Ol'Jia.t;OBa.Ha. L: ИL:ХОДliОЙ нормой 
в IRn, та.к ка.к для дюбой ма.трицы А и любоt'О х ~ О 

IIAxll* ~ sup IIAxll* = IIAII* , 
llxll* x,LO llxll* ' 
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'iTO эквива,.1шнтно (3.14) нµи IIAllm = IIAII*. И!:iдуциµовсL!:iЮ:tл 
l:iOIJMcL ЛВJlЯJП't.:Л 1:iсLИМеl:iьШеИ И3 вt.:ех l:iOIJM, t.:01'Jlat.:oвal:il:iЫX t.: 

дal:il:iOЙ 1:iOIJMOЙ в ~п. Дейt.:твитедьно, нуt.:ть 3адана ноµмсt 11 · 11 в 
JlИl:ieЙl:iOM lll-)Ot.:Tl-)al:it.:Tвe McLTIJИЦ Мп ( ~), t.:01 'Jlat.:oвal:il:iaл t.: 1:iOIJMOЙ 

11·11* в ~п. Ныбеµем 11µои3водь1:iую матµицу А, cL в KcL'iet.:твe 

вектоµсt х выбеµем тот, 1ш. котоµом функцил IIAxll*' доt.:тигс1.,ет 
l:iаибодьше1 'О 31:iсL'iенил нсL мl:iожеt.:тве { 11 х 11 = 1} вt.:ех вектоµов 

едини 'il:iOЙ ноµмы. То1·да 

тс1.,к кс1.,к нормс1., 11 ·11 t.:01 'дсLt.:01щнс1., t.: нормой 11 · 11*. 
1 'оворлт, 'iTO 1:iормс1., 11 · 11 в ди1:iеЙ1:iом 11pot.:тpct1:it.:твe мсLтриц 

Мп ( R) лвшr~тt.:л .матри 'Чrnой, иди КО.Л.f;) ц.е в ой, ~t.:J1и 

IIABII ~ IIAll 11B11-

ll~рвый т~рмин l:i~ t.:овt.:~м у ДёL'i~н, тсLк ксLк бод~~ ~t.:т~t.:тв~l:il:iO 
наЗвсLть мсLтри'-11:iОЙ дюбую 1:iорму, 3ёLДёLl:il:iYIO в диl:i~Йl:iом нро­

t.:тра!:it.:тв~ матриц. Отм~тим1 'iTO дюбм Иl:iДУ цироваl:il:iал норма 
u 

ЛВJIЛ~Тt.:Л К(.)JlЬЦ~ВОИ, ТёLК как 

ддл дюбо1'О ненуде.1:Юl'О t.:тодбцёL х в t.:иду t.:Оl'да.t.:ованноt.:т.1.:1 .1.:1нду­

ц.1.:1рова1:iной !:iОрмы. llоэтому 

ЗадсLвая. IJёL3дИ'iНЫ~ ноµмы в ~п , мы ноду 'iа~м индуц.1.:1µовсLн­

ны~ ноµмы в дин~йном 11µоt.:тµсLнt.:1·в~ матµиц Mfl, (~ ). Ныб~µ~м 

в ~п ~вюн1дову норму ll· lli= 
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L'де ~ = (х1 , ... , хп). Иliдyци.µoвaliliYIO ею liOI-->MY в ди.lieЙliOM 
нµOL;TI-->ct.liL;Tвe мсtтµиц Mп(IR) на.3ьшают сnектра.л,r:,пай пар­

.май. Это lia.3Bctliиe вы3ваliо тем, '--lTO L;нектµаJ1ью:1..л liOI-->Mct. IIAlli 
матµи.цы А µaвlia /л, L'де л - мctкL;и.мaJrьlioe c:uбc:тnf>f;;'H/Н,Uf;; зна-

т 
'Чtf;;H'Uf;; маmр'U'ЦЫ А А. 

Зада.1> 1> !Rn l 1 -нирму 

в Ka.'--le(.;'l'Be И.1:iДуци.µовс:1..liНОИ LIOдy '--lИ.М QШДующую liOI-->MY; 

т.е. ноµмой матµицы А = (щ1 ) Е: M~1,(IR) лвляетL;л мс:1..кL;и.маJ1ьная: 

и.3 l1 -1:iоµм L;'1·одбцов этой мс:1..тµи.цы. llоэтому ее liа.3ывс:1..ют мак­

сима.л,r:,пай ста.л,бцевай иди. актаэдри'Чrескай. 

Н кс:1..чеL;т1>е ноµмы в IR'i выбеµем l:-,о-нирму 

'1'01 'Да.. и.liдУ ци.µuвa..liliUЙ liUI-->MUЙ будет фу liкци.n 

т.е. liOI-->MUЙ мс:1..тµи.цы А = (u,ij) Е: Mп(IR) будет мaкL;И.MaJIЬlictn и.3 

l 1-lioµм (.;'l'I-->OK этой матµи.цы. Поэтому ее liа.3ьшают макси­

.м,а.л,r:,пай сrпра'ч,nай и.ди. куб'U'ч,ескай. 

ОL;обо L;тои.·1· ев.клидо1>а liOI-->Ma матµи.ц IIAlli, котоµая. lie 
.ЛВJIЛеТ(.;Л индуци.µованной. ДеЙL;ТВИТt',JlЬНО, неп.оL;µtЩ(.;ТВеll.Н:0 И3 

оаµедеJШliи.л (3.15) иliдуци.µовс:1..1:iliОЙ liOI-->MЫ L;Jreдyeт, '--lто, каковс:1.. 

бы ни быдс:1, ноµмс:1.. 1> !Rn, и.ндуциµовс:1..нная: ноµмс:1.. f;;д'UН'UЧНИй 

маrnр'U'ЦЫ вс.;е1'да µctвlia еди.liи.це. Одliако ш~тµу ДliO убеди.тьL;л, 

Lrтo евКJrидова ноµма еди.ниLrной мс:1..тµи.цы Е Е: Мп ( !R) µавна 

уп > 1 (аµи. 'n > 1). 
Евклидовс:1.. ноµма матµи.ц я.вля.етс.;я. кольцевой. ДеЙL;т1>и.тедь-

1iО, нус.;ть дшiы к1>адµат1iые матµи.цы А= (uij ) и. JJ = (Ьjk) ноµя.д­
кс:1.. п. Их 11µои.3ведеliи.ем будет матµи.ца С = ( c;ik) (.; эдемеliтами. 
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c;ik = ailblk + щ:г,Ь:г,k + ... + UinЬnk· Тсtк ксtк, (;Ol'Jlёt(;tlO нr::равr::нсnнзу 

Киш·и 
' 

и. 

IIABII~ = ttct, ~ (ttat,) IIBII~ = IIAII~ IIBII~. 
i-l k-l i -l k-l 

В ди.lieЙliOM 11[.IOL;тpct!i(;TBe мсtтри.ц Мп (IR)i и.нтернрети.руя 
г 

е1 'О КёLК JlИ.lieИtlOe сtри.фмети. 'iet.:кoe 11pot.:тpctliL:TlIO ]Rli 7 MOЖliO 

зttдсtть l1 -норму 

IIAll1 = EEIUijl 
i =l j=l 

где А = (aij) Е: M,JIR). Н нри.Jюжени.лх теории мсtтри.ц 11ерва.л 
нормсt зсtме·1'нО1'0 и.нтереt.:сt не 11редt.:та.вдлет. НторсLЯ: норма. оце­

ни.всtет веди. 'iи.ну мсtтри.цы 110 мсtкt.:и.мсtJ1ыiому и.з сtбt.:одютных 

знсt'iеliи.Й ее эдементов и. необходи.мсt 11ри. и.зу'iени.и. t.:войt.:тв ра.3-

ди. 'iliЫX методов вы 'iИ.L:JШliи.Й. Moжtlo нокёt3сtть, 'iTO l:x)-tlopмct в 
М п ( IR) не лвдлетt.:л кольцевой, а. но тому она. не t.:огда.t.:ова.на. ни. 

t.: ксtкой нормой в IRn. Этот tlедоt.:тсtток можно 1iеЙтрсtJ1и.зовсtть, 
мо,д;и.фи.ци.рова.в эту норму. НовсLЯ: норма. 

V 

отли. 'iа.ЮЩсLЯ:t.:л от t.:та.рои корректи.рующи.м множителем п1 ра.в-

ным 11орлдку мсtтри.цы1 уже я.ш1я.етL;я. кольцевои и. t.:Ol 'Jlct(;OBctнct 
t.: тремл оt.:новными. нормёLми. в IR_n; евюrидовой, l 1 -нормой и 

l:х)-нормой. 
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Дополнение 3.2. Метод наименьших квадратов 

Постановка 3адачи. ~а,<.;<.;мотrим <.;И(.;'l'ему и3 п диliеЙliых 

а.Jн ·ебl-)а,И 'i.е<.;ких у 1-)Ш~lieliиЙ ( CJ lAY) отliо<.;ите.11ьliо k lieи3вe<.;·1·­

liЫX 

анх1 + ... + U/clXk = Ь1 , 

a i 1x1 + ... + aki x k = Ь~, (3.16) 

V 

ИJlИ. В Мё:l,'1'1-)И. 'i.liOИ 3а,11И(.;И 

А:с=Ь. (3.17) 

Ка,ждому lia,бory 3lia,'i.eliиЙ liеи3ве<.;тliых <.;0110<.;та,вим 'i.И<.;да 

i = 1 п 
' ' 

котоrые liё:l,3ЫBa,IOT певязками уравпепий <.;ис..:темы ддя. 3a,Дa,li­

liOl'O lia,бora 3lia,'i.eliиЙ liеи3вес..:тliых. О'i.евидliо, 'i.TO На,601-) 3lia,­
'i.eliиИ liеи3вестliых лвдлетс..:я. rешеliием с..:истемы то1•да, и тодько 

то1'Да,, КОl'Да, с..:оответ<.;твующие ему liевл3ки в<.;ех yraвlieliии с..:и­

с..:темы 1-)a,BliЫ liY дю. 

Отметим, 'i.TO фуliкция. 

/с 
. i J (:с1 1 ••• , :с1с ) = L [Ьi - (a1iXl + ... + aki x1c ) ] 

i-'l 

На, rешения.х (.;И(.;Темы 1-)ё:l,Blia, нудю И llOJIOЖИTt;llЫia, В 0(.;Ta.JlbHЫX 

L:Jry '--Iaлx. Поэтому ее можliо 1-)ё:l,С..:t;матrива,ть Ка,К оцеliку отююliе­

нил на,бОl-)а, 31:iа,'i.ений неи3вес..:тных от TO'i.HOl ' O rешенил с..:и<.;темы. 

Е<.;ди. (.;ИС..:ТеМа, не<.;овме<.;ТНа,, то 'i.a,(.;T O В03НИКа,еТ 3ё:l,Дё:l,'i.а, На,ЙТИ 

вмес..:то от<.;утс..:твующих rешеliиЙ Та,КОЙ lia,бor 3lia,'i.eliиЙ liеи3-

веt;тных1 котоrый нrиводит к На,именьшему 3На,'i.ению функции 

f" . Та,кой нодход в rешеliи.и lieкorreк'1'liOЙ (т .е . lie имеющей 
rешений) 3а,Да,'i.И На,3ЬШа,ЮТ методом паи.мепr,ши~ квадра­

тов, 110(.;KOJlЬKY ищетс..:л МИliИМУ М фу liКЦИИ, я.вдя.ющейс..:л с..:у ммой 

КЩI..Дl-)ё:l,ТОВ. 
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Сформу JlИ.pOBёLHHi:m ЗёLДёLЧ.ёL 110 (.;ВОему тину ОТНОl.:ИТ(.;Я К KJlёL(.;­

(.;y 3ёLДёLЧ. МИ.НИМИ.3с\,ЦИИ функций МНОl'ИХ неременных [ У] И мо­

жет быть решена. общи.ми. методсtми. нои.l.:ксt ми.ни.мумсt. Однсtко 

ей можно нри.дсtть ё:1.J11'ебро-1'еометри. ч.еl.:кую и.нтернретсtци.ю и. 

подноl.:тью решить метода.ми динейной ё:1.Jrгебры. Ддл придсtнил 

зсtдсtч.е тсtкой и.нтернретсtции. будем трсtктовсtть l.:ТОдбцы коэф­

фи.циентов нри неизвеl.:тных, l.:тодбец нрсtвых ч.сtl.:тей урсtвнений 

(3.1()) ксtк l.:Тодбцы r,;uupr}uнarn rзer,;rnuporз а1 1 ••• 1 а1,; 1 Ь erз ·r,;.л,-udu­

(jU аР'ифмет,:и·ч,ес:киё-и npuc:rnpaн.,crr1,,()a IRn в c:rnaнdaprm-1.,uм баз'Uс:е, 
отождеl.:тw1ля. нри этом векторы (.; и.х (.;ТОдбцсtми коорди.нс::1,т ( (.;М. 
зсtмеч.шtи.е 1.4). То1'да. и. tlcLбop tlевлзок ypcLвtletlиЙ l.:Иl.:темы мож­
но рсtl.:(.;Мсtтри.всtть ка.к вектор d = (di, ... , dп) Е I~.п, который, 
l.:OL 'дёLl.:HO онредедению невлзок, онредедлетl.:л l.:оотношени.ем 

Чи.(;JЮ lldll на,3овем певязкай СЛАУ (3.17). Ныч.и.(;J1ив lЖё:1.J1лр-
1iЫЙ квсtдрсtт векторсt d1 liсtходи.м 

Сдедовсtтедьtlо, зсtдсtч.сt t.:води.тl.:л к онредеJШ!iИ.Ю ·1'сtки.х дейt.:тви.­

теды:tых коэффициентов х1 1 ••• 1 х1,;, нри которых ведич.инс::1, lld[I 
имеет нсtименьшее знсtч.ени.е. 

Решение 3адачи. Нведем .л,·ин.,ей·1-ше nudnpuc:тnpanc:rntю 7-l = 
= spctп { а 1 1 ••• 1 а1,;} и. е1 'О uртrwё-она.л,1.:,нuе dопо.л,нен·ие 7-l 1... }->а,3-
Jюжи.м вектор Ь нсt его ирrпиё-она.л,1.:,ную прuек'Ц'U'Ю нс::1, ди.нейное 

LIOд;llpOl.:T'l)c\,Ht;'ГBO 7-l и l.:ООТВеТl.:ТВующую upmoё-OHU.Л,t,'Н,y'IO r.;ur.;ma­

(j.Л,,}(,'IO'ЩYIO: 

'l'OL'Дci 

d = h + hl.. - (х1а1 + ... + х1,;а1,;) = 

= hl.. + (h - х1а1 - ... - х1,;а1,;) = hl.. + do , 
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L'Д~ 

lldlli = lldu lli + llh1- lli. 

Орто~ 'O.l:ic\.lLЫiё:\.Л t.:оt.:тё:\..1:шлющё:\.я. h 1- векторё:\. .l:iеш1зок 110<.;тОЛ.1:i.1:iё:\. и 
от выборё:\. коэффи:ци:е.1:iтов х i .l:ie Зё:\.ви:<;и:т. Поэтому ми:.1:iи:ми:зё:\.ци:л 

l l веди:'iи:.1:iы lldll <;1:юди:тt.:л к нои:ску ми:.1:iи:мумё:\. веди:'iи:.1:iы lldu ll . 
Этё:\. в~lИ'iИ.1:iё:\. лвшш·1тл .1:iеотри:цё:\.т~1ь.1:iоЙ и доt.:ти:L'ё:\.ет ми:.1:iи:му­

мё:\., et.:J1и: обрё:\,Щё:\.етt.:я. J::S .1:iудь, т.е. нри: yt.:JюJ::Sи:и:, 'iTO du = О. А это 
рё:\.1::S.1:iОt.:и:дь.1:iО тому, 'iTO d = h 1-, т .е. вектор .1:iевя.зок 11ри:.1:iё:\.ДJШжи:т 
ортОГО.1:iс\.llЬНОМУ ДOLIOJHieliИIO 7-l J_ и ноэтому лвллет<;Л р~Шеliи:ем 
t.:и:t.:гемы 

(aj,d)=O, j = 1, k, 

И:JlИ: 

j = 1, k, 

(см. 3.9). llot.:JШ 11µеобµё:\.ЗОВё:\.1iИЙ ноду 'iё:\.ем CJlAY 

{ 
(~~, ~~).х~ ~ ..... ~~а~, .а~)_'"~ . _(~1: ~), 
(ak, а1)х1 + ... + (ak, ar,;)xk = (ak, Ь) 

(3.18) 

(3.19) 

ОТ.1:iО<;и:т~1ь.1:iО .1:iеи:звеt.:т.1:iы.х. х1 , ... , xr,;. Мё:\.тµи:цё:\. это и си­

стемы l' = ( (ai , aj) ) - это квё:\.дµатшш мё:\.тµи:цё:\. ноµлдка k, 
11µедt.:тавJ1лющал собой миrпр·ицу Грими ддл с:'UС:rпемы веr,;тирив 

а1, ... , ak. 

Теорема 3. 7. Есди: с;·ис:тпеми веr,;тпирив а1 1 ••• , ak 1~ ·ипейпи 

'Н,е:зив ·ис·има, го ее Мё:\.Т'РИЦё:\. 1 'рё:\.Мё:\. лвллегt.:л невыµожденной. 

• Докё:\.жем рё:\.В.1:iО<;и:дьliое утвержде.1:iи:е, 'iTO et.:J1и: мё:\.три:цё:\. Грё:\.­

ма <;и:t.:темы вектоµов а1, ... , ak выµождеliё:\.1 то этё:\. с·истnема 

веr,;тирив л·u·Н,ей,г1,и :зав ·ис·ими. Ныµожд,е.1:i.1:iОt;ть матµи:цы 1 'µё:\.-
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ма озна'iает, '!ТО ее Lтолбцы динейно зави(.;имы и один из 

них, нанример нервый, лвллет(.;л J1инейной комбинацией О(.;Тс.t.J1ь­

ных [ПI]: 

ИJlИ 

k 

(ai , а1) = Lf-1,J (ai, а1), 
J-'l. 

i = 1, k, 

k 

(ai1 f) = О, i = 11 k 1 f = а1 - Lf-1,jUj. 
j_;'l, 

СледоватеJrьно, вектор f nринад;Jшжит ортогонс.t.J1ьному допоJr­

нению линейно~ 'О 11од11ро(.;тра.1:i(.;Тва 1:>рап { а1 , ... 1 a k}, а 110(.;коль­

ку f Е: sра.п{а1 1 ••• ,a1,J, то f = О, т.е. 
k 

а1 - L f-1,JUj = О. 
j-'l. 

Это pa.вeH(.;'l'J:.IO озна'iа.е·1-, 'iTO векторы а1 , . .. , ak лиlieЙlio 

За.ВИ(.;ИМы, та.к ка.к коэффициент нри а1 не равен liулю. • 
Отметим, 'iTU (.;И(.;Тема. диliеЙliых с.t.JН'ебра.и '-iе(.;ких ура.внений 

(3.19) В(.;еt'Да. (.;Овме(.;тна: ее решенилми ЛВJlЛЮТ(.;Л коэффициенты 
ра.ЗJюжения. вектора. h Е: 1-l. = sра.п { а1 1 ••• , ak} 110 (.;И(.;Теме векто­
ров а1, ... , ak, та.к ка.к в этом Q1y'-iae вектор d = Ь- h = hl. -
решение (.;И(.;темы (3.18). ЕQ1и (.;И(.;тема векторов а1 1 ••• , ak J1и-

V V 

неино liезави(.;има, то, (.;Оl'да(.;нО доказанliОИ теореме, матрица 

CJlAY (3.19) liевырожде.1:iа и эта. (.;И(.;тема имеет еди.1:i(.;ТВеliное 
решение, которое дает решение И(.;ходнuй за.да'iи. ЕQ1и же ука­

За.Нliш-J. (.;И(.;тема. векторов диlieЙlio за.висима., то ма.трица. CJlAY 
(3.19) вырожденёt. 13 этом (.;JlY'-ia.e ква.дра.тншr CJlAY (3.19), бу­
дучи сuвместliоЙ, имеет бескuне'iно много решеliиЙ и ка.ждuе 

из них дает решение исходной зада'iи. Среди этих решений 

мuжliu выбира.ть те, кuт-uрые удuвдетвuрлют ка.ким-тu дuпuд­

нитеJ1ь.1:iым у(.;JЮвилм. 
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Дополнение 3.3. Псевдорешенил 
и псевдообратная матрица 

t>а.L:L:мотµи.м L:и.L:тему Jlи.lieЙliыx а.JН'ебµсtи. ч.еtжи.х yµctвlieliи.Й 

(CJIAY) Ах= Ь, вообще 1'овоµл1 lieL:oвмeL:тliyю, L: мсtтµи.цей А 
ти.нсt п х k. Мы OL:Tctlioви.мL:н lict тех L:тодбцсtх х , котоµые ддн. 

µсtL:L:мсtтµи.всtемой <.;и.<.;темы дсtют ми.liИ.Ma.JlЬliYIO певхзку. EL:J1и. 

CJIAY Ах = Ь L:овмеL:тнсt, то та.кие L:тодбцы нµедL:тсtВJrя:ют L:обой 
ее µешеliи.Л. ~<.;ди. же CJIAY lieL:oвмeL:Tlict, то L:тодбцы, дсtющи.е 
ми.ни.ма.J1ьную невлзку, можно на.ходить нµи номощи метида 

·н.,а·имепr-:>ш·их квадраrпив. Н этом µсtздеJш изJюжи.м дµу1'0Й метод 

их lictxoждeliия, иL:нодьзуя 0·1-oждeL:тru1eliиe вектирив евкл.:идива 

ар'Uфмеrп·шч,еr;киё-и npur;rnpanr;rnвa !Rn <.; мсtтµи.цсtми.-L:тодбцсtми. и.х 
·кuupd'Unam в r.:rnandapumuм баз'Ur.:е. 

СЛАУ Ах= Ь L:оответL:твует СЛАУ А тАх = А 10 Ь1 котоµую 
н.с1.Зывсtют пор.ма.11,ь пой. 

llyL:ть а1 1 ••• , ak Е !Rn - L:тодбцы мсtтри.цы А. CJlAY Ах= Ь 
может быть зсtни.<.;сtн.сt в вектоµной фоµме: 

СовмеL:тн.оL:ть СЛАУ Ах= Ь озн.сtч.а.ет, '--lTO вектоµ Ь Е !Rn 110-
нсtдсtет в Jl,'Uneйnyю ибuJ1,u·ч,ку 1i r;·иr;1пемы вr::кrпирив а1 , ... 7 ak. 

1lу<.;·1ъ Ь r/:. 1i. i->с1.ЗJЮжим вектоµ Ь в L:умму Ь = h + h 1- , 1 'де h -
uprnuё-unaлr-:>nax прие·к·и/uх .1::$ектоµсt Ь на. Jl,'Uneй·кue nudnpur;rnpan­
r;1nвu н, а, h 1- - Up'ffWё,U'Н,U,ll,t,'Н,U.}(, (;(J(;'ffШ(j,1/,,}{,IO'ЩU,,}{, ЭТОl'О вектоµсt. 
Н.1::$еденные обознсtч.ени.н. и.L:нодьзуем .1::$ фоµмуJ1и.µО.1::$Ка.Х и. доксtзсt­
телитве L:JЩLJ;ующих тµех теоµем. 

Теорема 3.8. Ддл дюбой CJIAY Ах = Ь L:дедующи.е множе­
L:'l'.1::$а. l:OBlli:tДi:tIOT: 

- мн.ожеL:тво t.:тодбцО.1::$ 7 дсtющих мин.имш1ьн.ую ·н.,евхзку ддл 

этой СЛАУ; 

- множеL:тво µешени.Й CJIAY Ах = h; 
Т 1' 

- мн.ожеL:тво µешtши.й ноµма.J1ьн.ой CJIAY А Ах= А Ь. 



• Нирми вектоrс:1, h.J... нrед(.;·1,с:1,вллет (.;Обой ми.ни.мш1ы:iую невя.з.ку 
CJlAY Ах= Ь ((.;м. Д.3.2) 1 с:1, множе(.;тво вектоµов, дс:1,ющи.х 

тс:1,кую невлз.ку, нµед(.;·1,с:1,ш1лют (.;Обой решени.л СЛАУ Ах= h. 
У(.;Jюви.е h J... Е Н J... рс:1,вно(.;и.дьно тому, что вектор h J... орто1·0-

ншшн ю:tжд,ому и.з. J:3.ектороJ:3. а1 1 ••• , а1,: 1 т.е. 

Мы имеем CJlAY отно(.;и.тельно комнонент (.;ТОдбцс:1, h J... , котоµс:1,л 
J:3. мс:1,три.ч:ной фоrме и.меет ви.д Атh.1.. = О . 

У множим CJlAY Ах = h , решени.н. которой дс:1,ют ддн. (.;И.­
т 

(.;Темы Ах = Ь ми.ни.мш1ьну ю неJ:3.лз.ку 1 нс:1, мс:1,три.цу А (.;JШJ:3.ё:\,. 
'I' J... У'Iитывал, 'iTO А h = О, поду'Iим 

Т Г Г ГJ... Г 
А Ах = А h = A h + A h = А Ь. 

Знс:1,ч:и.т, J:3. (.;e J:3.ектоµы х, дс:1,ющи.е для. CJlAY Ах= Ь ми.ни.мш1ь-
т т 

ную невн.з.ку, я.ш1н.ют(.;н. решени..нми. CJlAY А Ах= А Ь. Нерно 
'I' 

и обµатное: e(.;JIИ J:3.ектоµ х ЛВJIЛеТ(.;Л µешением (.;И(.;Темы А Ах = 
'1' = А Ь, то дшr CJlAY Ах = Ь он дс:1,ет ми.ни.мш1ьную невн.з.ку. 

г т т 
Дей(.;ТJ:3.И.Тt',,J1ьно, e(.;Jrи А Ах = А Ь, то А (Ь-Ах) = О, с:1, это оз.нс:1,-

'--lё:1,ет , что J:3.ектоr Ь' = Ь - Ах орто1'онш1ен 1:3,екторс:1,м а1 1 ••• 1 а1,: 

и, (.;JШДОJ:3.с:1,тельно, 11ри.нс:1,д,J1ежи.т линейному нро(.;трс:1,н(.;ТJ:3.У Н J.... 
llo(.;KOJ1ькy Ь" = Ах Е Н, то Ь = Ь" + Ь'. Со1'дс:1,(.;но (.;JШД(.;'l'ви.ю 
3.1, 110(.;J1еднее рс:1,вен(.;1'вО (.;Ош1с:1,дс:1,ет (.; рс:1,3Jюжени.ем Ь = h + h.1.. . 
llоэтому Ь' = h J... , с:1, ноrмс:1, 1:3,екторс:1, Ь' , нред(.;'l'ё:\,J:3.длющс:1,я. (.;О бой 
невлз.ку, будет МИНИМШIЬНОЙ. • 

Теорема 3.9. Нормш1ьнс:1,л (.;И(.;темс:1, ди.нейных шп'ебрс:1,и'--lе-
u 

(.;КИХ урс:1,вН1:ШИИ В(.;еl'Дё:\, (.;0BMe(.;Tliё:I,. 

• CJlAY Ах = Ь (.;Оотве1т·1·вует нормш1ьнё:1,}J_ CJlAY А 1'Ах = 
'I' = А Ь. ~ешения.ми. нормш1ьной CJlAY лвллют(.;л J:3.ектоrы х , 

дс:1,ющие ми.ни.мшrьную неJJлз.ку длл И(.;ходной CJlAY Ах = Ь и 
я.шrя.ющи.е(.;л µешени.лми. CJlAY Ах = h. llо(.;дед,нля. же (.;И. (.;темс:1, 

В(.;егдс:1, имеет µешеаил, так как в вектоµной форме оас:1, имеет 

ви.д х1а1 + ... + х1,:а1,: = h, 1'де h Е Н = ~рс:1,п{а1 , ... 1 а1,;}. • 
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1' 
Теорема 3.10. Ддя. то1·0 '-lтобы liO{JмiJ.J1ы1a.л CJlAY А Ах= 
r = А Ь 11меда. eд11li<...:твelil!Oe µешеl!11е, l!еобход11мо 11 дoc1·a.тO'iliO, 

'-lтобы: 

- однороднс!Я CJIAY Ах = О бьы1а. ипределеппий; 
- µа.н1· ма.тµ11цы А coш1aдiJ.J1 с код11'-lеством ее стодбцов; 

- f>ектиры а1, ... , а,.. быд11 л·ипейпи Н,е;заfЗ·ur;·имы. 

r • Так как мliожествсt µешеli11Й с11стем Ах = h 11 А Ах = 
r = А Ь совна.дсtю·1' , то 113 теоремы о стµуктуµе обще1·0 решен11л 

CJlAY [IIIJ сдедует, '-!ТО то1·да. <...:овна.да.ют 11 множества. µешен11й 
r 

соо·1·ветствующ11х одноµодliых с11стем Ах= О 11 А Ах= О. E<...:J111 
эт11 однородliьШ с11стемы 011peдe.1Шliliы, т.е. 11меют ед11нственное 

µешение, то CJlAY Ах = Ь 11меет ед11нс.;твенный вектоµ t.:. 
м11н11мiJ.J1ьной невлзкой и нсtобоµот. Ддл то1'О '-lтобы одноµодна.л 

t.:.11t.:.тeмct Ах= О 11меJщ, единс.;твенное µешение1 необходимо и 
доt.:.та.ТО'iНО 7 'iтобы µа.н1· ма.тµ11цы А быд µа.вен код11 'iе t.:.тву 

t.:.тодбцов в ней1 11д11, дµу 1 ·11м11 t.:.Jюва.м11 1 'iтобы с.;тодбцы ма.тµ11цы 
быд11 д11нейно l!еза.в11с.;11мы [ 111]. • 

Псевдорешения и их свойства. Ес.;д11 ддя. с.;11с.;темы Ах= Ь 

беt.:.коне'-lное коди. '-lес.;тво вектоµов х да.ет минимiJ.J1ьную невя.з­

ку 7 ·го обы '-!НО выбоµ оt.:.та.НсtВJIИва.ют на. том из них1 котоµый 
имеет мини.мiJ.J1ьную ноµму. Та.кой вектоµ на,3ыва.ют пор.м,а.1(,о­

пы..м, nсевдорешепие.м, (иди нµос.;то nсевдорешепие.м) CJlAY 
Ах= Ь. Та.к11м обµа,3ом1 11t.:.евдоµешен11е с11t.:.темы д11нейных iJ.J1-
1·ебµа.11'-!ес.;ки.х у µa.вlieli11Й - это такой вектоµ, котоµый дсtет 

u 

м11н11мiJ.J1ьl!ую ш~вя.зку в этои с.;11с.;теме и. с.;µед11 та.ки.х вектоµов 

имеет м11н11мiJ.J1ы1ую ноµму. 

Теорема 3.11. Люба.Л СЛАУ и.меет 11с.;евдоµешен11е1 и 

нµитом ед11нс.;твенное. 

• Множес.;тво всех вектоµов х, дающи.х м11н11мiJ.J1ьну ю невлзку 
ддя. CJlAY Ах= Ь, 01111с.;ьша.етс.;я. фоµмуJюЙ 

(3.20) 



V 

L'Де x'i - .1:iекоторое Lш<.:т.1:iое реше.1:iие <.:оответ<.:твующеи 1iОр-

ма..11ь.1:iоЙ CJIAY; х() - общее реше.1:i.1:1.е од.1:iород.1:iоЙ CJIAY 
Аг Ах = О, которое я.вдю:~т<.:н: общи.м решtши.ем и. од.1:iород.1:iоЙ 
CJIAY Ах = О (см. дока.за.тедьLтво теоремы 3.10) . 

Обоз.1:iа.ч.и.м ч.ерез lC ди.lieЙlioe 11однро<.:тра.1i<.:т1ю в<.:ех реше.1:iи.Й 

од.1:iород.1:iоЙ CJIAY Ах = О. '1'01·да. и.меет ме<.:то 11ред<.:'.L'а.вде.1:i.1:1.е 

х = xj_ + х:.> 1' 1 1 е х:.> с lC xj_ Е lC J_ и носкодьку х:.> + х Е lC то 'i 'i 'i1 ~ ' 'i С::: ) 'i 1 'i () 1 

ДJlЛ JlIOбOL'O Х в.и.да (3.20), <.:OL'JlcL<.:.1:iO 'ffl,t:,Upt:-Mf: fl,uфac-upa, и.меем 

llxlli = llx'i + x() lli = llx~ + (х~ + x())lli = 

= llx~lli + llx~ + x() lli ~ llx~11i. 

Pa.вelil:ТBO 11 х 11 - 11 х¼ 11 ВО3МОЖ.1:i0 и. нритом лишь в eди..1:i<.:TBeliliOM 
t.:дуч.а.е ко1'да. х:.> + х = О и.ди. х = xJ_ СJшдова.тедь.1:iо <,;r)еди. 

' Li () ' 'i ' ' ,L 

векторов, да.ющи.х м.1:1..1:i.1:1.ма.J1ь.1:iую ю~влзку CJIAY Ах = Ь, м.1:1..1:i.1:1.-

ма..11ь.1:iую .1:iорму будет иметь вектор х¼, и. тодько O.l:i. Этот век­
тор лвдлет<.:л орто~ '0.1:iaJlьlioЙ со<.:та.ВJшющей (дюбо1 'О) ч.a.t.:тliOL ·о 

реше.1:iи.я .1:iорма.дь.1:iоЙ CJIAY от.1:iо<..:.1:1.тедь.1:iо д.1:1..1:ieЙ.1:iOL'O 11од11ро­

t.:тра..1:i<.:тва. '/С вt.:ех реше.1:iи.Й <.:оответt.:твующей однород.1:iоЙ CJIAY 
Ах =0. • 

Ока.зыва.ет<.:я, ч.то ддл дюбой CJIAY мож.1:iо 110<.:трои.ть та.­

кую другую СЛАУ, едиliствеli.1:iЫМ реше.1:iи.ем которой лвлл­

ет<.:л 11<.:евдореше.l:iие и.<.:ходной CJIAY. ДJш tlа.хожде.1:iи.л та.кой 

СЛАУ во<.:нодьзуемсл тем, ч.то, <.:01·да.<.:.1:iО дока.за.теды;тву теоре­

мы 3.11, у <.:дови.е м.1:1..1:i.1:1.ма..11ь.1:iости. .1:iормы 11<.:евдореше.1:i.1:1.л CJIAY 
Ах = Ь 03.1:iа.ч.а.ет е1 ·о орто~ 'O.l:ia.JlЬ.l:iO<.:ть вt.:ем векторам д.1:1..1:iеЙ.1:iо­
го 1юднроt.:тра.liства. '/С решеliиЙ соответствующей ОД.1:iОрОДliОЙ 

t.:и.t.:темы Ах = О. OpтOL'O.l:iaJlЬ.l:iO t.:ть ди..1:iеЙliому ноднроt.:тра..1:i­

t.:тву l( pa.B.l:iOC.1:1.JlЬ.l:ic\. тому ' '-!.ТО нсевдореше.1:iи.е OpTOL'O.l:ia..llЬ.l:iO 

каждому и.з векторов нрои.зводь.1:iо выбра..1:i.1:iОЙ фуг1,дамt:-'н.:rпа11,,1:J ­

г1,ий C:'UC:'fnt:-мы р t:-'Шt:-'Н,'Uй CJIAY Ах= О. У<.:Jюви.л орто1'О.1:iа..11ь.1:iости. 
нредt.:та.вдлют t.:обой д.1:1..1:iеЙ.1:iые у ра.в.1:iе.1:i.1:1.я , доба.ви.в которые к 

liорма.J1ы10Й СЛАУ, мы и п.олу'-Iи.м та.кую СЛАУ, eди.1:it.:твeliliЫM 

решtшием которой будет 11<.:евдореше.l:iи.е <.:и<.:темы Ах= Ь. 
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Пример 3.17. ~<.;J111 ма.тµица. А liудева.л, то ш.:евд;оµешеliием 
CJlAY Ах = Ь лвдлетt;л liУJШвой вектоµ. ДеЙt,;'1'в11теJ1ьliо 1 в 

этом t.:Jryчa.e liевл3ю:L не 3а,виt;ит от выбоµа. вектоµа. х и µa.вlia 

I IЬ I I- М111iима.J1ыiую же lioµмy t;µеди вt;ех вектоµов д11нейно1'0 
а.µифмети·1еt;кого пµоt;тµа.нt;тва. имеет нуш:~вой вектоµ . 

Пример 3.18. Еt;ди ма.тµица. А лВJ1летt;л ква.дра.тliоЙ 11 
tleвыµoждeliliOЙ, то аt;евдоµешеliие CJlAY Ах = Ь t;Оваа.да.ет t; 
ее обы 'iНЫМ µешеliием) ТёLК КёLК М111iИМа.JlЬШtя: невл3КёL7 µавнал 

нудю, будет ДОt;ТИL'а..ТЬt;Л на. еди.нt;твенном вектоµе, лвдлющемt;л 

µешением этой t;и.t;темы. llt;евдоµешение t;Овнадет t; µешением 

11 в t.:J1y чсLе , KOL'ДcL ма.тµицёt. А lie я.ВJ1я.етt;я. квсLдµсLтliоЙ, liO имеет 
µан.г, t;Овпа.д;ающий t; количеt;твом t;тодбцов. Это во3можно 

в том t;ду чае, кш ·да. чи<.;Jю t.тµок нµевыша.ет чиt;JЮ t;'l'Одбцов. 

Таку Ю (.;И(.;'l'ему MOЖliO 3аменить ЭКВИВаJШliТНОЙ ей квадµатliоЙ, 

отбµаt;ыва.л J111шli11e уµа.внеliИЛ. 

Пример 3.19. !>сtt;t;мотµим 11µоt;тейшую t;Иt;'1'ему 

{х+у = О, 
x+y=l 

двух уравнении t; двумл неи3веt;тными. Нидliо, что эта t;иt;тема 

tlet;OBMet;Ttlct. llOt;JШДOBёt'l'eJlЬliO ВЫ 'iИ<.;JlЛeM 

А = С ~), ArA=C ~)2 (~ ~), 

А "D = с ~) ( ~) = с)-
Таким обµа,3ом, н.оµмш1ьнм CJlAY в этом (.;Луч:а.е GоGтоит И3 

V 

двух одина.ковых уравliении; 

{2х+2у = 11 

2х+2у = 1. 



Множ~L:тво µ~ш~ни.Й ноµмш1ьной 

L:и.L:темы, т.е. множеL:тво ш;1,µ х, у, 

До.,Ющи.х ми.ни.мш1ьную невя.зку в 
V 

И.(;ХОДНОИ (;И.L:теме, 1:iёl., ШЮL:КО(;ТИ. 

изобµо.,Жёl.,~ТL:Л пµлмой х + у = О 15 
(µи.L:. 3. 7) 1 а нL:евдоµ~ш~ни.~м бу­

дет TO'iKo., этой нµлмой, бли.жо.,Й­

Шо.,Л к 1:iёl.,'ict.11y кооµди.ю:t1\ т.~. TO'i­

Ko., L: кооµди.но.,·l'о.,МИ. х = 0,25, у = 

= 0125. Этой TO'iKE; L:оотвЕ;тL:тву-
V 

ет µо.,ди.уL:-вектоµ L: но.,и.меньшеи 

' ' ' 

' ' ' ' ' ' ' ' ' 
' ' ' ' ' ' ' ' 

' ' ' 

' ' ' ' ' 

Рис. 3.7 

' ' ' 

ноµмой L:µеди. вL:ех µо.,ди.уL:-вектоµов то'!ек нµлмой х +у= 0,5. 
ЕL:ди. одно и.з уро.,внени.й и.L:ходной L:и.L:темы умножи.ть Но., ко­

эффи.ци.ен·1·, то и. множеL:тво µешени.Й ноµмш1ьной L:и.L:темы, и. 

ПL:евдоµешение Дёi.,ННОЙ L:ИL:темы изменлтL:л. Это ДОL:Тёi.,ТО'i:НО 

О'iеви.дно, тr::1.,к Ко.,К умножени.е уро.,внени.л Но., коэффи.ци.ент и.зме­

нлет, вообще 1'оворл1 е1'О невлзку. Но.,нµи.меµ, умножи.в втоµое 

ypo.,вlieliи.e µo.,L:l:Mo.,'l'I>И.Bo.,eмoй L:и.L:темы lio., 2: 

И. BЫ'iИ.L:JIИ.B 

{х+у=О, 2х+2у = 2 

А = (; ; ) , А''А = ( ~ ; ) (; ; )- ( ~ ~), 

А' ~ = и ; ) ( ~ ) = (:) ' 

находи.м1 'iTO ноµмш1ьнё1.,Л UJlAY и. в этом L:дy'io.,e будет L:ОL:толть 
и.з двух и.деliти. 'iliЫX урr::1.,внеliи.Й 5х + 5у = 41 liO Oliи. у же дру­

L 'и.е. llL:евдоµешеliи.ем µo.,L:L:Mo.,'l'l>И.Bo.,eмoй L:и.L:темы будет х = 0,41 

у= 0,4. 

Пример 3.20. Рёi.,L:L:мотµим Но., шюL:коL:ти т·µеугольник L: 

веµши.liо.,МИ. (1; 1), (2; 2) 1 (3; 1) (µи.L:. 3.8). llµлмые1 lio., котоµых 
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у 

2 

1 

о 1 2 3 

Ри1;. 3.~ 

х 

дежат t.:TUl)UliЫ Э'l'Ul 'U тµеу 1 'UJlЬ­

liИKa) uнишем lll)И llUMUЩИ 'Н,Up­

MUJl,/J'Н,blX ypU(j'Н,(;:.'Н, 'U,U и t.:Ut.:тавим 

И3 liИX t.:Иt.:тему 

х у 
---=U 
л л 

1 

у= 11 

~ + J!_ = 2/2. 
л л 

lluдy 'iе1111м t.:иt.:тема 11е(.;uвмеt.:т11а1 так как тµи нµлмых 11е 

имеют uбщей тu'iки. 

Онµеделим ддл нолу'iе.н:.н:ой t.:иt.:темы 11оµмш1ь1Iую СЛАУ. 

Ддл ЭTUl 'U llUQl!:ЩUBa'l'e.tlЬliU 11ахuдим; 

1 1 
- --

л /2 
~) , А= r (1 r (2) u 1 А А= А Ь= 

3 
. u 

1 1 
-

л /2 
т т 

Ноµмш1ьшtя: CJlAY А Ах= А Ь имеет еди1It.:тве1I1Iое µеше1Iие 
х = 21 у = 1151 я:вля:ющееt.:я: (в t.:илу едиш..:твеннut.:ти) пt.:евдuµеше-

11ием ис..:хuд11uи t.:иt.:темы. 

Так как нµя.мые шюс..:кuс..:ти зада11ы 1Iuрмш1ь1Iыми у µав1Iе11и­

я:ми1 квадµат 11евя:зки с..:ис..:темы ддя. вектора ( xu 1 yl)) будет µaвeli 
с..:умме квадµатов рас..:t.:тол1IиЙ uт ТО'iКИ (xu;yu) до трех нµлмых. 
Найдеliному нс..:евдоµешению 11а шюс..:ко с..:ти t.:оответt.:твует то'iка 

(2; 115) 1 t.:умма квадратuв рас..:с..:тuя:11ий uт кuтuµuй дu тµех t.:тupuн 

# 
u 

тµеу l 'UJlЬliИKa Я.ВJшетt.:я. MИliИMc\.llЬliUИ. 

Пс..:евдоµешения: с..:охраня:ют линейные с..:войс..:тва µешений ли-
u 

11еи11ых с..:иt.:тем. 

Теорема 3.12. ~QlИ х1 - нс..:евдuµеше11ие С..:И(.;Темы Ах = 

= Ь1 1 х2 - 11t.:евдореше11ие с..:ис..:темы Ах= Ь1 1 то Л1х1 + Л2х2 -
нс..:евдuµешение с..:иt.:темы Ах= Л1Ь1 + Л2Ь2. 



• Из уL:.1101:н1й теоремы вытекс\.ет, '!ТО X i я:вдя:етt;я: решением нор­

Ма.JlЫiОЙ CJlAY А r Ах= А rьi , i = l, :l. ЗJ:ic\.'iИT , л1Х1 + л2Х2 Я:ВJlЯ:­
еТ(;Я: решением HOJ)MaJlЬHOЙ CJlAY АГАх = Аrл1Ь1 + Аrл2Ь2 , И 
l:ic\.M 0(;'1'с\.еТСЯ. 110Ю:13с\.'1'Ь 1 'iTO llJJИ ЭТОМ ЛtXl + Л2Х2 имеет МИ­

НИМа.JIЬНУЮ норму ИJIИ, "!ТО ТО Же (;ё\.МОе, ЛtXl + Л2Х2 И любое 

µешеl:iие у OДl:iOJJOДl:iOЙ CJlAY Ау= О opтot'Ol:ia.JlЬl:iЫ. 

Отметим, 'iTO IIt;евдоµешеl:iИЛ X i OJJTOl'OHaJlЬHЬl В(;еМ реше-

1:iИЯ.М CJlAY Ау = О Кё\.К 11t;евдореше1:iюi t.:Иt;'l'eм, J)ёl..3ди. 'iё1..ющи.х­

t;Л Jш.шь 11рё1..выми. '-!ё\.t;тя:ми.. Это 3Нё\.'iИ.'1', '-!ТО (у I X i ) = U, e(;JIИ 

Ау = О. llоэтому 

еt;ди. Ау = О. • 
Псевдообратная матрица. t>eшel:iи.e CJlAY Ах = Ь t; квё\.­

дРс\.Тl:iОЙ 1:iевырождеl:il:iОЙ Мс\.трицей А может быть 3c\.IIИ.t;c\.1:iO t; но­

мощью ибритпий митnр'U'ЦЫ В ви.де Х = А-1 ь [IlI]. Обрёl..ТJ:iё\.Я. Мё\.­
трицс\. А-1 ЛВдЛеТ(;Л решеl:iи.ем Mёl..TpИ.'iHOl'O ура,вненил АХ = Е, 
1-де Е - r:,dш-t'uчnuл миrпР'ичи, ё1.. t;тодбцы Ci обрё1..Т1:iОЙ мё1..три­

цы я.ш1я.ютt;л µ ешеl:iи.лми t;иt;тем Ag i - ei 1 i = l , п, 1 'Де е 1 , . .. , 

еп - стинdарrт-tый бизпс в ди.1:iеЙl:iом 11pOt;'l'pё1..1:it;твe IRn ( t;ТОд­
бец ei я.вдя.етt;н тё1..кже i-м t;Тодбцом едиl:iи. 'il:iOЙ мё1..три.цы) . Ддя. 

Ь = (Ь1 . . . Ьп) r t;11рё1..ведди.1:ю рё1..3дожеl:iи.е Ь = Ь1 е1 + ... + Ьпеп , и. 
lIOЭTOMy формуда, Х = А-lь В BeKTOpl:iOЙ форме 3ё\.1IИ(;ЬШс\.еТt;Я. В 
ви.де х = Ь1g1 + ... + ЬпУп , т.е . в виде ди.1:iеЙl:iоЙ комби.нё\.ци.и. µе­

шеl:iи.Й Yi, коэффи.циеl:iтё\.ми в которой сдужс\.т нрс\.вые 'iс\.L:ти Ьi 

урё1..вl:iеl:iи.И t;иt;темы. 

Этот нодход нозводя.ет обобщить ноня:ти.е обрё1..Т1:iОЙ мё1..три­

цы и. и.с110дьзовё1..ть это обобщеl:iие ддл 1:iё1..хожде1:iи.я. нсевдоµеше-

1:iи.Й 11ри.мер1:iо тё\.к же, кё\.к обрё1..тl:iую мё1..трицу дш-1 ноt;троеl:iи.я. 

обы 'il:iЫX µешеl:iи.Й . 

I->ё1..t;t;мотµи.м CJlAY Ах = Ь t; нµоизводьl:iоЙ мё1..трицей А ти11ё1.. 

n x k. llyc'1ъ Yi - нr..:евдоµешеl:iи.е системы Ах = ei, t'де е1 , . . . , 
еп - t;Тс\.Н,Цс\.ртный бёl..3Иt; в IRn. Мс\.трицу А+ = (g1 . . . Уп), 
t;Ot;'l'ё1..в.11el:il:iYIO из t;тодбцов Yi , 1:iё\.3Ывё\.ют nсевдообратпой к 
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Ма.'l'рице А. Отметим, 'iTO ма.трица. А+ имеет тин k хп, т .е. тот 
г 

же, 'iTO и тра..1:i(.;НО.1:iировёt.1:i.1:iёtл мсt.трицс:1, А . 

Теорема 3.13. 11(.;евдорешением CJlAY Ах= Ь я.ш1лет(.;л 

вектор х = А+ь. 

• ДеЙ(.;'1·вите,11ь.1:iо, е (.;дИ Yi - 11(.;евдореше.l:iие с.;и(.;темы Ах = ei , 
i = 1, п, то, c.;O1·дct.c.;tlo теореме 3.121 х = b1g1 + ... + ЬпУп я.вдлетсл 

u u u 

нс.;евдореше.1:iием (.;ис.;темы с.; тои же мсtтрицеи и 11рс:1,вои '-iёt(.;тью 

Ь1е1 + ... + Ьпеп = Ь, т .е . рсt.(.;СМёtтривсt.емой системы Ах= Ь. • 
Кс\.к вытtжа.ет и3 и3дожен.l:iо1 ·о, дюбсt.л мсt.трица. имеет ш;ев­

дообрёtт.1:iую . Е(.;J1и мс:1,трицс:1, А квсt.дрёtтtiсt.я. .1:iевырожде.1:i.1:iёtя. 1 то 
ее 11c.;eвдooбpi::1..l'J:iёtJi Ма.трица. А+ COBlla.Дi::\.eT С oбpct'l'J:iOЙ А-1 , 'l 'i::\.K 
ка.к в этом c.;дy'ii::\.e 11(.;евдорешеtiил Yi (.;и.с.;тем Ах = ei будут (.;OBlli::\.­
дct.ть с.; обы 'itiыми реше.1:iилми и, (.;J1едовсt.те,11ь.1:iо1 будут стодбцсt.ми 
обрi::1..т.1:iоЙ мi::1..трицы. 

Пример 3 .21. Е(.;J1И А - .1:iудевёtя. мсt.трицсt. тинсt. 'n Xk , то 
А+ - т·сLкже нудевм, но гинсL k x n. В этом c.;дy'icLe нс.;евдореше­

нием (.;Ис.;темы Ах = ei , i = 1, 'n , будет нудеf:3.ОЙ (.;ТОдбец 13,ысоты 

k (см. нример 3.17). 

Пример 3.22. i>сL(.;смотрим мсt.трицу 

А = (~ 2 
5 

3) 6 . 

Этсt. мсt.трицс:1, имеет pct..1:il' 21 ct. соответС'l'f:3.ующсt.л CJlAY нри дю­
бой 11рсLtюЙ 'iсLсти, co1·дcLC.1:iO теореме KpotieIO:~pcL - Кш1е,11ди, 

будет c.;O13,мe (.;TJ:ict., тсt.к ксLк рёt.1:iГ рсL(.;шире.1:iнОЙ мсLтрицы не мо­

жет 11ревышсL·1ъ Дf:3.ух и нотому (.;Ош1сt.дсt.ет с pcLtil'OM мс:1,трицы 

с.;и.стемы. llоэтому 11се1:3,дореше.l:iие CJlAY Ах = Ь я.вдлетс.;л од­

ним и.3 ее решений. Оно выдедя.етс.;л (.;реди 13,сех решений тем, 

'iTO ЛВJlЛе'l'(.;Л opтOl'OJ:iaJlЬJ:iЫM ксt.ждому реше.1:iИЮ COOTf:3.e'l'(.;Tf:3.yю-
u u 

щеи од.1:iород.1:iоИ сис.;темы. 

Фу .l:iДcLMe.1:iTaJlЬ.l:iM с.;истемi::\. решений СЛАУ Ах = О с.;ос.;тоит 

и3 OД.l:iOl'O векторсt. (110(.;кодьку Н..g А= 2), и в KcL'-ieCтf:3.e это1·O 
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1' 
вектора. M()Жli() В3Н.ТЬ (1 - 2 1) . Доба.ВJ!Н.Н. у<.:Jюш,1е opTOl'Olio..llb-
liOL:TИ, аоду'iа.ем дне t,;иt,;темы для: на.хождения: t.:тодбцов 91 и 9'2 
аt.:евдообрс.1..тной мс.1..трицы: 

!
х1 + 2х'2 + 3х3 = 11 

4х1 ~ 5x'l, + о:с3 = 01 

Х1 - 2X'l, + Х3 = 0 

и !
х1 + 2х'2 + 3х3 = О, 

4х 1 ~ 5х'2 + ох3 = l 1 

Х1 - 2X'l, + Х3 = 0. 

91 = (-17{~~) ' 
13/18 

(

- 17/18 
- 1/9 
13/18 

4/9) 
1/ 9 . 

-2/ 9 

Вопросы и задачи 

3.1. Для. кс.1..ких векторов евклидова. ароt.:трс.1,нt,;твс.1.. нерс.1..вен­

t.:тво Коши - Буня:ковt,;КОl'О ареврс.1..щс.1..ется: в рс.1..венt.:тво'( 

3.2. Moжlio ли утверждс.1..ть, '-!ТО в евкдидовом apot.:тpa.lit.:твe 

вeplia. теорема. о трех аераеliд,ику дя:рс.1..х'( 

3.3. Ныя.t.:ните1 .я.вдя.етt.:я. ли линейное ароt.:тр с.1..нt.:тво M'2 (JR) 
вt.:ех квс.1..11,рс.1..тных мс.1..триц второ1 'О аоря:дкс.1.. евклидовым от­

ноt.:ит~1ьно 01шрс.1..ции; а.) (А , Н) = и1а'2 + Ь1Ь'2 + G1G'2 + d1d'2; 
б) (А1 Н) = и1и'2 + Ь1G'2 + G1b'2 + d1d'2 1 1'де 

3.4. Убед,ит·еt.:ь7 '-!ТО в JR3 векторы 
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обµаЗ уют баЗиt.: . С их но мощью ноt,;тµойте O.[.>TOliO.[.>MИ.[.>OBa.liliЫЙ 

ба.:З.И(.;. 

3.5. llµовеµьт~, 'П'О в IR~ вектоµы 

а1 = (1, -2, 2), ai = (-2, -2, -1), а~= (2, -1, -2) 

обµа.:з.уют O.(.>TOl'Oliё:I..JlЬliыЙ баЗиt.;, и д;шr вектоµа. х = (1, 2, 3) 
liа.Йдите .[.>аЗJюжеliие но этому ба.:з.иt.;у. 

3.6. Убедитеt,;ь, 'П'О в IR4 вектоµы 

JlИlieЙliO liе:З.а.ВИL:ИМЫ. Иt.:нодь:з. у я. 11.(.>0Цet.:t.: 0.[.>ТОl 'Оliё:1..JlИ:З.ё:iЦИИ 1 pi:i­
Mi:i - Шмидта., ноt.:тµойте O.[.>TOl 'Oliё:I..JlЬliЫЙ баЗиt.; ДJШ диliеЙliОЙ 
ободо'iки этих вектоµов . 

3. 7. Н евкдидовом 11.(.>0 t.;T.(.>i:ilit.:твe IR4 Да.liы два. вектоµа. 

а1 = (1, - 2, 1, 3), ai = (2, 1, - 3, 1). 

Убедит~t.;Ь, 'П'О эти. В~КТ'О.[.>ЬI О.(.>ТОГОШ:LJIЬНЬI. Ддл JIИН:~Йной 

ободо'iки этих вектоµов liа.Йдите оµто1·01iё:1..J1ь1iое донодш:шие (в 

вид~ динейной ободО'iКИ) и llOL:T.[.>OЙT~ el'O O.(.>TOliO.(.>MИ.(.>OBi:ililiЫЙ 
ба.3И(.;. 

3.8. Онµед~lИТ~ .[.>i:i3Me.[.>tl0 (.;TЪ и liа.ЙДИТ~ O.(.>TOtlU.[.>MИ.[.>OBi:ili­

liЬlЙ баЗиt.: дию:~Йаой ободо'iки вектоµов 

а1 = (2, 1, 3, -1), 

а~ = ( 1, 1, - б , О) , 

ai = (71 4, 3, -3) , 

а4 = (51 7, 7, 8). 

Донодliите этот баЗиt.; до оµтоноµмиµова.liliОt 'О ба.:з.иt.;а. евкдидова. 

11.[.>0(.;'1'.[.>i:ilit.:TBi:i IR4 . 

3.9. В евкдидовом 11.(.>0 t.;T.(.>a.tlt.:Tвe IR4 дааы вектоµы 

а1 = (1, 1, 1, 1), 

а~ = (1, О, О, 3), 

a i = (1, 2, 2, -1) , 

у =(4, - 1, - 3, 4). 

На.йдите O.(.>TOГOtlё:I..JlЬliЫ~ 11.(.>О~КЦИИ B~ KTO.[.>i:i у lii:i JlИlieЙliy Ю 

ободО'iКУ В~КТО.(.>ОВ а l ' ai' а~ и O.(.>TOl 'Oliё:I..JlЬliO~ ДOHOдli~liИ~ к 
этой диli~ЙliоЙ ободо'iк~. 
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3.10. На.йди.те ОIУГО!iОрмирова.liliЫЙ ба.3и.L: в линеЙliОМ 11од­
нроL:·1'ра.1iL:тве (.;ВОбОДliЫХ векторов, Llа.рс1..11дедЬ1iЫХ ШЮ(.;КО(.;ТИ.: 

а.) 3x - y+2z=U; б) x+2y - z=U. 

3.11. 1:3 евкдидовом нpOL:'l'pa.!iL:Tвe JR3 да.ны три. вектора. 
а1 = (1, -1, 2) , ai = (1, 1, 1), а3 = (1, U, 1). 1:3ы'iи.L:ди.те ма.три.цу 
1 'ра.ма. этой L:и.L:темы и. L: номощью ее дока.жи.те, 'iTO а1 , ai , 
а3 - ба.3иL: в JR3 . НыLrю.;ли.те t.жс1..11я:р!iое 11рои3ведени.е векторов 
х = 2а1 - ai + 4а3 и. у= а1 - ai + 2а3 двумя: с.:нос.:оба.ми.; 'iepe3 

их коорди.на.ты в L:'l'андарт!iом ба.3ис.:е и. в ба.3и.L:е а1 , al , а3 нри. 
номощи. lia.ЙдeliliOЙ ма.три.цы 1 'рама.. 

3.12. Дшr Мii,три.ц 

А = (~ 
2 

-1 
1 
1 (

-1 1 -1) 
Н = 2 U 1 

- 1 U 1 

нроверьте liepaвelit.:твo [IAH[I ~ [IA[l [IH[I ддя: евкди.довои, L:нек­
грс1..11ьной, ОКГ;J,ЭДрИ'iес.:кой и куби. 'iес.:кой норм. 

3.13. Для: векторах= (1, - 1, 2, - 1) Е: JR4 нроверьте вынод­
нение неравенс.:гв llx[l:x> ~ [lxll ~ llxll1 (llxll - евкдидова. нормii, 
вектора. х). 

3.14. И3обрсl3и.те lia. шюс.:кос.:ти. мliожес.:тв;J, то'iек, рс1,ди.ус.:­

векторы которых удошrетворя:ют у(.;Jюви.лм (е:- > U): а) llxll:x.> ~ е:; 
б) llxll ~ е:-; в) llxll1 ~ е:-; l') l ~ llxll:)<.) ~ 2; д) l ~ [lxll ~ 2; 
е) 1 ~ [lxll1 ~ 2. 

3.15. Дii,liЫ коорди.li;J,ТЫ трех то'iек liёt шюс.:кос.:ти.; A(l; 9) , 
Н(2; 14), С(3; 2U). Н;J,йдите урс1,вllение пря:мой1 с.:умма. рс1,с.:с.:тол-

V V 

liИ.И до которои от эти.х трех то'iек и.меет liёtи.меliьшее 31iёt'ieliи.e . 

3.16. Нii,Йди.те нс.:евдорешеliи.е CJlAY 

{ 

х- у+ z=l, 
x + 2y + 3z = 4, 
2х + y+4z =4. 
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4. ЛИНЕИНЫЕ ОПЕРАТОРЫ 

4.1. Определение и примеры 
V 

линеиных операторов 

Jlи.ю~йшш а.1п·ебрсt, бодьшое вни.мшtи.е уд~1лет отобрсt,жен11-

я.м, которые 1>f:кmирим одно1·0 Л'Unf:йnur::,u npuc:mpuncm1>u t;'l'сt,вя.т 

в t;оответt;1•в11е векторы дру1·01·0 (во3можно 'l'0I'0 же) ди.нейно­
го проt;трсt,нt;твсt,. Среди та.ких отобрсt,жеаий выдt',JIЛЮтt.:л те, 

которые t;Охрсt,нлют а.111 ·ебрсt,и.'-lе t;ки.е t.:оотношени.л. Н некотором 

t.:мыt.:JШ 'l'сt,ки.е отобрсt,жени.я. я.вJIЛЮ'l't;я. и. нсt,и.бодее нроt;тыми., тсt,к 

Ка,К они. еt.:теt.:твен:н:ым обра,3ом t.:вл3сt,ны t.:o t.:труктурой лин:ей­

но1·0 нpot.:тpct,Ht;'l'Ba,. 

Нсt,номни.м некоторую терми.ноло1·и.ю 113 теори.11 отобрсt,же­

ни.й I] . Отобрсt,жени.е f'; Х--+ У На3ЫВа,ЮТ сюръективnым, 

еt.:ли ксt,ж,цъrй эJшмент у с У лвлJштt.:л обра3ом некоторого эле­

мента, х с Х. Отобра.жени.е f'; Х--+ У на3ывсt,ют ипъектив­
nым, et;JIИ. ра3ные эдементы х1 , xi с Х имеют ра3ньш обра3ы. 
Отобрсt,жени.е одновременно и. t;Юръекти.вное, и. и.нъекти.вное 

на,3ывсt,ю 1· биекm'UВ nым. .1:::>и.екти.вliое отобрсt,жени.е у t.:·1•сt,нсt,ВJ1и.­

всt,ет между мн:ожеt;'l'Ва,МИ. Х И. У В3а,И.МНО OДH03lia,'-lHOe L:OO'l'Beт­

L:'l'BИ.e. 

Определение 4.1. Отобрсt,жени.е А: L --+ L' из ди.lieЙliOl'O 
нpot.:тpa,!it;'l'Ba, L в линейное 11роt;тра.нt; 1•во С' liа3Ывсt,ют .11,и­

nейnым отображ;еnием иди. .11,иnейnым оператором, et;J1и. 

вынодtlены t;J1едующи.е уt.:дови.я.; 

а,) А (х + у) = А(х) + А(у) дш1 дюбых векторов х , у с С; 

б) А(Лх) = ЛА(х) ддя. дюбо1·0 вектора, х с L и. J1юбо1·0 '-lИ.t;Jla. 
Л с IR. 

Ли.аейный оперсt,тор А: L --+ С, который оt.:ущеt.:твдлет от·о­

бра.жени.е ди.нейно1·0 нрОt;'l'ра.нt.:тва. L в t.:ебл, на3ьша.ют та.кже 
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Jl,Uneйnьiм nреобразовапием линейного 11рострс1нст.вс1 L и 
1 ·0.1:юря.1', '!.ТО ди.liеЙliыЙ онерс1тор А действует .в J1и.неЙliом нро­
с.;тра..1:it.:'1'.ве L. 

УсJю.ви.л с1) 1 6) онредеJшни.л 4.1 можно с.;комби.нировс1ть в .виде 
OДliOL'O у СJю.ви.л, .1:iсtнри.мер , тс1к; ддл любых х 1 у Е: L и. любых 

дейс.;тви.тедь.1:iых л и. µ, 

А(лх +µ,у) = л(Ах) + µ, (Ау). (4.1) 

Нетрудно убедиты.:я. 1 '!.ТО уСJю.ви.я. онредеJшнил 4.1 ЛВJПiютсл 

'ic\.GT.l:iЫMИ. GJIY '--lс\.ЛМИ ( 4.1). С другой с.;тороны, eGJIИ BЫПOJl.l:ie.l:iЫ 

у t.:JЮ.ВИ.Л а.) и. б) , то 

А(Лх +µ,у)= А(лх) + А(µ,у) = лАх + µ,Ау, 
т .е . .вынолнлетсл и ( 4.1). 

С.войс.;т.вс1 с1) 1 6) ди.liеЙш.> с.;ти. отобрс1женил ДеJ1с1ют более 

у доб.1:iоЙ .l:ie трс1ди.ци.о.1:i1iую форму зс111и.си. ди..1:iеЙ.1:iОL'О 011ерс1торс1 
.в .виде А(х), нри. которой с1р1'уме1iт зс111и.сы.вс1етсл .в скобкс1х 

.вСJ1ед зс1 фу1iкци.ей1 с1 более нростую .в .виде Ах ка.к с.воеобра.З!iое 
" у М.1:iОЖе.1:iи.е ди..1:iеЙ.1:iОL 'О 01шрс1торс1 .l:ici вектор ". llpи. та.кой 

з1:ы1иси у с.;Jю.вие с1) 011редеJ1енил 4.1 можliо и.l:iтер11ретиро.вс1ть 

KcLK с.воЙGТВО дис.;три.бути.вliОGТИ ЭТОl'О " УМliОЖенил\ с1 уСJювие 

б) - Ка.К GBOЙGTBO с\.СGОЦИс\.ТИВRОGГИ ( еGЛИ Ч:ИGJЮ А 3а.ПИGЫВс\.ТЬ 

.l:ie СJШвсL от .векторс11 с1 с11рс1.вс11 то зс111ись будет .вы1'длдеть тс1к; 

А (хл) = (Ах)л). 
Ненос.;редст.венно из онределенил 4.1 вытекс1ет 1 '--ITO ддл 

J1юбо1'О ли.нейно1'О 011ерс1торс1 А: L • L' обра.Зом АО 'Н,уд~(jис:,и 
f3~кuiupa .в L я..вдя.етс.;л .1:iуде.вой .вектор О' в L': А(О) = О'. 
ДеЙGТВИТеJIЬНО1 

АО= А(О ·О)= О(АО) = О'. 

f>с1с.;смотри.м .1:iескодько нри.меро.в ди.liеЙliых 011ерс1торо.в. От­

метим, '--ITO ДJIЛ TOl'O, 'iТОбы ДОКа.ЗсLТЬ JlИ.lieЙ.l:iOGTЬ KcLKOl'O-JIИ.60 

отобра.Жt::ШИ.Л динейных IIpOGTpciliGTB, .l:iY Ж.1:iО нро.верить у GJlOBИЛ 

с1) 1 б) онредеJШ.1:iИ.Л 4.1 и.ди. комби.1iи.ро.вс1.1:i.1:iОе усдо.ви.е (4.1). На.­

рушение J1юбо1'О из этих усJю.вий OЗlicL'icteт, '!.ТО отобрс1жение 
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Ю:~ ЛВJlЮ:~тt.:я: JlИЮ:~Йным. Лию:~Йный ош~рс:\.тОр нерЕ:ШОДИТ ну девой 
V V 

вектор L:.1:iOBc:\. в liY де.1:юи, и это L:BOИL:TBO может рс:\.t.:L:Мс:\.ТРИВс:\.ТЫ.:я. 
кс:\.к .1:iеобход,имое у(.;Jювие динейноt.:ти (.t:io .l:ie д,ot.:Tc:\.'l'O'i.l:ioe). 

Пример 4.1. Пуt.:ть Кп [х] - линейное пµоt.:трс:\.нt.:гво много-
V 

'iJШ.l:iOB OД.1:iOl'O неремЕ:Ш.1:iОl'О х t.:те1ш.1:iи, .l:ie нµевышс:\.ющеи .1:iс:\.'l'У-

ра.11ьное 'iИL:JIO п. Ддя. Кс:\.ЖД,01'0 Ml:iOL'O'iJШ.l:ic:\. Р(х) онµед,еде.1:iс:\. eL'O 

нрОИЗl:ЮДЮ:\JI Р'(х), Яl:ШЛЮЩс:\.ЛL:Л MHOl'O'iJleнoм t.:тене.1:iи .l:ie выше 
п - 1. Тс:\.ким обµс:\.3ом, .l:ic:\. линейном нµоt.:тµс:\.нt.:тве Кп [:.t::] онµе­

деде.1:iо отобµс:\.же.1:iие d~-, котоµое кс:\.ждому M.l:iOl'O'iдe.l:iy t.:тс:\.вит 
в t.:оответt.:твие е1'0 нµоизвод.1:iую. В Кс:\.'iеt.:тве нроt.:тµс:\.нt.:твс:\. 

З.1:iс:\.'iе.1:iиЙ Tc:\.KOl 'O отобрс:\.же.1:iил мож.1:iо выбµс:\.ть кс:\.к иL:хОд,.1:iое 

11роt.:трс:\..1:it.:т1:ю Кп[х], Тс:\.К и 11µоt.:тµс:\..1:it.:тво Кп-~ [х]. Обе:\. отобрс:\.­
же.1:iил 

d
d ; Кп [х]---+ Кп-~ [х] 
х 

V V V U 

Я.ВJlЯ.Юl'L:Я. JlИ.1:iеИ.1:iЫМИ В L:Иду L:BOИL:TB JlИ.l:ieИ.l:iOL:TИ нрОИЗJ:ЮД.1:iОИ 

(нµоизвод,.1:iс:\.Л t.:уммы функций µttв.l:ic:\. t.:y мме нроизводных, нри 

умноже.1:iии функции Нс:\. чиL:Jю нроизводнш=r этой фу .1:iКЦИИ умно­

жа..етt.:.н .l:ia. это 'iИt.:JIO) . 

Пример 4.2. Н нµоt.:тµttнt.:тве V2 t.:вободных векторов на. 
V V 

шюL:коL:ти новоµот вектора. .l:ic:\. За..Да..Н.1:iЫИ у1'Од rp нротив 'iа.L:овои 
t.:тредки нµeд,L:Ta..BJHIYl' t.:обой отобµа..же.1:iие V:г в t.:ебя.1 я:вдя:юще­

еt.:л ди.1:iеЙным онерttтором. Jlи.t:iеЙноL:ть отобрt1женил вытекt1ет 

из нµоt.:тых 1'еометµиL1еt.:ких t.:ообра..жений. Но-неµвых, t.:умма. 

L:вободных вектоµов может вы 'iИt.:дя:тьL:я: но ара.виду 11u.µa.11дe­

JI01 'I>a.MMa.., .l:iO TOl 'Да. O'ieBИД.t:iO, '-J.ТО L:y MMct. дву Х вектоµов Ка.К 
диа.1'О.1:iа.11ь 11а..µа.11JШJЮ1'ра..мма.. нри новороте векторов юt у1'од rp 
тt1кже новеµнетt.:л нс:\. этот же y1'0J1. Но-вторых, умножение 

L:вобод,.1:iОl'О вектора. .l:itt 'iИt.:JIO ОЗ.1:iс:\.'iа..ет изме.1:iе.1:iие е1'О д,ди.1:iы 

и, возможно, изменение е1 'О на.11рt1ВJШ.1:iИЯ Нс:\. нµотивоноложное. 

Нt.:но, что можно t.:l:ic:\.'iaJic:\. умножить вектоµ нс:\. чиt.:.110, с:\. нотом 

новернуть на. у1'од rp, а. можно вынод.1:iить эти две онеµа..ции в 

обµа.т.1:iом норя:д,ке, т.е. 11овеµ.1:iуть вектор, а. за.тем ум.1:iожить е1'0 

нс:\. чиL:Jю. t>езуJ1ьтt1т в обоих (.;J1учш=rх будет оди.1:i и тот же. 
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Пример 4.3. t>а(;(;Мотµим п-мерн,ие л.:ин,ейн,ие uр'Uфмет·и·ч,,е­

с:кие прис:трин,с:mЕ>и !Rn , элементы котоµоt'О будем 11µед(;таш1я.ть 
как матµицы-(;тодбцы дди..1:iо:Й: п1 и квaдl-)i::L'I'.l:iYIO матµицу А 110-

ря:д;кi::L п. Отобµажение А: !Rn • !Rn, котоµое (;Толбцу х (;Та.вит 
в (;Оответ(;твие (;ТОдбец Ах ( Ах = Ах) 1 лвJ1лет(;л Jtи..1:iе:Й:.1:iым оае-

V 

µагоµом в (;Иду (;ВОИ(;ГВ у множен.ия: мi.:tтµиц: 

А(лх + µ,у) - А(лх + µ,у) - лАх +µ,Ау= лАх + µ,Ау , 

L'Де Л 7 f1, с ~7 Х,у с нп. 

Пример 4.4. Н п-меµ.1:iом ди..1:iе:Й:.1:iом аµифмети '-fе (;ком 11µ0-

(;'I'l-)c\..1:i(;'l'вe ~п ддл дюбоt'О де:Й:(;твитедь.1:iОL'О '-iИ(;Jic\. k отобµаже.1:iие 
А: l.R.n • осп, 011µедеш1емое фоµму JЮЙ: Ах = kx (µ1::L(;ТНЖе.1:iие в 

k l-)аЗ (; д011од.1:iи.тедь.1:iым Ol'l-)1::LЖe.1:iиeм аµи k < О), нвдлет(;Я. ди..1:iе:Й:­

ным оп.еµ1::Lтоµом. Этот линей:ный: оп.еµi.:tтоµ - 'Ii::L(;T'lIЫЙ: (;лу ч:i.:t:Й: 

11µедыдуще1'О7 O.l:i может быть оаµедеден. аµи номощи матµицы 

k Е, 1 ·де Е - еди.1:iи 'i.l:ic\.Л матµица. 

Пример 4.5. Отобµажен.ие А: !Rn • !Rn п-меµн.01'0 ди.ней:­
н.01'0 аµифмети'-iе(;КОl 'О 11µ0(.;тµан.(;'I'ва в (;ебл, котоµое задае'l'(;Л 

фоµмудо:Й: Ах= х + а, L'де а~ О - .1:iекотоµый: фи.к(;Иl-)ОВi::L.1:i.1:iЫЙ: 

вектоµ, не лшrлетL;л ди.н.ейным, так как, нааµимеµ, обµаЗом ну­

де1:ю1 'О вектоµа нш1не1'(.;Л вектuµ а. 

Определение 4.2. Кшкдому линейному oп.eµi.:tтuµy А: .С ➔ 
• ,С' (.;00'l'BeT(;TJ:3 у ЮТ: 

- е1 'О ядро kег А - М.1:iОЖеL;тво тех вектоµон х с .С, ддл 

кот·оµых Ах = О', где О' - lIY левой: вект·оµ в .С'; 
- е1 'О образ irн А - м.1:iожеL;·1,во нектоµов у с ,С' , лшшющихL;л 

зн.а'-iенилми это1 ·о онеµатоµа. 

Теорема 4.1. Ддн дюбо1·0 ди.1:iеЙ.1:iОL'О 011еµ1::Lтоµа А: .С ➔ .С' 
его лдµо kег А лвдлеттл .л, ·и·н,ейн,ь~.м, пидприс:трин,с:rпЕ>им в .С, а его 

uбµаЗ irнA - линейным подnµоL;Гl-)о.НL;твом в .С'. 

• ДокаЗi:\.Тt',JIЬ(.;ТВО (.;ВUДИГ(.;Л к пµuвеµке У(.;JЮВИЙ: оnµедедеllИЛ 

2.1 JlИ.l:ie:Й:.l:iOL'O 110.Цlll-)O (;'l'l-)c\.J:i (.;TBc\.. lly(.;TЬ вектоµы Х1 и Х2 
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11ри.наддежат множеt;тву kег А, т.е. Ах1 = О' , Ах2 = О' . То1'да, 

L:Ol'Jlat.:нo уt;JЮВИ.Ю а) 011ред~шню1 4.1, 

т.е. вектор х1 + х2 11ри.надJшжи.т множеt;тву kег А, а, t;Ol'Jiat.:нo 

уt;Jюви.ю б) то1'0 же 011ред~1ени.я., ддя. дюбо1'0 деЙL:тви.тедьно1·0 

'iИ.L:да Л 

т.е. и. вектор Лх 1 нри.наддежат kег А. Как ви.ди.м, м·н,ижес:тtю 

kег А зам·кnутпи umnuc:urrн:,1/,ьnu ,1/,U'Н,t:йnых иперщ.1/ий и. 11отому 
V 

я.ш1летt.:л ди.неиным ноднроt;транL:твом. 

EQIИ векторы Yl и Yi при.llадлежо..т множеL:тву iп1 А, то 

t.:ущеL:твуют такие векторы х1, xi Е L, 'iTO У1 = Ах1 , Yi = Axi. 
Но то1'да, t;Ol'дaL:нo уt;Jюви.ю а) онредедени.л 4.1, 

т.е. вектор У1 + Y'l. я.вдн:етt.:н: 3Но..'iени.ем онеро..торо.. А и., L:дедово..­

тедьно, 11ри.надлежи.т irпA. AнaдOl'И.'il:iO вектор 

также входит в МllОЖеL:тво iп1А для: любого Л Е: ~ - llриходим к 

вьшоду, 'iTO и. irпA я:вJ1я:етt.:я: ди.неЙl:iым 1юд11роt;тра1:il:'I'вом, l:iO 
у же в ди.l:iеЙном 11pot;тpal:it;'l'Be L'. • 

J:->азмерl:iоL:ти. я.дра и. образа - важl:iеЙши.е характери.t;·1·и.ки. 

ди.l:ieЙl:iOl'O онеро..торо... Чи.(.;Jю di1п(keг А) называют дефектом 

ди.l:iеЙl:iого оператора А, а 'iИL:JIO dirп (irпA) - его ран-гам. 

Отметим, 'iTO в нри.мере 4.3 я:дро онератора А имеет нроt.:тую 
V V 

Иl:iтернретаци.ю; это еt;·1ъ Мl:iОжеL:тво решении однороднои 

t.:.1::1L:темы ди.неЙl:iых шн 'ебраи. 'iе t.:ки.х у равнений t.: матрицей А. 
Среди. ди.нейных онеро..торов, отображо..ющи.х ди.нейное нро­

t.:тро..ш..:тво [, в t.:ебл еt;ть дво.. важllых 'iat;тllыx L:ду'iая:: тпажде­

ственный оператор I, который каждый вектор нереводи.т 
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в t;ебл ( I х = х), и. пу.л,ев ой оператор 0 , котоµый ю:1ждый 
век тоµ отобµажает в нулевой ( Е>х = О). Эти два опеµатоµа 

я.1:ш.ню1•t;я нµедедыtыми. i.,: то'--!ки. зµе.1:iи..н дефекта и. µa.1:i1'a. Ну­

де!:3оЙ онеµатоµ и.меет макt;и.ма.;1ыiыЙ дефект (µавный dirн,C) и. 

ми.liи.ма..11ь.1:iы.Й µali1' (!:iушшой) . Тожде~.,:·1'ве.1:i.1:iЫЙ онеµатоµ, tlа­

обоµот, и.меет ми.ни.ма..11ьный дефект (нудевой) и. мак~.,:и.ма..11ьный 

µан:г (µавный dirн,C). Опеµатоµ мак~.,:и.ммьного дефекта оnµе­

деден однозна'--iно, а онеµатоµов ми.ни.ма.;1ьно1'0 дефекта и. мак­

~.,:и.ма.;1ьного µанга бе~.,:коне'iно много. 

Jlи.ю~Й!:iыЙ онеµатоµ А: ,С --+ ,С' t; !:iудевы.м дефектом .лвдлетt;л 

и..1:iъекти.вliы.м. В ~.,:амом д1::;1ш, eL:J1и. дефект ош:~µатоµа µaвeli !:iy-
V 

дю, то лдµо это1·0 онеµатоµа ~.,:одеµжи.т еди.нt;твенныи вектоµ -
нуш~вой. EL:J1и. Ах= Ау, то А(х - у)= О. Зна'--!и.1· , вектоµ х - у 

нµи.наддежи.т лдµу и. нотому лВJ1летсл ну Jшвым. Сдедова·1·1::;11ьно , 
V 

х = у, т.е. разли'iные векторы имеют в ди.неином nроt;тран~.,:тве 

,С' разди.'iные образы. Наоборот, eL:J1и. онератор лвдлет~.,:л и.нъек­

ти.в.1:iым, то в liY девой вектор ди.liеЙ!:!01 'О нро~.,:тра!:iL:тва ,С' может 

отображать~.,:.н тодько .l:iY де1юй вектор ди.liеЙ!:!01 'О нpoi.,:тpa!:it;'l'Ba 

,С. Значит, лдро ли.нейно1·u онератора t;одержи.т только нулевой 

вектор и. дефект ди..1:iеЙ!:!01·0 онератора pa1:>e.1:i !:iудю. 

Дефект d(A) и. ран1· Rg(A) онератора А; ,С ➔ ,С' t;вn.заны t; 
размерноt;тью нро~.,:транства ,С соотношением d(A) + Rg(A) = 
= dirнL. Действи.тельн:о, раt;смотри.м прлмuf:- dunuл,Н,f:-H'Uf:- Н к 

J1и.ю~йному ноднространству kег А в ди.нейном нространстве ,С. 

Тогда d(A) + dirн Н = dirнL, и. нам ,цо~.,:тато'iно показать, '-!ТО 

dirн Н = di1нiп1A = Rg А. Jlи.lieЙ!:iыЙ онератор А может pai.,:-
V V V 

сматри.ваться: как ди.неиныи 011ератор из ли.неино1 ·о 11роt;·1·ран-

ства Н в ди.нейное 11ространство ,С'. Очевидно, 'П'О Ах= О 

11ри. х с Н, ди.шь есди. х = О . llоэтому ди.нейный 011ератор 

А: Н • irнA на Н и.меет нулевой дефект и лвллетсл ~.,:юръек­

ти.вным. Значит, он осу ществдп.ет би.екти.в.1:iое отображе.1:iи.е 

ди..1:iеЙ!:iОl ·о 11ро~.,:·1·ра!:iства Н в динеЙ.1:iuе нространство irн А. В 

сдедующем 11ара1·рафе будет ноказано, 'iTO в этом сду'iае раз­
мерности. 11роt;·1·ранств Н и. irн А сuвнадают. 
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4.2. Изоморфизм линейных пространств 

Определение 4.3. Д1:щ. JИJ/н.,ейн.ых прuсrпран.стпви L 11 L' liа­
зывают изо.морфпы.ми, е(.;.1111 с.:ущеL:твует ,11:ин.ейн.uе биекm'Ufзн.uе 

urпuбрижен.ие А: [, • L'. 11µ11 этом L:амо отобµа.же1i11е А liё:13Ы­
ва.ют изо.морфиз.мо.м, .л,ипейпых nрострапств L 11 L'. 

Как с.:ледует 113 ,LJ,ctl:il:iOl'O 011µе,LJ,еде1:iия: 1 11зомоµф11зм нµе,LJ,с.:та­
вдлет L:обой 4'Uн.ейн.ь~й unepumup 1:iУШ:~во1'О dефекти и ма.кс.:и­

Мс:\.11ы1ого рUН.ё,U. Пµимеµом изомоµфизма. динейного 11µ0L:т·µа1:i­

с.:тва. в с.:ебя. я.вдя:етL:я: rпuжdествен.н.ый unepumup. 

Теорема 4.2. Два. кuне'Ч,НИмерных fl,'UНейных прuстринсrпви 
изомоµфны TOl'Дi:L 11 только TOl',LJ,ё:11 KOl',LJ,i:L Oli11 имеют O,LJ,ИIO:LKOBYIO 

ризмернuсть. 

• Пус.:гь динейные пµoL:Гl-)i:LHL:ГBi:L ,С и L' имеют одинаковую 
µё:13меµ1:iоL:ть п. Мы докi:J..жем 11зомоµф1:1ос.:ть этих д111:1ей1:1ых 

11µос.:тµi:L1:1с.:тв 1 нос.:тµоив отобµажение А: L • L', я:в.11я:ющеес.:я: 
изомоµфизмом. Ддя: эт01 'О выбеµем 11µ011зводь1:iые б из·исы Ь = 
= ( Ь1 . . . b,i} в д111:1ей1:1ом нµоL:тµа.1:iс.:тве ,С 11 е = ( е1 . . . e,i) в 
д111:1ей1:1ом llf"IOL:тpa.1:1L:·1,вe L'. Jlюбой f> eкrnup -;i; Е ,С может быть 

рuз4uжен в биз'исе Ь, т.е. нpe,LJ,L:Ti:LВJШH в виде -;i; = Ьх, 1',LJ,e х -
с.:тодбец кuupduнurn это1'0 вектора в ба.311с.:е Ь. Нектору -;i; Е ,С 

110L:тi:Lв11м в с.:оответс.:твие вектор ех Е ,С' , который в бё:1311L:е е 
д111:1ей1:1ого нроL:тра.нс.:тва L' имеет те же коорд111:1а.ты1 '!ТО и 

вектор -;i; в базис.:е Ь. Зi:Lда.1:11:1ое та.ким обрё:13ом отобра.жеl:iие 

А: ,С ➔ ,С' лвдя:етс.:я: д111:1ей1:1ым онера.тором. Дейс.:твитедь1:iО1 еL:ди 
взя:ть 11ро11зводы1ьш векторы -;i; , у Е ,С с.:о L:ТОJ1бцам11 коорд111:1а.т 

х,у, то 

A (-;i; +у)= е(х +у)= ех + еу = A-;i; + Ау, 

так как нри с4uжен.ии вектuрuв их коорд111:1i:J..ты с.:кдадываютL:я:. 

То'--11:10 та.к же 11р11 умнuжен,'U'U вектuри -;i; с.:о с.:тодбцом коорд111:1а.т 

х ни 11ро11зводьl:iое 'tt'UC4U Л ноду Lraeм 

А(Л-;~;) = е (Лх) = Л(ех) = Л(А-;~;), 
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1 'де u1нпъ-таки. И.(.;НUдьзuван.ы 11равш1а у мн.uжен.и.л. вектuра н.а 

'iИ.(.;JIO в кuuрди.н.атах. 

Jlиаейный uператuр А лВJ1лет(.;л ·и'Н,ъекmnf>'Н,ЫМ, так как 

равеш.:твu Ах= Ау uзн.а'iает, 'iTU ех = еу и.ди. х = у в (.;и.ду 

един(.;твен.н.о(.;ти. разJюжен.и.л вектора но бази.t;у. Поэтому х = у. 
Jlи.н.ейн.ый uнератuр А л.вдл.е·1·(.;я сюрье·кmnf>Н,ЫМ, так как дю­

бuй вектuр у Е: [,' (.; коuрди.н.атсtми. у в бази.t;е е ЛВJ1ле1•t;л uбразом 

вектuра х = Ьу t; теми. же кuuрди.н.атами. у, 'iTO и. у, н.u uтн.ut;и.­
тедьн.о t;вue1 ·u -~ бази.(.;а Ь. Jlи.н.ейн.uе и.н.ъекти.вн.uе и. t;ювьек-" , r 
тивн.uе uтuбражение, 1ю uнредеден.и.ю 4.3, и еt;ть и.зuмuрфизм. 
Сдедuватедьн.u, ди.н.ейн.ые нрu(.;тран.t;тва [, и. [,' и.зuмuрфн.ы, нри. 
этuм изuмuрфи.змuм лвдяе·1тл. LШ(.;Трuен.н.ый н.ами. ди.н.ейн.ый uне­

ратuр А. 

ПреднОJЮЖИМ тенерь, 'iTO JlИliеЙные нрО(.;Трёt.Н.(.;ТВёt [,. и [,' 
и.зuмuрфн.ы и. нуt;ть uтuбражен.и.е А: L --+ L' яв.11.нетt;л t;Uuтвет­
t;твующим изоморфизмом. 1:3 п-мерН,ИМ 4'UН,ей,·н,и.м, npucmpuН,­

cmf>e [, выберем аекuтuрый базиt; Ь = (Ь1 ... Ь,t) и дuкажем, 

'iTU сщ.:те.ми f>ектириf> е = (АЬ1 ... АЬп) , сut;тu.нщм и.з uбрсt­

зов бази.(.;ных векторов, лвдл.ет(.;Я бази.(.;ОМ в L'. 
1:3u-нервых, (.;И.Стема вектuрuв е ди.н.ейн.u н.езави.t;и.ма. 1:3uзь­

мем нрuизвuдьн.ую 4'U'Н,t:U'Н,ую кu.мбn'Н,U'Ц'UЮ этой t;иt;темы векто­

рuв (.; н.екотuрыми. кuэффи.ци.ен.тами. х1, ... , Хп и. нри.равн.}!ем 

'Н,у4еf>иму f>ектиру О' н L': 

Леная: 'ictt;ть равен.(.;т.1>сt л.1>J1летсл образом н.екоторо1·0 векторсt х: 

х = х1 Ь1 + ... + Xnbni кuuрдинатами кuтupuгu в выбранн.uм ба­

зи.t;е Ь лндлютt;}i кuэффи.ци.ен.ты ди.н.ейн.uй кuмби.н.аци.и.. Так как 

отображен.и.е А и.н.ъекти.вно, а н.уденой нектоµ из L' лндлетt;л 

образом н.у JШBOL 'О вектора и.з L, закдюL1аем, 'iTO х = О, 110(.;КUдь­
ку Ах = О' . Итак, 
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ct это возможно1 J1.1:1шь е<.;ди в1,;е коэффициенты диней11ой комби-
11сtции рсtв11ы 11у дю. 

Но-вторых, любой нектоµ у Е: L' можно нред<.;тсtвить н ниде 
лин~Йной комбинсtции 1,;и1,;т~мы в~кторов е. Н <.;а.мом д~л~, та.к 

ка.к отобрсtжtшие А 1,;юрwктинно, вектор у лнюrет<.;я: обрсtЗом 

некоторого вектора. х, имеюще1'0 н ба.зи<.;е Ь 1,;тодбец координсtт 

х. 1'01·дсt 

и мы ноду'iсtем рсtЗJюжение у 110 <.;и1,;теме некторон е, коэффици­

~liта.ми н котором я:вдлюттл координсtты н~ктора. х н бсtЗи<.;~ Ь. 

Си1,;темсt векторов е линейно незсtви1,;им11, и в ней можно рсtЗ­

Jюжить дюбой вектор динейного нро<.;трсt111,;тн11 L'. 31111'-lит, эта. 

1,;и1,;т~ма. нвдн~т1,;н бсt.зи1,;ом в L'. llpи этом коли 'i~t.;тво в~кто­

ров в е <.;ОВШ::J..Да.ет (; KOJIИ'i~(;TBOM векторов 1> бсtЗи<.;е ь JIИШ:~ЙНОl 'О 

про1,;грсt111,;гвсt L, 1,;дедова.гелы10, рсtЗмерно1,;ги 11ро1,;грсtн1,;гв L и 
[,' t.;OBlla.Дa.IOT. • 

Следствие 4.1. Н1,;~ п-м~р11ы~ ди11~й11ы~ нро1,;тра.111,;твсt 

изоморф11ы .л,ппейпиму арпфмеrт1,ч,ес:киму npuc:rnpanc:rnr-;y ~п. 

1101,;гро~нный в дока.зсtг~ль1,;гв~ г~ор~мы 4.2 изоморфизм 
1,;влза.11 <.; выбором бсtЗи<.;ов в ди11ей11ых 11µ01,;·1,рсtш.:твсtх .С и L'. 
Е1,;ди в той иди и11ой 1,;и·1'уа.ции мы можем t.;'iитсtть 1 'iTO бсtЗи<.; 

в диliеЙliом 11ро1,;·1·ра.111,;тв~ фик1,;ирова.111 то вме1,;то а.б1,;тра.кт1101 'о 
·n-мepliOl'O JlИlieИliOl'O 11ро1,;тра.1i(;ТВа. MOЖliO И(;НОJlЬЗОВа.ТЬ 

11 
(;Ta,li­

Дa.PTliOe ;, диliеЙ11ое а.риф мети 'iet.:кoe нроt.:тра.lit.:тво llf.n. Ht.:e рсtс-

1,;у жде11ил и выкда.дки в диliеЙ11ом арифмети'iеt.:ком нроt.:тра.11-

1,;тве 1101,;я:т более коliкретный и интуитивно ноня:тный ха.ра.ктер. 

Но t.:'iита.ть бсtЗи<.; в ли11ей11ом 11роt.:тра.11t.:тве фик1,;ирова.liliЫМ 

11е в1,;е1'да. 11риемдемо1 ноэтому 11е;1ьзя. t.;'iита.ть иде11ти 'iliыми 

11роизводь11ые п-мерные диней11ые 11ро(;тра.н1,;тва.. Обы'iнО ото­

ждеt.:тВJ1я:ют ди11еи11ые нроt.:тра.11<.;тва.1 между которыми 1,;уще-

1,;·1'1> у ет " еt.:теt.:тне1111ый 1' изоморфизм1 не 1,;ня.за.1111ый 1,; ныбором 

то1'0 иди и1101'0 бсtЗИ(;i:.1... Нш1ример, ка.к ди11ей11ые нроt.:тра.11-

1,;тна. тожде1,;тненliы JlИlieЙнoe 11pot.:тpa.lit.;'l'BO ма.триц тина. rn x n 
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и диlieЙlioe арифмети'iеt.жое нроL:траю.:тво IR"m, так как меж­
ду liИМИ. ВО31iИЮtет И3оморфи3м, eL:JIИ. YL:TaliOBИTb L:OOTBeTL:TBИe 

между эJrемеатами матрицы типа ni x n и компонентами тпп­
мер1iо1 'О арифмети 'ieL:кo1 'О вектора. To'iliO ·1·ак же можliо lie 

V V 

раЗдИ'iать JlИlieинoe 11poL:тpaliL:TBO (.;'l'pOK ДдИНЫ n И JlИlieИliOe 
11poL:тpaliL:TBO L:ТОдбцов ВЫ(.;ОТЫ п. 

YкaЗaliliOe отождеL:твдение диliеЙliых 11poL:тpaliL:Tв 1103водл­

ет 3а11иt;ьшать векторы дию~йно1·0 арифмети'iеL:ко1·0 нроL:тран­

t;тва в 3авиt;имоL:ти от t;итуации и как матрицы-L:троки, и как 

матрицы-L:тодбцы. На.помним, '-ITO элемеата.ми п-мерного ли­
lieЙliOL '() а.риф мети 'ieL:KOL '() LLpOL:Tpё:tlil:TBё:t ЯВJНlЮТ(.;Я у LLOpЛДO'ieli­

libШ (.;()ВОКУ llliOL:TИ И3 n 'iИL:eJl . llорлдок 'iИL:ед В Ка.ЖДОЙ Та.КОЙ 

L:OBOKYllliOL:TИ MOЖliO 3адава.ть раЗдИ 'iliЫMИ (.;НОt.:Обами, И. 3а.11И.СЬ 

ее в строку иди стодбец - дишь две во3можноL:ти и3 бесч.ислеа­

ного множествс1, L:nособов. 

Пример 4.6. В ди.liеЙliом 11pot.;·1·pa1iL:твe К3 [х] MliOl'O'iJШliOB 

нepeмeliliOL ·о х L:тенеliи. lie выше трех эдемеliты 1, х, x'l , х3 

обраЗуют баЗи.с. Этому баЗи.L:у L:оответL:твует и.3оморфи.3м 

между К3 [х] и ~ 4 
1 нри. котором MliOL'O'iJШliY ио + uix + U'l,X'l + 

+из.х3 соноL:тавдлется с1,ри.фмети.'iески.й вектор (ио, и~ , U'l, 7 u3). 

4.3. Матрица линейного оператора 

llри.мер 4.3 бОJше 1 ·дубок, 'iем это может нокаЗатьсл L: 11ер-
1:ю1 ·о В3L'ШiДё\.. Факти. 'iеL:ки. дюбой ,л,·шн.ей:н.ый uneparnup можliо 

V V U 

иliтернрети.ровс1,ть как ди.liеИliЫИ онератор, oни.L:aliliЫИ в этом 
V U 

нри.мере, т.е. деиL:тви.е ди.lieИliOL'O онератора L:води.тt;л к умliо-

жеliи.ю L:толбца коордиliат вектора на матрицу. llолсним это 

нодробliее. 

llyL:ть 3aдali диliеЙliыЙ онератор А; [. • L, т.е. ,л, ·u'НtеUН,Ие 

преибрази1>а'Нt·ие п-мер'НtИё-И ,л,·и'Нtей'Нtиё-и npuc:rnpa'Нtc:m1>a [. в себл. 

Выберем ба;зщ; Ь = (Ь~ . . . Ьп) в L. ДеЙL:тви.е JlИ.lieЙliOl'O 01ш­

ратора 110J11iОL:тью онредедеliо, et;J1и. и.3веL:тliы обра3ы 1> екти-
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puf> базю;а. Дей<;т.1:н1.тедыiо, е<;ди. вектор х и.меет r-.:uupdш--1,arnы 
г 

Х = ( Х l . . . Х п) , ТО 

т .е., 3.1:iаЯ вектuры Abi, мы мuжем .1:iаЙти. uбраз дюб01 ·u вектuра 

Х JiИ..l:ieЙ.l:iUl 'U 11pU(.;'l'pёt.1:i(.;TBa .с . 

t>а<;<;мотри.м деЙ<;тви.е ди..1:iеЙ.1:iОl 'О 011ерu:гора А .l:ict векторы 

бази.<;а Ь. Обоз.1:iа'iи.м <;1-одбцы коорди..1:iат векторов Abi в бази.<;~ 
ь ( ) г . -1 - '1' 'iep~3 Ui, Ui = Uii ... Uin , '/, = 1 п. Оl'Дёt 

Определение 4.4. Матри.цу А= ( а1 . . . ип) , <;о<;тавд~.1:i.1:iУЮ 

и.з коорди..1:iсtТ.1:iЫХ <;Тодбцов в~кторuв АЬ1 , ... 1 АЬп в бази.<;~ 

Ь = (Ь1 . . . Ьп) .1:iа.Зывают .мап~рицей 4иnейпа~а anepamapa 
А в бази.<;е Ь. 

Матри.ца ди..1:iеЙ.1:iОl 'О ош:~ратора А; .С • .С яшн1ет<;л квадрат­

.1:iОЙ, ее 110рл:док <;ов11а.цает <; pu;змepnuc:rnt,ю ,1тн,ей'н,uс:,u npu­

crnpunc:rnf>и .С. 

t>a<;(.;MOTIJИ.M .l:ie(.;KOJlЬKO 11ри.меров JJ.И..l:ieЙ.l:iЫX Оll~раторов И. и.х 

матри.ц. 

Пример 4. 7. Матри.цей nyдef>uё-u unepurnupa Е); .С • .С 

н~зави<;и.мо от выбора бази.<;а лшrлет<;л ну левал ма,гри.ца <;ОО'Г­

вЕ:У1'<.;тву юще1 ·о ти.11а. ДеЙ<;тви.тедь.1:iо, образом дюбо1'О вектора в 

(.;Луч:а~ нул~вuгu оп~рагuра лвлл~г<;л н,y,rtef>vй f>er-.:rnup. lluэгuмy 

матрица нул~вuгu uп~рагuра в любuм бази<;~ дuджна <;u<;гuлгь 

и.з .1:iУJШвых <;тодбцов. 

Пример 4.8. Marnp'U'Цa rnuждec:rnf>ennuc:,u unepurnupa I 

такж~ .l:i~ зави.<;и.1· от выбора бази.<;а и. в дюбом бази.<;~ явдя­

ет<;л: еди..1:iИ.'i.1:iОИ . ДеЙ<;тви.тедЬ.1:iО, В3Л:В 11рОИ.3ВОJiЬ.1:iЫЙ бази.<; 





140 4. JlИHl!JЙHЫl!J Ulll!Jt>Al'U~Ы 

Замечание 4.1. Ныкюtдки, нриведенные в докюа·л:;11ы.:тве 

теоремы, МОЖ!iО у нроt.:тить, et.:JlИ ИL:110JIЬ30Вать Ма.'l'РИ ЧliЫе обо-

31iачеtlИЯ И 11равиJ1а BЫllOJltletlил матрИЧ!iЫХ 01шраций. llода.1 'ая) 

что t.:трока обрюов бюиt.:ных векторов (АЬ1 ... АЬп) аодуча­
етt.:я "умliожеliием ;, t.:троки векторов Ь t.:J1eвa lia оаератор А: 

(АЬ1 ... АЬп) = АЬ, 

аоду чаем 

АЬ = (АЬ1 ... АЬп) = (Ьа1 . .. Ьип) = Ь(а1 ... a,J = ЬА, 

так как Ьщ - матрична.Л зааиt.:ь раздuжен'ил f>t: 'кmupa АЬi пи 

ба;зпс:у Ь, i = 1, п. Здеt.:ь мы иt.:11одьзова.J1и техliику онераций t.: 
бдu·ч,ными матрицам·и. 

Нзяв ароизводыiыЙ вектор х = Ьх, 11олу L1аем 

Ах= А(Ьх) = (АЬ)х = (ЬА)х = Ь(Ах). 

Это О31iа.чает, что t.:тодбец Ах ЯВJiлетt.:л t.:тодбцом координат 

вектора Ах. 

Пример 4.9. ~аt.:t.:мотрим отображеliие А: V3 • V3 , кото­

рое каждый вектор х 11реобразует в е1'0 вектор!iое 11роиз1>ед,е­

аие Ах = х х i tla uprn i оt.:и Ох. Н t.:ИJIY t.:войt.:т1> векторно1 'О 

11роизведеliия это отображеliие - диliеЙliыЙ 011ератор. Найдем 

матрицу А это1'0 динеЙliОl'О оаератора 1> (11ра1>ом) ортонорми­

ро1>аliliОМ бюиt.:е i, j, k. Ддя это1'0 liaдo liаЙти обрюы бюиt.:­

ных 1>екторов и рi:1.ЗJюжить их 110 тому же бюиt.:у. Поt.:кодьку 

Ai = i х i = О , то нервый t.:тодбец 1> матрице А !iудевой. Дa.Jiee 

ноду чаем второй t.:тодбец матрицы А: 

Aj=jxi=-k=Ui+oj-1 -k= (i j k)(J)-
Затем третий t.:тодбец: 

Ak = k х i = j = ( i j k) о) . 
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Итак, матµи.ца А имеет вид 

Дейс.;тви.е ди.lieЙliUL 'U uнеµатuµа А lict вектuµ х мuжliu тенеµь 
т 

3а11и.с.;ать как yмliuжetlи.e с.;·1-одбца кооµди.liат (х у z) вектоµа 

х с.;дева lia. матµи.цу ош:~µатоµа: 

С) С 
u 

о) С) Ах= (i j k)A ; = (i j k) ~ u 1 у = 
- 1 u z 

= (i j k< ~J =zj-yk. # 

Матµи.ца ди.lieИliUL'O онеµатоµа нодtlоt.:тью хаµактеµи.3ует 

ди.liеЙный онеµс:tтоµ. 1:3 то же вµемл, ка.кую бы квадµс:tтную ма.­
гµицу поµлдка п мы liИ. в3лди.1 оаа будет магµи.цей некогоµого 
ди.lieЙliOL'O онеµатоµа в 3ctДctliliOM ба.Зи.с.;е n-мeµliOL'O ди.lieЙlio­

L'O нµоt.:тµаtlс.;тва ( с.;м. 11µ.и.меµ 4.3). I'аки.м обµа.Зом, между 
V V 

ди.liеиными онеµатоµами, деис.;твующи.ми в да.нном п-меµном ди-

нейном нµос.;гµаtlс.;гве .С. и квадµагliыми магµицами. поµлдкс:t п 

с.;ущеt.:твует с.;оответt.:тви.е, котuµое я.ш1летt.:л в3аи.мliо UДli03lict't­

liЫM, '!ТО и. утвеµждает с.;дедующал теоµема. 

Теорема 4.4. Пус.;1-ь Ь - нµои.3водьliыЙ ба.Зи.с.; в п-меµliом 

JlИ.lit;ЙliOM нµoc.;тµalit.:TB{; .с.. }>а3ди. 'tliЫM JlИ.lit;ЙliЫM ОШ:~µатоµам 

А и. В, дейt.:твующи.м в нµоt.:тµаtlс.;тве .С., t.:оответt.:твуют и. 

µа.ЗдИ'tные матµицы в ба.Зи.t.:е Ь. Jlюба.л ква.дµатнал мс:tтµицс:t А 
V V 

ноµлдкс:t п лвллетс.;л мс:tтµи.цеи некотоµого линеиного опеµс:tтоµс:t, 

дейс.;твующе1·0 в ди.liеЙliом нµоt.:тµс:ttlс.;тве .С.. 

• E(.;.lrи мс:tтµи.цы А и. 13 онеµа.тоµов А и. В в ба.Зис.;е Ь с.;овнадают, 
го, i.:01-лc:tc.;tlo теоµеме 4.3, длл дюбuгu вектоµс:t х t.:o ~.:толбцом 
кuоµди.liа.Т х 

Ах= ЬАх = ЬНх = Вх 
' 
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т.е. обрсtЗы 11рои.з1:юды101·0 il-екторс:1., нри. дil-YX отобрс:1.,же!:iи.я.х 

t.:ош1с:tдс:1.,ют. Сщщоil-с:tте.11ы10, t.:Oil-HёtДc:tют и. t.:ёtми. отобрс:tже!:iи.л. 

llуеть А = (Uij) - 11рои.з1:ЮдЬ!:iёtЯ. квс:1.,дрс:1.,тн.с:1.,я. мс:1.,три.цс:1., 110-
ря.дкс:1., п. Онредеди.м отобрс:1.,же!:iи.е А; .С --+ .С t.:Ol'дёtt.:J:io формуде 

А(х) = ЬАх, l'де х - t.:тодбец коорди.н.с:1.,т векторс:t х. НеL:Jюжн.о 

нровери.ть, 'iTO зс:1.,дс:1.,н.н.ое тс:1.,ки.м обрсtЗом отобрс:1.,жен.и.е я:вдлет­

t.:л ди.!:iеЙ!:iым ош~рс:1.,тором. Дейt.:тil-и.те.11ь!:iо, ддл. дюбых вектороil­

х, у Е: .С и дюбых дейt.:тви.тедьн.ых Lrи.i..:eд Л, µ, 

А(Лх +µ,у)= ЬА(Лх + µ,у)= Л (ЬАх) + µ, (ЬАу) = ЛА(х) + µ,А(у). 

н этой il-ЬlKJlc:tдкe мы И.t.:llOJlЬЗOil-a./1.1:1. теорему 1.3 и. L:il-OЙL:Til-ё:t 

умн.ожен.и.л мс:1.,три.ц. Bы'iИ.QlИ.il- ддл i = 1, п ~..:тодбец коорди.н.с:1.,т 
обрсtЗёt i-1'0 векторс:1., и.з бсtЗи.t.:ёt Ь 

о 

о Ui-1,i 

Abi = ЬА 1 =Ь Uii 

о Ui+l,i 

о Uni 

1'де еди.н.и.цс:1., t.:тоит в i-й t.:троке, убеждс:1.,емt.:я: 1 'iTO он. t.:ош1с:tдс:1.,ет 
t.: i-м стодбцом мс:1.,три.цы А и. ноэтому мс:1.,три.цс:1., зс:1.,дс:1.,н.н.01·0 

динейного оперс:tторс:t совпс:tдс:tет t.: иt.:ходной мс:1.,трицей А. • 
Теорема 4.5. t>с:1.,н.1' мёtтри.цы ди.н.ейн.01'0 онерс:1.,торс:1., А; .С --+ 

--+ .С t.:овпс:tдс:tет t.: рс:tнгом этого оперс:1.,торс:1.,. 

• Обриз i111A д'U'НtеU'НtИё-И unepumupu А 11редс1·с:tвдлет собой д·и­

ней'Нtую uбидич:;;;у с:'Uс:mемы векrпирив АЬ1 1 ••• 1 АЬп, 1'де Ь1, . . . , 
Ьп - некоторый бсtЗи.с ди.н.ейн.01 'О нрострёtн.t.:твс:1., .С. t>с:1.,змер-

1:iОt.:ть ди.!:ieЙJ:iOL 'О ноднроt.:трёt!:iСТВёt i111 А, нредстёtil-Jl.Я.ЮЩёtЛ t.:обой 

рёtН:Г оперс:1.,торс:t, L:OBflёtДёteT (.: Мё:LКL:И.Ма./IЬНЫМ код.и. 'iеt.:гвом JIИ­

н.ейн.о н.езс:1.,ви.си.мых il-eктopoil- в ~..:и.стеме АЬ1 1 ••• , АЬп и. рс:1.,вн.с:1., 
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мс.t.кt.:и.мш1ьиому коди.'iеt.:тву дииейио иезс.t.ви.t.:и.мых L:тодбцов в 

мс.t.тµи.ц~ А, L:OL:тc.t.вJШliliOЙ и.з L:ТОJ16цов кооµди.ю:tт эти.х вtж1·0-

µов. Но мс.t.тµицс.t. А лВJ1летL:л мс.t.тµицей 01шµс.t.тоµсt А. Зисt'iит, 

dirн irн А L:овпсtдсtет L: µсtнгом мсtтµицы опеµсtтоµсt А в укс.\.3сtнном 

бс.t.зи.L:е. lloL:KOJ1ькy ноliлти.е IJa.lil'ct ди.lieЙliOl'O онеµс.t.тоµсt t1e зсtви.­

L:и.г от выбоµс.t. ба.3и.L:а 1 то и J)ctliг его матµи.цы в любом ба.3и.L:е 
оди.li и. тот же. • 

Замечание 4.2. Свлзь между ди.liеИliыми. онеµсtтоµами. и. 

мс.t.тµицами., BL:KIJЫTctл ДOKc.\.3ёtliliЫMИ теоµемс.t.ми., ll03BOJIЛeT Дс.\.ТЬ 

геометµи.'iеL:кую и.итеµнµет·ацию L:И.L:теме дииейиых шп'ебµаи.­

'iеL:ки.х уравliеиий ( CJIAY). ЕL:ди. CJIAY зсtниL:сtть в мсtтµи'iliОЙ 
фоµме А:.с = Ь, то матµицу А можt10 L:влзать t.: liекотоµым ди­
t1еЙt1ым онеµатоµом А1 а L:тодбцы х и. Ь и.t1теµ11µети.µовать как 
L:толбцы кооµдииат вектоµов х и Ь. Мы нµиходи.м к 011еµа­

тоµt1ому уµавt1еt1и.ю1 Ах = Ь1 µешеt1и.е котоµ01'0 03tict'iae1· 011µе­

.целеt1и.е вектоµс.t. х 110 е1'0 обµа,3у Ь. Н 'ictL:TliOM t.:дy'ic.t.e Ь = О 
СЛАУ одноµодllсt, а µешение опеµагоµного уµавненил озна'iает 

011µeдeJiet1и.e .лdри u·nr-;pumupu. Отмети.м1 'iTO тривиа.л,-,,пое ре­

шеn'ие :с = О одноµодной CJlAY А:с = О t.:оответt.:твует нудевому 

вектоµу , вt.:е1-да входящему в ндµо онеµатоµа. 

4.4. Преобразование матрицы 
V 

линеиного оператора 

Murnpm.iu д·u·,u;йnuё,U unepuтnupu и.змеилетL:л, ко1'да измеил­

етt.:я биз·ис дnneйnuё,U пристрипстви. Нозt1и.кает еL:теt.:твеt1t1ыЙ 

во11µос1 как Olic.t. и.змеliя.етсл . Наномliи.м, 'iTO свя.зь двух ба.3и.сов, 

L:таµого (иL:ходного) и flового1 огµс.t.жаетL:л митр·ши,ей nepexudu. 

Теорема 4.6. Матµицы Аь и. Ае лииейио1'О онеµс.t.тоµс.t. 

А: .С --+ .С, зc.t.ни.Gcttiliыe в ба.3и.t.:а.х Ь и. е ли.t1еЙt101'0 11µ0L:тµа.t1t.:тва. 

.С, L:влза.ны дµу1' t.: .цру1'ом L:оотиошеиием 

Ае = u-1 АьИ, (4.2) 

1'де И = Иь--н~ - ма.тµица. неµеходс.t. от ба.3иL:сt Ь к ба.3иt.:у е. 
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• llyt;ть у = Ах. Обозна..'-lи.м киирdш-,.,uты вектирив х и. у в 

t;'l'a..µoм ба..Зи.Gе Ь '-lеµез хь и. уь 1 а.. в новом ба..Зи.Gе е - '-lеµез Xr:: и. Y r:: · 

llоGкодьку деЙGтви.е ди.нейно1'0 01шµа..тоµа.. А в ма..тµи. '-!НОЙ форме 

в ба..Зиt;е Ь имеет вид Уь = Аьхь (см. геоµему 4.3) 1 а.. кооµдина..гы 

вектоµов х и. у в новом и. G'l'a..µoм ба..Зи.са..х t;влза..ны между Gобой 

l)a..13eHCT13ctMИ ( СМ. 1.8) 

Уь = Uyr::i 

то ноду '-!а.ем 

у и-1у и· - 1 (А ,,. ) и· - 1 (А Их· ) (и· -1А и) ,,. r:: = Ь = l),.vt, = Ь е = Ь "-' r::· 

J:>а..венство Yr:: = ( u-1 АьИ) Хе Л13JНШТ(;Л Ma..'l'l)И. '-iliOЙ фоµмой 3а..НИ.СИ. 
действи.я. ди.нейно1'0 онеµсtтоµсt А в бсtзи.се е и. ноэтому 7 t;Ol 'дctcнo 

теоµеме 4.47 u-1 АьU = Ar;:.. 

Издоженное дока..За..те.11ьt;тво теоµемы хоµошо иJшюстµиµует 

L:Jlедующа..Л ДИ.а..l 'l)ёLММёt: 

Xr;:. 
А~ 

---=-+ Yr:: 

и-!, tu- 1 • 
хь 

Аь 
---=-+ УЬ 

Определение 4.5. Ква..дµа..тные ма..тµи.цы А и. Н ноµлдка.. п 
1:шзыва..ют подобны.м:и1 еGди. существует та..ка..Л невыµожденна..Л 
Ма..Тl)И.Ца, f\ '-!ТО p-l АР= н. 

Фоµмудёt ( 4.2) 03Hёt'-icteт 1 что мсtтµицы, нµедстсtвллющие 

оди.н и тот же ди.нейный онеµа..тоµ в µа..Зных ба..Зи.са..Х, я.ВJшют­

сл нодобными. l:3еµно 'l'а..кже и обµа..тное: eL:J1и две ма..тµицы 

А и Н 1юдобны1 т.е. Н = p-l АР, то и.х можно µассмсt.'l'l)И.Вёtть 
Ка.К Ма..Тl)И.ЦЫ OДliOl 'O онеµа..тоµа.., liO 13 l)a..3liЫX ба..3И.Са..Х. Дей­

СТ13И.ТМЬНО7 в нµои.звольном п-мер'Н.,ИМ л,-uнейним присrпринсrпве 

за..фи.кси.µуем нµои.зводьный ба..Зи.с Ь и. выбеµем линейный онеµа..­

гоµ1 котоµый в этом ба..Зи.се имеет ма..тµицу А. Тогдёt в ба..Зи.се 

е = ЬР этот же онеµа..тоµ будет и.меть ма..тµи.цу p-l АР= Н. 
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Теорема 4. 7. .Ь:,t;ди ма.тµицы А и .Н нuдuбны, тu di:;t А = 
=di:;t.Н. 

• EL;J1и ма.тµицы А и .Н 110дuбны, тu1 t.:OI'Jla.t.:нo 011µ1:;д~:;д~:;нию 4.5, 
t;ущеt.:твует та.юш невыµожденнм матµица Р, '!ТО Н = p - l АР. 
Так как 011µедедитедь 11µ011зведенил квадратных матµиц µа­

в~:;н 11µоизв1:;д1:;н11ю 011µtщед11т1:;деЙ этих матµиц, а. det (P - 1) = 
= (d i:;tP) - 1 [111], тu пшrуч:а.ем 

det Н = det ( p - l АР) = det ( p - l) det Adet Р = det А. • 
Следствие 4.2. О11µ1:;д 1:;дит1:;дь матµицы дин1:;Йно1-о u11еµа­

тоµа не завиt.:ит от выбоµа баз11<.;а. 

• Дей<.;твитедьно, возьмем матµицы At1 и А~ динейно1 'О 011еµа­

тuµа. А в двух µазди 'iных ба.З.1:1<.;а.х Ь и е. Cu1 'да.с..:нu теоµеме 4.6 и 
онµедедению 4.5 эти матµ11цы 11одобны. llоэтому det At1 = det А~ 

110 т~:;оµ~:;ме 4.7. • 
Сшщt;твие 1-овоµит о том, '!ТО, хотл матµицёL J1.1:1нейно1-о 011е­

µатоµа и изменя.е1тя. 11µи замене базиt;ёL 7 011µед,ед11тедь ее 11µ.1:1 
этом uс..:та,~:;тс..:л н~:;изм~:;нным. Зна.ч:ит, этот uпµ~:;д~:;дит~:;дь ха,­

µr.:1..к-1-еµизует не конкµетную ма.тµицу u11eµaтoµcL в конкµетном 

базиt;е, ёL t;ёLм онеµатоµ. Это 11озв0Jшет ввеt.:ти t;дедующее 110-
нnт111:;. 

Определение 4.6. Оnреде.л,ите.л,е.м, .л,и'Нtей'Нtа~а anepa­
mopa называ,ют 011µед,!:'дИТ!:',,JIЬ есо мr.:1.,тµицы в каком-д11бо ба­
зи:<.;е. 

Пример 4.10. Линейный онеµатоµ А; V3---+ V3, онµедедле­
мый фоµмудоЙ Ах = x x i, в базиt.:е i, j, k имеет ма,тµицу 

(t;м. нµимеµ 4Я) . Онµед,едитедь этой мr.:1.,тµицы µсLвен нудю. 

Зна'i11т, и в дюбом дµу1-ом базиt.:е 011µеде,,11.1:1те,,11ь матµицы это1'0 
u 

д11неино1'О 011еµr.:1.,тоµа 1жвен нуJ1ю. 
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4.5. Произведение линейных операторов 

Пуt.:ть в Jt,'Uneйnuм npuc:rnpunc:mF>e L дейt.:твуют ,цво., ,11/U'Н,ейпых 
иперитири А и. В. !>с.tt.:t.:мотµи.м отобµс.tжеtlи.е В А; L • .С, кото­

µое я:вдлетL:л комнозици.ей д;вух. отобµо.,жеliи.Й и Зо.,До.,етt.:я: фоµ­

муJюЙ (ВА)х = В(Ах). Это итибриже'Н,·ие я.шпш·1тя. ,ллпей'Н,ЫМ, 

То.,К Ко.,К ддл дюбых. вектоµов х и. у и. дюбых. дейt.:тви.Т(:;llЬtlЫХ. 

ли.µ, 

(ВА)(лх + µу) = В(А(лх + µу)) = В(лАх + µАу) = 

= лВ(Ах) + µ,В(Ау) = л(ВА)х + µ,(ВА)у. 

HJJeд,etlliЫЙ tlc.tми. ди.liеЙliыЙ онерс.tтор В А lic.tЗЫJJc.tют nроиз­

в едение.м, .л,инейных оnератпоров В и А. 

Теорема 4.8. lly t.:ть в ди.tlеЙ:tlом нµoL:Tl-)c.tlit.:твe .С дейt.:твуют 

ди.tlеЙ:tlые онеµс.tтоµы А и. В, о., А и. 1J - мamp'U'l-fЫ эти.х. ,11/U'Н,ей·кых 

unepumupuF> в tlекотоµом бизис:е Ь. То1'ДсL мсt.тµи.цей ди.lieЙliOl'O 
онеро.,тОро., В А в том же бс.tЗи.t.:е Ь я:вдя:етL:л мсLтри.цсL В А. 

• ДеЙL:тJJи.е ди.нейного онеµо.,т•оµсL licL вектоµ в ,Цo.,HtlOM бс.tЗи.L:е 

нµедL:'l'ё::\.,ШlЛетt.:л Кё::1.,К YМliOЖetlи.e Мё::\.,Тl-)И.ЦЫ ЭТОl'О онеµо.,ТОl-)ё::1., liё::I., 

L:Тодбец кооµди.но.,т вектоµо.,. llоэтому ддл нµои.зведеtlи.л Д,JJY х. 

oнeµo.,'l'OIJOJJ А и. В ноду 'iёtем 

(ВА)х = В(Ах) = В(ЬАх) = Ь(Н(Ах)) = Ь(НА)х. • 
EQIИ линейный опеµо.,тоµ А: L • L пµед;L:То.,Вдлет t.:обой би­

екm/Uf>'Н,Ие итибраже'Н,·ие, то t.:y щеL:'l'вует обро.,тtlое отобрс1жеtlи.е 

А- 1 : .C • L. 

Теорема 4.9. EL:Jrи. ди.liеЙliыЙ ош~µс1тоµ А имеет обµс1тное 

отобµс1жеtlи.е А - 1
1 то это отобµо.,жеtlи.е ди.lieЙlio, нµи. 'iем eL:J1и. 

Мо.,тµицей А в дс1нном бс.tЗиL:е Ь лвллетL:л А, то мо.,тµицей 

JlИ.tleЙtlOl'O онеµо.,'1'01-)а. А - l В том же бс.tЗи.t.:е я.вдлетt.:л л-1 . 

• Любым вектоµо.,м У1 и Yi динейного п:µot.:Tl-)o.,liL:TBo., L L:оответ­
L:твуют та.кие oднoзtla.'iliO онредедеtltlые вектоµы х 1 и. xi, '!ТО 
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Yi = Axi, i = 1, 2. При этом ддл дюбых деЙt,;твит~1ыiых Л и µ, 
вектору Лу1 + µ,у'!. t.:оответt.:твует вектор Лх1 + µ,x'l., та.к ка.к 

llоэтому 

л-1 (Лу1 + µ,y'l,) = Лх1 + fl,X'l, = лл-1у1 + µ,A- 1y'l,, 

Сдедова.т~rьно, отобра.жение А - L динейно. 
Отметим, 'П'О 11роизведение ош:~ра.l'Оров А - L и А, ка.к ком-

11озицил 11рлмо1 'О и. обрс:1.,тно1 'О отобра.жений, лшrлетt,;л тпижdе­

ств е·кным ипериrпирим. Соглс:1.,t,;но теореме 4.8, прои.зве,цение 
ма.триц А' и А эти.х онера.торов ра.вно едини.'-iной ма.три.це Е; 

А' А = Е. Эго 3Нс\.Ч:И.Т , '-iT'O Ма.ГрИЦс\. А' опера.гора, л-1 .ЛВJlЛеГ(.;Л 
обра.'l'НОЙ К Ма.три.це А онера.тора. А; А'= л-1 . • 

Замечание 4.3. Длл дюбых двух линейных 011ерс:1.,торов А 
И. В, 1.\еЙt,;'l'ВУЮЩИ.Х В ди.нейном 11pOt.;Tpa,H(.;TBe .С, BЬlllOJIШ·le'l't.:Ji. 

t,;оотношение 

Rg(AB) :::;; нiiп{RgA,RgB}. 

ДеЙt.;'I'ви.тельно, ра.t.;t.:мотри.м онера.тор А ка.к линейный оне­

ра.тор А: iн1В • .С. Ра,3мерноt.:ть обра,3с:1., онера.тора., т.е. е1'0 

pa.lil', lie нревоt.:ходи.т ра,3мерliоt.:ти. диlieИliOl'O нpot.:тpa.lit.;Tвa., и.з 

которОl'О он деЙt,;твует, Тё\,К Ка.К t.:yMMa, дефекта, И pa,Hl'ij, l:OBlla.­
дa.eт t,; ра.змерноt.:тью это~ 'О нpot.:тpa.lit.;'l'Ba. ( t,;м. 4.1). Н нс:1.,шем 
t.;ду '-ia.e и.меем 

Rg(AB) = diн1i111(AB) :::;; dirнirнB = R.gB. 

Та.к Ка,К обра,3 динейиого онера,тора. АВ лвJrле'lтл линейным 

HOJ.\Hpot.:тpa.lit.:твoм обрё:131:1 ди.lieЙliOl'O 011ерс1торс1 А, то 

Rg(AB) :::;; RgA. 

Докс131:1нное t.;Оотношени.е можно неренеt.:ти. lia. квс1дрс1тные 
ма.трицы t,; помощью теорем 4.5 и 4.4. В резульгс1ге по­

ду'-iа.ем, '-iTO рс1н1' нрои.зведенил ма.триц АН lie нревоt.:ходит 
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нlin{RgA, RgH}. О(.;обо отметим (.;JlУ'--Ш,Й, ко1·да одшt из матµиц, 

1iа11µимеµ Н, лвJНШТGЯ. l!евыµождеliliОЙ. То1·да Rg(AH) ~ Rg А и 
oдlioвµeмelil!O RgA = Rg((AH)н-1 ) ~ Rg(AH). СдедоватеJ1ь1iо, 
нµи умш>жеliии матµицы А (.;11µава ШL lieвыµuждeliliYIO матµицу 

ее µalit' lie измеliлетGл. llµи умliожеliии матµицы А GJteвa lia. 

lieвыµoждeliliYIO матµицу µalit' также lie измеliлетGя:, '!ТО дока­

зьшает(.;я: a.liaJIOL'И'--iliO. 

4.6. Линейные пространства 
V 

линеиных операторов 

Обозliа'--iим '--Iеµез L(L, L') МliОЖе(.;тво В(.;ех ,Л,·uнейных unepa­

·rnupurз, деЙ(.;'l'вующих из ,Л,'Uнейнuс:,.и прис:т,рт-,,с:п~rза [, в диlieЙlioe 

11µ0(.;'l'Va.liGTBU [,'. J:j этом MliUЖe(.;'l'Be введем 011еµации С.11,0-

жени.я .л,инейных операторов и умножения .л,инейно~о 

оператора на дейсrпвите.л,ьное 'ЧUCJl..O. Сум.мой .л,иней­

ных oneparnopoв А, В Е L (L,L') liа.Зовем uнеµатuµ А+ В Е 
Е L(L, L'), 011µедедя:емый фоµмуJюЙ 

(А+В)х=Ах+Вх, 

а произведением .л,ипейно~о оператора А Е L (L, L') па 
действите.л,ьпое -чис.л,о Л 1iа3Uвем 011еµатоµ ЛА Е L (L, L') , 
деЙ(.;твующий GOl'дa.GliO фоµмуле 

(ЛА)х = Л(Ах). 

llU(.;KUJlЬKY 

(А+ В)(ах + р'у) = А(ах + р'у) + В(ах + р'у) = 

= (с.хАх + µ'Ау)+ (аВх + µ'Ву)= 

= а (Ах + Вх) + р'(Ау +Ву)= 

= а(А + В)х + р'(А + В)у 
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(лА)(их + {iy) = л(А(их + {iy)) = л(А(их) + A({iy)) = 

= (ли)Ах + (л{i)Ау = (ил)Ах + ({iл)Ау = 

= и(лАх) + {i(лАу) = и((лА)х) + {i((лА)у) , 

u·1·uбражt:ши.л А+ В И. лА дейс..:тви.тедЫi() Я.ВJlЛЮТС..:Я. JlИ.lШЙliЫМИ. 

u11ератuрами.. Таки.м uбразuм1 umнuc:·ume4t>HU JJведенных нами. 
unepa'l1;uй мнuжестr;u L(.C, .С') ;замкнутu. llpuJJepи.JJ а·кс·иuмы 

4·u·н,eйnu;:,u npuc:mpaнc:rrщa, можно убеди.тьс..:л, '!ТО L(.C,.C') OTliO-
V V 

с..:и.тедьно эти.х u11ераци.и Я.llдлетс..:л Jlи.liеиным нрuс..:транс..:тJJом . 

Ддя. каждu1 'U ди.lieЙliu1 'U u11epaтupa А: .С --+ .С' u11peдeJШli 

JlИ.lieЙliыЙ uнератuр (-А), зад;аJJаемый pallelic..:твuм (-А)х = 
= -(Ах). Нетµуднu llf-)UJJeµи.ть, 'iTU (-А) дейс..:тви.тедьliu ди-

V V 

lieИliЫИ u1шратuр; 

(-А)(лх +µ,у)= -(А(лх +µ,у))= -(лАх +µ,Ау)= 

= л(- (Ах)) +µ,(-(Ау))= л((-А)х) + µ, ( (-А)у). 

Н с..:умме с..: А ди.liеЙliыЙ u11eµaтuµ (-А) дает nyл,er;uй une­
pamup. lluэтuмy JJ с..:uuтJJетс..:твии с..: теµминодu1'ией ди.liеЙных 

11µuс..:тра1iс..:тв (-А) liазывают оператором, nротивоnо.лож­

пым к А. 

Jlинейнuе нµuс..:тµанс..:тJJО L(.C, .С) линейных uш:~µатоµuв из 
JlИ.lieЙliUl'() llf-)OC..:Tf-)a.liC..:TBёt .с в с..:ебя. liа.ЗЬШ<LЮТ .липейпым nро­

стпрапстпвом .Л'unейпых onepa'ffiopoв (nреобразоваn'ий) 

llf-)OC..:Tf-)ё:l.,liC..:TBёt .С. 

Каждому ди.lieЙliuмy uнератuру А Е: L(.C1 .C) , дейс..:твующе­
му в п-мернuм ди.lieЙliOM нµос..:траliс..:тве .С 1 в зaдaliliOM бази.с..:е 

Ь с..:uuтветс..:твует квадратlii:LЯ. матµи.ца А нuµлдка п (мampu'Ura 

это1'U .11,·инейнu;:,u unepamupa). Тем с..:амым uнpeдeдeliu uтобра­

жеliи.е Ф: L(.C1 .С) --t Mп(JR) И.3 JlИ.lieЙliUl'() llf-)UC..:Tf-)ёtliC..:Tlla. L(.C1 .С) il 

ди.lieЙliue 11рuс..:тра1iс..:твu Mп(IR) квадра.l'liЫХ матµи.ц 11uрлдка п 

с..: дейс..:тви.тедыrыми. кuэффицие1ггами., при этuм Ф(А) = А. Cu­
l'дa.c..:нu теuµеме 4.4 urnuбpaжen·ue Ф Лllдлетс..:л биект.:иr;ным. 



150 4. JlИHl!JЙHЫl!J Ulll!Jt>Al'U~Ы 

Теорема 4.10. Пуt.:ть в п-мерliом диlieЙliOM нроt.:тра..lit.:тве 

.С 3a..Дa..li tlекоторый ба..3иt.: Ь. То1'да.. отобра..жеtlие Ф; L(.C, .С) • 
• М п ( IR) 7 t.:01шt.:та..вля:ющее ка..ждому линейному онера..тору его 

ма..трицу в ба..3иt.:е Ь, я.вдя.етt.:л ·изимирфu::Jмuм д'U'Н,t:-U'Н,ЫХ npu­

c7npu'Н,C7nf> L( .C, .С) и M,i(IR). 

• Ка..к мы у же от мет иди, итибрижение Ф биективно, и liёLM 

оt.:та..етt.:я. нока..3а..ть, ч.то оно д·и·н.,ейни. llуеть А и В - два. 
V V 

11pOИ3BOJlbl:iЫX динеИliЫХ онера..тОрёL И3 JIИHeИHOl'O нроt.:тра..НL:ТВа.. 

L(.C, .С) . То1'да. для: любо1'0 f>е·ктири х с .С t.:o t.:тодбцом r.:uupdu­

нu'fn х 

(А + В)х = Ах + Вх = ЬАх + ЬВх = Ь( (А +В):с) , 

1'де А и Н - ма..трицы онера.торов А и В в ба..3иt.:е Ь. Ита.к, 

дейt.:твие диlieЙliUl'U онера.тора. А + В в ба..3иt.:е Ь 3а.ниt.:ыва.етt.:а 

ка.к у MliOЖetlиe t.:тuдбца. коордиliа..Т вектора. t.:дева. liёL ма.трицу 

А+ Н. З!iа..ч.ит , А + Н и я:в.,1я:етt.:я. ма..трицей диlieЙliUl ·о онера.тора.. 

А+В. 

И1·а.к , сдижен·ию дuней'Н,ЫХ иперитириf> нри отобра.жеliии Ф 

t.:uuтве·1ттвует L:Jюжetlиe их ма.триц. Аш:uю1·ич.liо умнижен·ию 

д·и·н.,ей·н.,ис-и ипери'Гnири 'Н,U deйcmf>·иmeдьnue ч,·uсди ,,\ t.:оответттву­

ет у MliOЖeliиe е1 'О ма..трицы lia. это ч.иt.:Jю; 

(лА)х = л(Ах) = л(ЬАх) = Ь((лА)х). 

Уt.:ловия: а.), б) определt;ния: 4.1 выполнены1 поэтому отобра.же­
liие Ф JlИlieЙlio • 

Следствие 4.3. Еt.:ди ма.трицы А, Н с Mп(IR) я:в.,шютt.:я: 

ма..трица..ми диliеЙliых 01шра..торuв А, В с L(L , L ) в некотором 
ба..3иt.:t; Ь J1инеЙ1iОl'О нроt.:тра..нt.:тва.. .С 1 то для: дюбых Lrиt.:eл ,,\ и 
µ ма.трица. ,,\А + µН я:в.,1я:етt.:я: ма.трицей диlieЙliUl'O uнера.тора. 

лА + µВ с L( L ,L) в том же ба..3иt.:е Ь. 

• Эта.. формулировка.. дишь нерефра..3ирует утверждеliие, ч.то 

отобра..жеliие Ф; L(L 1 .C) • Mп (IR) я.в.,шетt.:а диliеЙliым1 ч.то до­

Ка..3а..но в теореме 4.10. • 
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Вопросы и задачи 

4.1. Вьнн;liи.·1-е, н:1:шн:ютL:n ди. ди.liеЙliыми. L:.11едующи.е отобра­
жеliи.л нроL:траliL:тва V3 : а) х • 3(х,х)х; б) opтo1'Olic\.lIЬliaл 

11роекци.л licL шюL:коL:ть хОу; в) х • (хха)хЬ1 1'де а, Ь-фик­

L:ироваliliЬШ векторы нрос.:траlit.:тва V3 • 

4.2. Ныяt.:ните, ЯВ.11яютt.:я ли линейными t.:ледующие отобра-
V 

жеliия линеино1'О 11роL:тра.нс.:тщt, вt.:ех мно1'оч.ленов от неремен-

liОЙ t в L:ебя.: 
а) YMliOЖeliиe MliOl'OЧ.JШliёL lic\. t; 

б) умножение MHOl'OЧ.дelia. lic\. е-, 
в) диффереliцирова.liие мно1 ·оч.дена.. 

4.3. Нудет ли диliеЙliым отображеliие А: ~ 3 • ~ 3 , еt.:ли: 
а.) А(х) = (~iпх1 1 О, х3); 6) А(х) = (:с1 + х3 , 2xi + х3, -1:1), где 

х = (:с1 1 xi, х3). 

4.4. llокажите, ч.то диliеЙliым O11ератором nвдн:етL:н: ото­

бражеliие А, которое кс,1,ждый вектор х = сх1е1 + ... + схпеп, 
за.дс,1,liliЫЙ в JIИlieЙliOM 11pot.:тpa.lit.:твe ,С с.:воими координс,1,та.ми oт­

liOL:итe.11ьlio бази<;с,1, е = ( е1 . . . e,J, отображает в вектор А(х) = 
= сх1 е1 + .. . + схтет, 1'де rn < ·п ( O11ерс,1,тор нроектироваtlил tlo,. 
11oд11pot.:тpc,1,tit.:Tвo ~рап { е1, ... , ет} ). Найдите матрицу эт01·O J1и­
нейно1 'О O11ера:гора. в бази.L:е е. 

4.5. Занишите в зaдatltlOM базиt.:е матрицу L:Jшдующих ли­
tlеЙliых O11ераторов, деЙL:твующих в диliеЙliом 11роt.:тра1it.:тве V3: 

а,) O1шра.тора, нроектирова.нил на шюс.:коt.:ть хОу, базис.: i, 

j, k; 
б) ош~ра.тора. нроектирова,ния. lio,. оt.:ь Оу, базиt.: i, j, k; 
в) онера.тора. нроектированил lia. 1шос.:ко t.:ть хОу, базис.: е 1 = 

= i, ei = j, е3 = i + j + k. 

4.6. l3 нроt.:тра.lit.:тве V3 задаtl вектор с = 3i - 2j + k. Дока.­
жите, ''П'О отображеtlие А, опредедлемое уL:Jювием А(х) = с х х, 
11В.11летt.:л JIИlieЙliым. Найдите е1·O ма.трицу в базис.:е i, j, k. 



152 4. JlИHl!JЙHЫl!J Ulll!Jt>Al'U~Ы 

4. 7. н JlИl:H~Йl:iOM 11(.JO t;TpёLl:i(.;TBe Кп xj Ml:iOl'O'iJlE:ШOB Ш:~peмel:i-

1:iOl'O х t.:тe1ie1:iи l:ie выше п 3cLДcLl:i диl:iеЙliыЙ 011ерс1тор диффеµеl:i­

циµовсLl:iИЯ D [ Р(х)] = Р' (х). Зс111и.шите мс1.:гµи.цу ЭТОL'О 011еµс1т·о­
µс1 в бё13и.t.:е 

хп 

... ' еп = -r. 
п. 

4.8. llyt.:ть L и. ,С' - диliеЙl:iые 11pot.:·1'f-)cLl:it.:твc1. 

JlИ.lieЙliOMY llf-)Ot.:Tf-)cLl:it.:TB у И.3Оморф1:i0 llf-)OL:Tf-)cLl:it.:TBO 

Чему pa.Bl:icL pcL3мepl:iOL:Tb 11pot.:тpcL1:it.:TBcL L (L , ,С') ·r 

Кс::1..кому 

L(L, L')'? 

4.9. Онµедеди.те, кс1кие и3 t.:дедующих отобµс::1..жеliиЙ А; JR3 --+ 
--+ IR3 ЛШlЛЮТt.:Л ди.нейными.: 

с::1..) А (х) = (х1 + 1, x i, х3 + 3); 
б) А (х) = (xf , 2xi + х3 , х1 - xi); 
в) А (х) = (х1 - xi + х3 , Х3, x i); 
1·) А(х) = (xi + х3 , х1 + х3, 3х1 - x i + х3) , 

еt.:ди Х = ( Х1, x i , Х3). Ддл JlИlieЙliЫX Ollef-)cL'l'Of-)OB liёLЙТИ МёL'l'f-)И.ЦЬl 

в бё13иt.:е, в кuтuµом зс::1..дс::1..ны вектuµы х и. А(х). 

4.10. i->a.lTMUTpим JlИlieЙliOe 11pot.:тpa.1:it.:TBO вt.:ех мс::1..три.ц BTO­

f-)Ol'O норндкс::1.. . llокс1жите, '!ТО у Ml:iOЖel:iиe t.:11µс1ва. дюбой мс::1..тµи­

цы ЭTUl 'О нput.:тpc::1..1:it.:TBёL l:ic::I.. мс::1..три.цу 

( 1 2) 
3 -1 

еt;ть динеЙl:iыЙ 011ерс1тоµ. Нс1йдите мс1трицу это1'О 011ерс::1..торё1 в 

бё13и.t.:е 

4.11. llоксLжите, '!ТО в JlИlieЙliOM ё1рифметиL1еt;ком 11роt;трё11:i­

t.:тве IR3 t.:ущеt.:т·вует eдиl:it.:твel:IliЫЙ JIИl:IeЙliыЙ опера.тор, неревu­
дя:щий вектоµы а1, ai, а3 t.:ooтвeтt.:твel:il:iO в векторы Ь1, bi, Ь3, 
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и liа.Йдите мс:1,тµицу это1'О 01шµс:1,тоµс:1, в том же бсtЗю.:е, в котоµом 

Да.liЫ КООl)ДИliа.ТЫ yкctЗa.liliЫX вектоµов; 

а) а1 = 0), a i= 0), а, = (~), 

Ь1 = (i), Ь~ = ( j), Ь; = и), 

б) а1 = и), a i = О), а, = О), 

Ь1 = ( j), Ь~ = ( j), Ь, = ( -i), 
в) а1= (-i), ai= (j), а3= Г!), 

Ь1 = о), Ь~ = о) , Ь, = (i ). 
мс:1,тµицу 

1 2 о 1 

А= 
3 о -1 2 
2 5 3 1 
1 2 1 3 

Нсtйдите мсtтµицу это1-о 01шµс:1,тоµсt в бсtЗю . .:е: 

ct.) е4, е2 1 ез, е1; 
б) !1 = е1 , f i = е1 + ei, fз = е1 + ei + ез , f 4 = е1 + ei + ез + е4; 
в) !1 = е1 - e i, fi = е1 - ез, fз = е1 - е4 , f 4 = е4. 
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4.13. Ксtк и.змеliитt;л мсtтри.цсt диlieЙliOl'O онерсtторсt7 щ;ди. .в 

бсtзи.t;е ( е1 . . . еп) номеliлть меt;тсtми. д.вс\. .векторе\. ei и. ej ·r 

4.14. J lиlieЙliыЙ ош:~рсtтор А .в бсtЗи.t;е ( е1 е:г е3) имеет 

Ма,Три.цу 

с5 
-11 ~)-А= 2~ -15 
-7 6 

Нс\.Йди.те мс\.три.цу этого онерс\.торс:1, .в бсtЗиt;е f1 = 2е1 + 3е:г + е3 1 
f:г = 3е1 + 4е:г + е3 1 f3 = е1 + 2е:г + 2е3. 

4 .15. ЛиliеЙliыЙ онерсtтор А Е L, ( IR3 
1 IR3 ) .в ба.зи.t;е 

(-16) 
е2 = 7 i 

-13 

имеет ма.трицу 

А=(-~ 
- 18 
-22 
-25 

15) 18 . 
22 

Нсtйдите мсtтрицу это1'О онерсtторсt .в бсtЗиt;е 

4.16. На.идите Мсtтри.цу JIИ.lieИliOl'O онерсtторсt диффереliЦИ.-
u u 

ро.ваliи.л1 деиt;т.вующе1'О .в ди.lieИliOM нpot;тpctlit;'l'.вe MliOl'O'iJШliO.в 

t;'l'eнeliи. lie .выше д.вух1 .в бсtЗ.1:1t;е е1 = 1, е:г = х, е3 = х2 . Иt;нодьзуя. 
мсtтр.1:1цу 11ереходсt1 liсtЙд,.1:1те мсtтр.1:1цу это1'О онерсtторсt .в бсtЗ.1:1t;е 

f1 = 1, f:г = х - 1, f3 = (х - 1)2 /2. 



5. СОБСТВЕННЫЕ ВЕКТОРЫ 
И СОБСТВЕННЫЕ 3НА ЧЕНИЯ 

5.1. Характеристическое уравнение матрицы 

Длл нроизводыiОЙ квадратной матрицы А= (Uij) норлдка п 
раt.:t.:мотрим онрt:щелитедь 

det (A - лЕ) = 

а,ш - л 

где Е - е,цинич:наЛ магрица1 а л - ,цейt.:гвиг[:;)rьное перемен­

ное. Относительно 11еременно1 'о л этот 011редедит1::;11ь я.вллетL:л 

мнОl'О'i.lШНОМ L:тенени 'n и может быть заниL:ан в виде 

п 

ХА (л) = d~t(A - лЕ) = Z: (-l)kd1vл'\ (5.1) 
fv_l) 

l'де множит~ди (-l)k введены ддл удобt.:твсt . 

Определение 5.1. Мно1'О'iJШн ХА (л) = det (A - лЕ) назы­

вают характеристи-ч,ески.м, .мпа~а-ч,4еnа.м, .матрицы А1 а 
урсtвн~ни~ ХА(л) = О - характперисmи'чески.м уравпепие.м 

.матриць~ А. 

Пример 5.1. Найд~м хщ>актериL:ти'iеL:кое урсtвнени.е ма­

трицы 

(

7 2 l)) 
А = О 1 3 . 

О 3 4 



15б 5. СОНС'l'НЬJННЫЬJ /3ЬJК'l'ОРЫ И СОНС'1'/3ЬJННЫЬJ ЗНА ЧЬJНИН 

Ддл этоео раlжµоем 011ред~1ит~1ь; 

ХА(Л) = 
7-Л 

u 
u 

2 о 

1-Л 3 
3 4-Л 

= (7 - л) ((1-Л)(4-Л) - 9) = -Л3 + 12л~ - 30Л- 35. 

Итс1.,к 1 харс1.,ктериL:ТИ'iеское урёы:нiение зс1.,дс1.,нной мс1.,трицы 

имеет вид -Л3 + 12л~ - 30Л - 35 = О. # 

Квадра.тtlую ма.трицу можtlо ис;11ользова.ть в Ка.'iестве зна.ч:е­

нил неременНОl'О В нрОИ3ВОJIЬНОМ MHOl'O'i.JШHe. ТО!'Да. 3На.'iением 

мно1'о'i..l1ена от ма.трицы будет матрица то1'0 же норлдка., 'iTO и 
иt.:ходна.я. [lП]. Интерес; нредt.:тш:ш.я.ют такие мно1'О'iJШны1 зна­
'iение котоµых от дш1ной ма.трицы есть ну девал матµица.. Их 

нёt3ыва.ют аннудирующими мно1'О'iJШнами. Окёt3ываетt.:л7 '-!ТО 

одним из таких аннулирующих мнОL'О'i..lШНОВ дд.я. ма.тµицы .я.в.да-
V 

етс;л ее хара.ктериt.:тичеt.:кии много'i..lrен. 

Теорема 5.1 (теорема Кэ.л,и - Гaмu.лt>'ffiona). Дюr 

дюбой квадра.тной матрицы ха.рактериt.:ти 'iеt.:кий мно1 'О'i..l1ен 

лВJrлетt.:л ее аннудирующим мно1'О'iJШном. # 

Ньшt.:ним1 как t.:влзаны между собой характериt.:тичес;кие 

мноt'О'i..lШНЫ пиdиб'Н,ЫХ миrпр'U'Ц. 

Теорема 5.2. Характериt.:ти'iеские мно1'О'iJШны (ура.вне­

нил) нодобных ма.триц сов.на.да.ют. 

• Пуt.:тъ квадратные ма.трицы А и. А' одного порлдка по,цобны1 
т.е. с;ущеt.:твует такал невыµожденнал мс1.,трица Р то1'О же 

норлдка, '-!ТО А'= p - l АР. То1'да в t.:иду с;войt.:тв онред~1итеJШЙ 
[llI] имеем 

XN (Л) = det(A' - ЛJ!J) = det (P - 1 АР - лр-l НР) = 

= det(P-1 (А- ЛЕ)Р) = detP-1 det(A- ЛЕ) detP = 

= det (A- ЛЕ) = ХА(Л). • 



5.2. Характерtн.:тич.ескuе ураtтенме ✓1мнейнuгu u11epa:cupa 157 

5.2. Характеристическое 
'-' 

уравнение линеиного оператора 

i>ёLс;с;мотµим л-инейн.,ый uneparnup А: [, • L , дейс;твующий в 
л-иней'Н.,ИМ r1.pucmpaщ:rnf>e L. Ныбеµем в лиш~йном 11µос;тµсLн­

t.тве [, некотоµый баз-ис Ь и зсL11ишем в этом бсLзис;е мarnp'U'l4Y 

А = ( Uij) Л'U'Н.,ейниё-и иператира А. Co1'J1cLc;нo t;Jшдс;твию 4.3 мёL­
тµицсL А - лЕ ЛВJIЯ.етс;я МсLтµицей динейно1 'О oнeµcLTOIJёL А - лl 1 

1-,це I - тижdесmf>е'Н.,'Н.,ЫU иператир. О11µедедитеJ1ь det (A - лЕ) 

МёLТIJИЦЫ динеЙНОl'О 011eµcLTOIJёL А - лl, (.;Ol'JlёJ..(.;HO (.;JШД(.;ТВИЮ 4.2, 
от выбоµсL бёLЗиt;сL не зсLвис;ит. ЗнсL'iит, хараr,;тпер-ист.:шч,есr,;-ий 

М,'Н,(Jё,(J-Ч,jtен ХА ( л) МёLТIJИЦЫ А ЛВJIЛеТ(.;Л ТёLКЖе ХёtIJёLКтеµис;ти­

'iеlЖИМ мно1 'О'iденом дюбой дµу 1 ·ой матµицы 011eµcLтoµcL А и 
с;овнадсLет с ипреdел·ителем Л'U'Н.,ейниё-и uneparnupa А - лl. Мы 

можем ввес;ти t;J1едующее онµедедение. 

Определение 5.2. Характерисmи'Чески.м .мн.оZО'ЧJl,е­

'Н,О.М Jl,U'Н,eU'Н,OZO оператора А: [, • L нёJ..ЗывсLют xapar.:mep'U­

cm:uч,ecr,;-uй мниё-ич.л,ен., его маrпр-ичы А, записсLнной в некотоµом 

бёLЗисе, cL ~арактерисm'U'Чtески.м урав Н,еН,uе.м это1 ·о опера­

тора - хараr,;тер-ист-и-ч,есr,;ие ураf> 'Н,е,'Н., ·ие маrпр-и-цы А. 

Онµедедение коµµектно, тсLк как хаµа.ктеµис;т11 'iеский мно-

1 'О'iJШН не зсLвисит от выбоµа базис;а. llµи этом коэффициенты 
d1,; хаµс:1,ктеµис;ти 'iес;ко1 ·о мно1 'О'iденсL, нµедс;тсLвденно1 'О в виде 

(5.1), ТёLКЖе не (.;ВЯ3ёLНЫ (.; И(.;110J1Ь3уемым бёJ..ЗИ(.;ОМ, т.е. }!ВJHIIOT(.;}1 
UН,варuаН,mа.ми относ11теJ1ьно выбоµсL бёLЗис;а. Дµу1·ими сJюtщ­

ми, коэффициенты d1,; отµсLжают с;войствсL t;cLMOl'O онеµсLтоµа, ёL 

не его матµицы А, лвллющейс;л занисью онеµсLтоµсL в конкµет­

ном бёLЗисе. 

Коэффициенты d1,; мо1·ут быть выµсLжены в виде мно1'О'iJ1е­
нов от эдементов мсLтрицы онератора. Таким обрёLЗом, хот.я 

коэфф11ц11енты мс:1,тµицы менлютс;л 11р11 зсLмене бёLзиссL, некото­

µые выµсLжения от этих коэффициентов остсLются неизменны­

ми. НсLибодее нµос;то вырсLжёtетс;л коэффициент 

dn- 1 = ин +иu + .. . +и,т, 
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ра1:и1ый 1,;умм~ .ци.а1 'Ою:1.11ы1ых эд~М~.1:iтов матрицы А. Этот 

коэффи.ци.~.1:iт .1:iа.Зывают СJl,едо.м Jl,Uneйno-гo оператора А 

(сJ1,едо.м .матрицы А) и. 0603.1:iа'iают tг А (tг А) и.ди. ~µА (~µА). 

Коэффи.ци.~нт du характ~ри1,;ти'i~L:кО1'О мно1'О'iл~на 1,;овнада~т 1,;о 
3.1:icl,'i~HИ.~M ЭТОl'О MHOl'O'iJШHcl, ll[>И. А= l) И 1-)a.B~J:i оар~деди.т~дю 

ди.!:i~Й!:iОl'О оа~ратора А. 

Пример 5.2. Н .11ин~йном про1,;трс1,н1,;тв~ Ki[x] многоч:.1шнuв 

1,;теаени. не выше двух эдементы 11 х1 xi обра.Зуют ба3и.1,;. 
Мс1,три.цс1, А ли.!:ieЙ!:iUl 'О u11~pc1,тupc1, ди.ффере!:iци.µuва.!:lи.л в этом 

ба.ЗиL:е и.м~ет вид 

-Л 1 U 
U -Л 2 
U U -Л 

И. ll[>И.l-)a.BШiB ~l 'U ну ЛЮ1 llUдy 'i.И.М Ха.ра.ктеµи.1,;ти. 'i~L:кoe У [>a.BJ:i~J:iИ.~ 

ЭТОl 'О JlИ.J:ieЙJ:lUl '0 Ol!e[>a.TO[>c\.; А 3 = l). 

5.3. Собственные векторы 
V 

линеиного оператора 

Определение 5.3. Нену.r(,евии вeкrrwp х в .r(,·инеиним при­

сrпранстве [, !:iа.Зьшс1,ют собствеппы.м вектором Jl,Uneйno­
-гo oneparтiopa А; L • L 1 е1,;ди. дш1 !:i~кuтuµu1·0 дей1,;тви.тель!:lо­

го Lrи.L:Jra. Л вы1юднлет1,;л 1,;оотнuшени.е Ах = Лх. llµи этом '-lИ.L:JIO 
Л !:iа.Зыва.ют собствеппы.м зпа-чепие.м ( собствеппы.м -чи­
СJl,о.м,) Jl,Uneйno-гo оператора А. 

Пример 5.3. В ди.!:iеЙ!:iОМ 11ро1,;·1·рс1,н1,;тве Кп[х] мно1·о'iJшнов 

1,;те11~!:lи. J:le выше п 1,;одеµжс1,т1,;л MJ:iUl'ULJ.дe!:lы !:iудевои 1,;те11е!:lи. 1 

ф 'l' dc U U т.е. llUL:TUЛHHЫe УJ:iКЦИ.И.. а.К Ка.К -d = = . с;, MJ:iUl'U'iJleJ:lЫ 
:с 
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liYJШ!IOЙ l:ТЕ:ШЕ:ШИ. р(х) =с.:~ u ЛВJlЛЮТ(;Л t.:обt.:твсШl:iЫМИ. вектора.ми. 
Jl.и.1:ieЙ1:io1·0 011epctтopct ди.ффереl:iци.ровсtl:iи.я., ct 'i.И.t.:Jю Л = U -
t.:oбt.:твel:il:iЫM Зl:ict'i.el:iи.eм это1·0 011epctтopct. # 

Мliожеt.:тво вt.:ех t.:oбt.:твel:il:iЫX Зl:ict'i.eliи.Й ди.lieЙliOl 'O 011epctтo­

pct 1:iсt.Зывсtют спектром .л,иnейnо-го оператора. Ксtждый 

собt.:твеl:iliЫЙ вектор t.:влзct.l:i t.:o свои.м собствеl:il:iЫМ Зl:ict'i.el:iи.­

eм. Дейсгвиге.Jrьно, e(;JIИ вектор х одновременно удоВJrегворлег 

двум рсtвеl:iствам Ах= Лх и. Ах= µ,х, то Лх = µ,х, откуда 
( А - µ,) Х = о. Есди. А - µ, ~ u 7 УМliОЖИ.М pct.Bel:iCTBO 1:ict '-J.Иl,;JIO 

(Л - µ,)-1 и. в резудьтсtте 11олуч.им, '-J.TO х = О. Но это 11роти.воре­
L1иг 011реде.J1ению собt.:твенно1 ·о векторсt1 тсtк ксtк t.:обственный 
вектор всеr·дсt ненудевои. 

Ксt.ждому собственному знаLJ.ени.ю отве'-J.сtют свои. собt.:тве11-

11ые векторы, 11ри. LJ.eм тсtки.х бet.:кo11eLJ.110 м1101 ·о. Дейt.:тви.тедь1101 
еt.:ди. х - собt.:тве1111ый вектор ди.liеЙ1101 ·о онерсtторсt А t.: t.:об­

с·1·венным знсt'i.ением Л, т.е. Ах= Лх, то ддя J1юбоl'о ненудево1·0 

действи.те.J1ьно1'0 ч.и.t.:лсt а и.меем ах~ О и. А(ах) = а(Ах) = 

= аЛх = Л(ах). Зliсtч.и·1·, и tlектор ах Я.!3длетt.:я. для. диlieЙliOI'O 

ош:~рсt.тора. t.:oбcтвel:il:iЫM . 

Замечание 5.1. Ча.t.:то I'Оворят о собствеnnых зnачеnи­
ях (ч,ис.л,ах), спектре и собствеnnых векторах квадрат­

nой .матрицы. llpи. этом имеют в ви.ду t.:ледующее. Мсtтри.цсt 

А норядксt. п лВJ1яется мurnp·u·u;f::й l:ieкoтopor 'О ,л.:инейни,:,и unepu­
mupu в фи.кси.ровсt.l:il:iОМ би;; ·ис:е, действующ~1·0 в п-мерним .л.:и­

нейним npuc:rnpuнc:rnrзe. На.11ример 1 есди. оста.новитьсл l:ict с:rпин­

dирт"нuм бu;;'Uc:e в .л.,'Uнейнuм uр'Uфмеrп·шч,,ес:кuм npuc:rnpuнc:пirзe 

!Rn 1 то мсtтрицсt. А 011реде.Jшет ди.liеЙliыЙ онера.тор А, отобра.­

жсtющи.й вектор х Е: !Rn t.:o t.:толбцом коорди.1:iа.Т х в вектор t.:o 

стодбцом коорди.1:iсtт Ах. Мсtтри.цей А ксt.к рсtЗ и. JiВдя.~тсл мсt.­

три.цсt А. Et.:тet.:твel:il:iO отождеt.:тви.ть 011ера.тор t.: е1'О мсtтри.цей 

сt11а.1ю1 'И. '-ll:iO тому, ксt.к ари.фмети. ческий в~кгор отожд~t.:твдя­

ется. со t.:толбцом t.:!3ои.х координсtт. Тс1кое отождестtlдение, 

кот·орое '-lct.cтo и.сп:одьзуетсл и при. этом l:ie всегдсt оговсt.ри.всt.ет­

сл, 11озвоJ1лет 11epel:iet.:ти l:iёt мс1трицы " онерсtторl:iые " терми.1:iы. 
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Сш~ктv ди.ней1101'0 онеvатоvа теt.:но t.:влзан t.: е1'0 харакrт:ри­
сrп·ич,tхк·им уравН,е'Н/ием. 

Теорема 5.3. Дш-1 то1·0 'iтобы дейt.: 1·ви.тедь110~ 'iИ.t.:Jю Л лвш1-

Jюt.:ь r..:обt.:тве1111ым 3licL'ieliи.eм ди.11ей1101·0 011evctтovc1, 11~обходи.мо 

и доt.:тс1то'iно, 'iтобы 0110 бьLlю коvнем хс1vактеvиt.:ти. 'iеt.:кого 
у l)ёLBlieliИ.Н: ЭТОl '0 Ollel)ёLTOl)ёL . 

• Необходим о t.: т ь. llyt.:ть LJ.Иl:JIO Л лвллетt.:л t.:О6L;тве11ным 

зю:t'iсши.ем ди.11ей1101·0 01шvctтovc1 А; [, • L. Это ЗliёL'-iи.т, '-iT0 
t.:ущеt.:твует вектоv х ~ О, ,цдл котоvо1·0 

Ах= Лх. (5.2) 

Отмети.м, 'iT0 в [, деЙL;тву~т тожdествеНН,ЫU оператор [; 

Ix = х ддл дюб01·0 вектоvс1 х . Иt.:нодьзул этот 011evc1тov , 

нvеобl)ёLЗуем vсtве11t.:тво (5.2); Ах= ЛI х, и.ди. 

(А-ЛI)х=О. 

Зс111и.шем вектоv11ое vс1ве11L;т1:ю (5.3) в кс1ком-ди.бо бс1зи.L;~ Ь. Мс1-
тvи.цей ди.11ей1101·0 011evc1тovc1 А - ЛI будет мс1тvи.цс1 А- ЛЕ, 1·,це 

А - матvица ди.11ейно1'0 онеvатоvа А в бёL3и.t.:е Ь, а Е - еди­

ни'iнсLЛ МёLТl)И.ЦёL, и. ну(.;ТЬ х - (.;ТОдбец K00l)ДИ.liёLT t.:06(.;TBeliHOl'O 
вектоvа х. То1'да х ~ U, а вектоvное vавенt.:тво (5.3) vавноt.:идь­
но MёLTl)И'iH0MY 

(А- ЛЕ)х = U, (5.4) 

KO'l'Ol)Oe Нl)еД(.;ТёLВJ!Н:еТ (.;ОбоЙ MёLl'l)И.'iliYIO фОl)МУ ЗёLНИ.(.;И. OДliO­

l)OДliOЙ (.;И.t.:темы ди.11ей11ых шн·ебvс1и.'iеL;ки.х уvс1в11е11и.Й (СЛАУ) 

(.; KBёLДl)ёLT'liOЙ мс1тvицей А - ЛЕ поvлдкс1 п. ЭтёL L;И.t.:темс1 и.ме­

ет ненуш~вое l)l;Шt:;HИ.e, ЛВJlЛЮЩее(.;Л (.;ТОдбцом K00l)ДИliёLT х (.;06-
(.;TBcШli0l'0 вектоvа х. llоэтому матvи.цс1 А - ЛЕ (.;ИL;темы (5.4) 
имеет 11удевой 011vеде;1и.те;1ь [III], т.е. det (A - ЛЕ) = U. А это 
оз11с1'iсtет, 'iT0 Л лвJ1летt.:л коv11ем хс1vс1ктеvи.t.:ти. 'iet.:кo1'0 уvсtв11е­

нил ди.нейно1 'О oнevaтovct А. 



5.3. Сuбt:гuенные uек.1·uры линейнuгu u11epa1·upa lol 

Д о <.: т i:t. то 'i li о <.: т ь. Jle1'кo убеди.ть<.:л1 '!ТО 11µи.ведеliные 

µсt<.:<.:уждения можно 11µове<.:ти. в обµсtтном ноµя.дке. Е<.:J1и Л я.вшr­

ет<.:я. коµнем хсtµсtктеµи.<.:ти. 'iе<.:ко1·0 уµсtвнени.я.1 то в 3сtдсtнном 

бсt3и<.:е Ь выполнлет<.:л µсtвен<.:тво det(A - Л.1:!J) = U. Следовсtтель­
но1 мсtтµи.цсt одноµодной CJlAY ( 5.4) 1 3а,11и<.:сtнной в мсtтµи.'iной 

фоµме1 выµождtшсt1 и <.:и.<.:темсt и.меет ненудевое µешени.е х. Это 
ненуJшвое µешение нµед<.:тсtВJ1лет <.:обой нсtбоµ кооµди.нсtт в бсt3и.­

<.:е Ь lieKOTOl-)01 'О lieliy деВОl 'О вектоµсt Х, .Цд.Я: KOTOl-)01 'О BЫllOJlliЯ.eт­

<.:л вектоµное µсtвеli<.:тво ( 5.3) и.ди. ему эквищ~дентное µсtвен<.:тво 

(5.2). Мы нµи.хо.ци.м к выводу , '!ТО 'iИ.<.:JIO Л я.вдя.ет<.:л <.:об<.:твен­

liЫМ 31ict'ietlи.eм ди.1iеЙ1iо1·0 011eµct·1·oµi:t. А. • 
Кi:t.ждому <.:об<.:твенному 3Нсt'iению Л Мi:t.тµицы (динейно1 ·о 

онеµсtтоµсt) <.:0110<.:тсtвдлют е1·0 кратност-,,1 1юдсt1·сtя: ее µctвlioЙ 

кµсtтно<.:ти коµнл Л хсtµi:t.ктеµи.<.:ти. 'iе<.:кого у µсtвнения: этой мсt­

тµи.цы ( ЭТО! 'О JlИlieЙHOl 'О онеµсtтоµсt). 

Множе<.:тво в<.:ех <.:об<.:твеtlliЫХ вектоµов1 отве'iсtющи.х дсtнно­
му <.:об<.:твенному 3Ш:\-'iени.ю ди.неЙliОl 'О онеµсtтоµсt, не я:1шя.ет<.:я: 

Jl,,'U'Н,r::йпым nudnpuc:mpanc:rn(-}ИM1 тсtк ксtк это мliоже<.:тво lie <.:о-
V 

деµжи.т nyJl,,f::(-}Uё-И (-}t;ri;rnupa, котоµыи, 110 онµедедени.ю, не может 

быть <.:об<.:твеtltlЫМ. Но это фoµмa,JlЬtlOe и ле1·ко уетµсttlи.мое 

11µе11я:т<.:тви.е лвшrет<.:я e.циli<.:твeliliЫM. Обо31iсt'iи.м 'ieµe3 ~(А, Л) 

множе<.:тво в<.:ех <.:об<.:твеliных вектоµов ди.11ейно1 'О онеµсtтоµсt А 

в динейном 11µ0<.:тµсtн<.:тве С, отве'iсtющи.х <.:об<.:твенному 3Нсt'iе-

11и.ю Л, <.: добсtВJ1еli11ым к этому м11оже<.:тву 11удевым вектоµом. 

Теорема 5.4. Множе<.:тво ~(А1 Л) я:ВJ1я:ет<.:я: ди.tlеиным 

llOДlll-)OL:Tl-)ctH<.:TBOM в С. 

• .1:3 ыбеµем 11µои3водьliые двсt вектоµсt х 1 у с ~ ( А, Л) и доксtжем, 
'iTO для: Jrюбых деЙ<.:твитЕ:',дьных сх и fJ вектоµ схх + f]y тсtк:ж.е 

нµиtlсtДJШжит ~(А1 Л) . Для эт01·0 вы'iи<.:ди.м обµсt3 это1·0 вектоµсt 

нод дей<.:тви.~~м ди11ей1101·0 онеµсtтоµсt А; 

А(схх + f]y) = А(схх) + A(fJy) = схАх + f]Ay = 

= сх(Лх) + f](Лу) = Л(схх) + Л (f]у) = Л(схх + f]y) . 
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Т11ки.м обра3ом, ДJlЯ. вектор11 z =а~+ (Зу вынодшШТ(;Я. (;OOT­
liOШeliи.e Az = лz. Е(;ди. z - liY девой вектор, то Oli нри.li11ДJШЖи.т 
~(А,л). EL:JIИ же он ненулевой, то, (;0l'JI11,(;H0 ДOKcL3cLHHOMY (;00T­
liOШeliИIO, Oli Я.ВJН!.еТ(;Я. (;06(.;TBeliliЫM (; (;06(.;TBeliliЫM 3li11'ieliи.eм л 
И ОllЛТЬ-ТсLКИ 11риliсLДJ1ежит МliОЖе(;тву ~(А, л). • 

Jlи.lieЙliOe 110Д11p0!,;Tp11li(;TBO ~(А, л) И.li01'Д11 lic:\3ЫB11IOT соб­

стпв ен.н.ы.м nодnростпран.стпв о.м .л,ин.ейн.о~о oneparnopa*. 
Оно лвдлетt;л 'iсL(;тным t,;дy'icLeм 'ин.вариан.тпн.о~о nодnро­

стран.ства ди.lieЙlio1·0 011ер11тор11 А - т11ко1-о ди.нейно1-о 11од-

11рО!,;ТрсL1it,;тв11, Н1 'iTO длл любоt'О вектор11 ~ Е: 7-l вектор А~ 
т11кже 11ри.1i11ДJШжи.т Н. 

ИliвcLpи.11liтliым 1юд11роt,;тр111it,;твом ди.lieЙliOl'O 011ер11тор11 лв­

длет(;л т11кже диliеЙli11Л ободо'iк11 дюбой (;И(;темы е1'О L:Oб(;твeli­

liЫX векторов. Инв11ри11нтным 11од11роL:тр111i(;ТВОМ диlieЙliOl'O 

опер11тор11, lie (;BЛ311lilIЫM L: его L:Об(;твенными вектор11ми1 лвлл­
ет(;я. ибраз иператира. 

Jlи.lieЙliыЙ 01шр11тор А: ,[ • ,[ можl!о р11L:(;м11три.в11ть к11к 4 'U­

нейние итибраженпе Jrюбого (.;Воего иRв11ри11Rтного прО!,;ТрсLн­

(;ТВсL Н в L:ебя.. Т11,кое отобр11,жеliие1 110 L:ути1 е(;ть рез ульт11,т 

суженпя, итибражен'и,я, А н11 ди.liеЙное 11од11ро!,;тр11нL:т.1:ю 7-l , и 
его 1Iс:\3Ыв11ют о~ран.и'чен.ие.м .л,ин.ейн.о~о oneparnopa н11 Иfi­
в11,ри11,нтное 1юднростр11,нство 7-l. 

5.4. Вычисление собственных 
значений и собственных векторов 

Х apar,;rnepncrnuч,ec:r,;ue ураf>нен'ие 4·uнейниё-и uneparrwpa 
А: ,[ • L, действующе1·0 в п-мерним 4'инейним npucm,paнc:m,f> e 
L, - это 11J11·ебр11и. 'iеское yp11вlieliи.e п-й стенеliи. (; действи.тедь­
liыми коэффициентсLми. Среди е1-о корliеЙ мо1·ут быть ком­

ндексные 'iИ(;J111,1 но эти корни не отнО(;Я.Т к сибс:mf>ег1,ным зна­
ч,ег1,·и,}(,М 4·uнейниё-и иператира, тсLк ксLк, со1'дсLсно онредедению, 

~ н~ t.;,JJ.~1.\Y~1' 11уrс:1,1'ь 1.\Вс:\. 1'~рми.1iс:1,; Guбcmвe'Н,i-t,U e nvdnpvcmpuН,cmвv и. 

сvбr.:твеН,Н,Vе nvdnpvcmpuН,cmвv 4'UН,eU'Н,V~v vnepumvpu. 
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t.:Oбl:твet1t1oe зш:t'-iеt1ие лиt1еЙt1Оl'О оператора - деЙl:твитедьliое 

'-1Иt.:JIO. Чтобы комплекt.:t1ые корt1и характериt.:ти '-iel:кo1 ·o у paJ:J.­
lieliия: можt10 бы.Jiо раt.:l:матривать юtк L:Oбl:твeliliыe зю:t'-iеliия: 

линейного оператора, в линейном проl:транL:тве должно быть 

опредедеliо умliожеt1ие вектора шt шuбые ком11.J1ею.:t1ые '-iИt.:Jict. 

Как l:дедует из доказатедьt;тва теоремы 5.3, '-iтобы вы '-1И­
t.:J1ить t.:oбL:т.1:J.et1t1ыe зt1а'-1еt1ия: диliеЙ1iо1 ·о оператора А и ю:tйти 

е1'О сибс:mf:>е'Н,Н,ЬН::. f:>екrпиры, liYЖliO вы11ош1ить l:дедующие опе­

рации; 

- выбрать в .JIИlieЙliOM 11pot;тpct1il:твe баз·ис: и l:ОНОl:тавить А 

мamp'U'U,Y А это~ ·о л,·uН,еUН,И'GИ иператира в выбpctliliOM базиl:еi 

- l:Оl:тавить характериl:ти '-iel:кoe уравнение det ( А - ЛЕ) = О 
и liсt.Йти вl:е е1·0 деЙl:твитедьtlые корtlи Лk, которые и будут 

l:Обl:ТВl:ШНЫМИ 3Нёt'·Н~НИЯ:МИ динейно1 'О онератора; 

- ддя: каждо1 'о l:Обl:твенного зна'-iения: Лk найти фуН,дамеН,­

тал,ьН,ую с;щ;тему решеН,·uй ддя: одt1ородt10Й l:Иl:темы динейt1ых 

щп·ебрсtи'-iеl:ких уравнений (СЛАУ) (А - ЛkЕ)х = О. Стодб­

цы фу ндаментщ1ьной l:Иl:темы решеt1иЙ пред,t;·1·авдя:ют l:обой 

координаты векторов некоторо1·0 базиl:а в с:ибс:·rпf:>е'Н,Н,ИМ nuд­

npuc:mpanc:mf:> е ~ ( А, Лk) л,·uН,ейnиr:.и иператира А. 

Любой l:Обt.:твенный вектор t.: t.:обl:твенным зна'-iением Лk 

принадлежит подпроL:транl:тву ~ ( А, Лk), и, t.:J1едоватеды10, най­
деtltlЫЙ базиl: в этом поднроL:тра.liL:тве ноз.1:юJ1.ю:~т нредL:тавить 

J1юбой l:Обl:твенный вектор l: l:Обl:твенным ЗliсL'-iением Лk . 

Пример 5.4. Найдем l:Обl:твенt1ые векторы и l:Обl:твеt1ные 
Зlict.'ietlия: динейt1ого ош:~раторсt А, имеющего в аекотором базиl:е 

матрицу 

А=(~ 
3 

1 
о 

- 1 О· 
н l:ООтвеТl:ТВИИ (; OllИl:ёtliliOЙ нроцедурой liеобходимо BЫllOJI­

liИTЬ три деЙl:твия.. llepвoe деЙl:твие можt10 онуt;тить, так как 

01шратор у же нредl:тавдеtl <..:воей матрицей в tlекотором базиL:е. 

Ны110J1ня:ем дщ1ьнейшие деЙl:твия:. 
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2) На.ходим t.:об t.:твенньш 3На.'-iен11л1 реша.л хс1рс1ктер11t.:т11 '-iе­

t.:кое урс1внен11е мс1тр11цы: 

- ,\ 1 
4 - ,\ 

3 - 1 

2 
1 =(3 - Л)(Л~+ 2Л - 3) = 0 1 

1 - ,\ 

откуда. Л1 = - 31 Л~ = 11 А:3 = 3. 
3) На.ходим t.:тодбцы коорд11нс1т t.:обt.:твеliных векторов1 ре­

шс1л ддл кс1ждо1'0 113 трех t.:обt.:твенных 3На.'-iений однородную 

CJlAY 

(~ ,\ ~,\ ~ ) (:~) (~). 
3 - 1 1 - ,\ :г:3 () 

(5.5) 

За.) Ддл ,\ = Л1 = -3 с11t.:темс1 ( 5.5) имеет вид 

( 3 1 2) ( X l ) ( ()) 
: 3 1 x i О 1 

3 -1 4 :i·:3 () 

ИJll1 

Рс1н1' ма.трицы этой t.:ю.темы рё:\.вен 2: 

(
3 1 2) 

Rg 4 3 1 = 2. 
3 - 1 4 

Пuэтuму ра.3мернut.:ть динейнuгu нрut.:трё:\.нt.:тва. решений t.:иt.:те­

мы рсt.вна. 3 - 2 = 1. Фунда.ментш1ьна..я. t.:иt.:тема. решеtiиЙ содер­

жит одно peшeti11e1 1iа.11р11мер 



5.4. Ны'-lи.r.:лени.е r.:ибr.:тненных зна'-1.ени.й и. r.:ибr.:тненных нек1·ирин lo5 

Bt;e мliожеt;т1:ю t;Обt;'I'венных векторов линейноео онератора t; 

t;Oбt;твeliliЬIM 3Ш:t.'ietlиeм Л1 = -3 в KOOpДИlicl.,'l'liOЙ форме имеет 

вид 

V 

где СХ - пpOИ.3BOJIЬliOe lieRyлeвoe деИ(.;ТВИТеJIЫiОе 9:И(.;JЮ . 

36) llpи Л = Л~ = 1 t;И(.;'I'ема (5.5) имеет вид 

( - ~ - ~ ~) ( :: ) ( ~) Rg (-~ 
3 -1 0 Х3 0 3 

1 
- 1 
-1 

2) ~ = 2. 

Как и в нредыдущем t;лy'iae, ра3мерноt;·1ъ лиliеЙно1'0 нpOt;'I'pa!i­

t.:твcL решеliиЙ pa.BlicL 2 - 1 = 1 и фyliдcLмeliП:lJIЬlicLЛ t.:иt.:тема реше­
ний t.:одержит одно решеl:lие. Ныберем <.;JШДующее; 

Ht.:e мlioжet;'I'BO t;Oбt.:твeliliЬIX векторов t; t.:обt;·1'веliным 31ia.'ieliиeм 

Л = - 1 в кuupдиlicLTliOЙ форме имеет вид 

3в) Ддл Л = Л3 = 3 a.Hc1.,JIOl'ИL1нo 11р1:щыдущим двум <.;J1у'iалм 

находим t;тодбец коордиliа.Т одно1'U и3 t.:обt;твенных векторов, 

lia.llpИмep 
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который норож,LJ/М:~т c.;oбt;твeliliOe ноднрос.;тра!it;тво лиliеЙно1'О 

01шратора А1 отве'!ающее c.;oбt;твeliliOмy Зlia'ieliию Л = 3. 

Пример 5.5. Найдем с.;об<..:твеliliые Зlia'-ieliюl диlieЙliOl'O оне­
ратора А1 дейt;твующе1'0 в п-мернuм л.:инейнuм npuc:rnpaнc:rnr:se, 
матр·и·ца А которо1 ·о в liекотором бсL3и<..:е я.вля.етс.;л верх!iеЙ тре-

V 

y1'0J!ЬliOИ норлдксt п: 

А= 

о о 

нри'-iеМ вс.;е ее ДИс:\.1'0НёtJ1ЬliЫе эдементы Uii ll011ctpli0 pcL3дИ'-iliЫI 

т.е . Uii I Ujj нри i I j. 
Сос.;тавллем характери.<..:ти ч:е с.;кое уравliеиие матрицы А: 

det(A- Лl!J) = (u,11 - Л)(aii - Л) ... (апп - Л) = О 

( онредедитедь верхней треу t'Одьной матрицы рсtвен нроизведе­
liИЮ ее ДИcL!'OlictJlЬliыx элемеliтов). Находим вс.;е деЙ<..:твительliые 

корни этого уравненил: 

Как видим1 ди.liеЙliыЙ ош:~ратор А и.меет ·п 11011ap!io рсL3ди. '-iliЫX 
с.;об<..:твеliliЫХ Зlia'-ieliиЙ . 

Отметим1 что нере<..:еч:еliие любых двух с:uбс:rпr:sенных nuд­

npuc:rnpuнc:mf> л.:инейнu~u unepuпiupu с.;одержит лишь нy4er:suй 

вектuр1 'l'ак как <..:обс.;твеliliЫЙ вектор lie может отве'-!а'lЪ двум 

рсL3ди'-iным t;Обс.;твенliым зна'-iеliилм. llоэтому c.;oбt;твeliliыe под-

11рос.;трсt1it;·1·всt диlieЙliOl'O онератора обрсL3уют прлмую с:умму1 ct 
V V 

размернuс:rrм~ нрлмои с.;уммы диliеИliых 11однроL:тра!i<..:тв1 <..:Ol'дaL:-

liO L:дед<..:твию из теоремы 2.51 равш1 L:умме их рсL3мер!iо<..:тей. Из 

этих L:оображеliиЙ (.;JН~дуе1· 1 '-!ТО каждое из п L:oб<..:твeliliЫX нод-
V 

пpoL:тpaliL:TB раL:L:матриваемого линеиliого оператора лвдлетL:л 

одliомер!iым1 так как их рсL3мер!iо<..:ть не может быть меньше1 
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liO е(.;.11.1:1 бы OДliO и.з 11од11роt.:тра-1it.:тв и.ме.1ю ра-змерliоt.:ть бодьше 

еди.1iи.цы1 то t.:y мма-ршtя: и.х ра-змерliоt.:ть 11ревышс:t.11а- бы µа-Змер-
u 

liOL:Tb t.:a-MOl 'O JlИ.lieИliOl 'O 11p0t.:Tpa-lit.:TBa.. 

Итак1 вt.:е t.:oбt.:твeliliЫe 11од11µоt.:траlit.:тва ди.lieЙliol 'О онерато­
ра в Rашем t.:дуч:ае одномерны. f->аt.:t.:мотрим то из них1 которое 
отве'iает t.:oбt.:твetltloмy 3lia.'ietlи.ю А.7- = и,т 1 1 'де 1 (; ,,. (; п. Со-

0·1·ветt.:тву ющи.й t.:oбt.:твeliliЫЙ вектоµ и.меет t.:1·одбец кооµди.1iа·1· 1 
котоµый лВJ1я.етt.:я. tlеliудевым µешеtlи.ем одtlородной СЛАУ 

(А - а,.,.Е)х = U. (5.о) 

Доt.:та1·о'iно О'iеви.дно1 'iTO ран1' матµи.цы t.:и.t.:темы (5.о) µaвeli 

п - 11 а ба-Зи.t.:liыЙ ми.liоµ ДJlЛ этой матµи.цы 110J1y 'iаетt.:я. вы 'iер­
ки.ваtlи.ем r·-й t.:троки. и. ·г-1·0 t.:тодбца. 

Наи.бшше нроt.:то решени.е t.:и.t.:темы (5.о) вы1·дя.ди.т ддл r· = 1. 
В этом t.:J1yL1ae t.:обt.:твенным я:вдя:етt.:я: вектор х-1 t.:o t.:тодбцом ко­
орди.нат ( 1 U ... U) т. При r· = 2 вt.:е коорди.liаты t.:обt.:твеннОl'О 
вектора1 liа'iинал t.: третьей1 буду ·1· равliы нулю1 так как они 
удовлетворлют t.:и.t.:теме 

а33 - а22 U34 U:Jn Х3 

u а44 - а22 U:Jn Х4 = U 1 

u u Unn - а22 Хп 

ноду'iающейt.:я. отбраt.:ывани.ем в и.t.:ходtlоЙ t.:и.t.:теме 1шрвых двух 

уравнени.й. Второе и.з отбраt.:ываемых уравtlени.Й вытекает 

и.з вt.:ех 11оt.:Jшдующих и может быть ону щено1 а нервое 011µе­
де.11я.ет t.:вя.зь м~:;жду 11ервыми двумя. коорди.ната-ми. Мы за­

кдю'iаем1 'iTO t.:обt.:твенному зна'iени.ю а22 отве'iает вектор х-2 

t.:o t.:тодбцом кооµди.нат (-а12 ан - U22 U ... U) г . Coбt.:твeli­
liOмy зна'iени.ю а33 отве'iает в~:;ктор Х-3 t.:o t.:тодбцом коорди.нат 

'1' 

(х13 х23 Х33 U . .. U) 7 у котоµо1·0 J1и.шь 111:;µвы~:; тµи. кооµди.-
наты OTJIИ.'iliЫ от нудя:. Эти. тµи. кооµдинаты удовдетворя:ют 
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V V 

ОД!iОрОДliОИ (.;И.<.;теме И.3 двух ypctвlieliИИ 

{ 

( U11 - U;н)Х13 + UtlXlJ + U13X33 = 0, 

(uii - U33)Xi3 + U33X33 = 0. 

Эти. ра.Lту ждеtlи.я. можtlо нрододжи.т.ь. 

Пример 5.6. Преобра.Зова.ние 1юворота. в V3 на. зсtдсt1пrый 
V V V V 

о<.;трыи у1·од вокру1· liекоторои о<.;и. - это диliеин.ыи онера.тор. 

Е1·0 <.;Об<.;твенliыми векторсtми лш1лю·1тл векторы, коJшинесtрньш 

0(.;И. 110ворота.. На.нри.мер , e<.;JIИ новорот ВЫllОJIН.ЛеТ(.;Л вокру1' 0(.;И 

O'l,, то ма.три.ца. ош~ра.тора. в ба.Зи.<.;е i, j , k будет и.мет.ь l:$И.Д 

а. его <.;об<.;твенными. вектора.ми. будут векторы <.;о <.;тодбца.ми. 
1' 

коорди.на.т вида. Л(О О 1) , Л ~ О. 

5.5. Свойства собственных векторов 

Теорема 5.5. llу<.;т.ь (;Uб(;'ffl,(jf:,'/i,'/-1,blf:, ;J'Н,(1, 'Ч, f:, 'Н, '(j,Я, Л1 r ... 7 Л" 

.ллнеинuё,U unt:-pumupu А 11011сtрно ра.ЗдиL1н.ы. То1'да. G'UGmeмu 

<.;оотве·1ттвующи.х и.м c:uбGmвe'Н,nьix векrпирив е1 1 ••• 7 е, . .л, ·uneunu 

·к е;з и в 'UG'UM и. 

• Дока.Зсtтедь(.;тво они.ра.ет<.;л н.сt метод мсtтемсtти.'-lе<.;кой и.ндук­
ции, нроводи.мый но коли. 'ie<.;Tl:$Y ,,. векторов 1:$ <.;и.<.;теме. llpи r· = 1 

V 

утверждение теоремы верно, та.к ка.к ди.liеишш н.еза.ви<.;и.мо<.;ть 

<.;и.<.;темы и.з одн.01'0 вектора. озна.'-iа.ет, '-!ТО этот в r:,ктир ненуле­

вий, а. <.;o6<.;I'l:$eliн.ый l:$ектор, <.;01·дс1.,<.;н.о онредеш~н.и.ю 5.3, }ll:$д.Нет<.;.н 

н.ену JШВЫМ. 

llу<.;т.ь утверждение верно нри r· = rn, т.е. ддл нроизвод.ьной 

<.;и.l:темы и.з ni <.;Обl:твен.н.ых векторов е1, ... , етп. Доба.ви.м к 

<.;И.<.;Т'еме векторов еще оди.н <.;об<.;твенный вектор em+l , от·ве'iс1.,ю­
щий (.;Об<.;твен.н.ому зна.'-iен.и.ю Лт+l, и. дока.жем, '-!ТО ра.(.;ши.реliн.а.л 
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таки.м <.;ноt,;обом t,;и.t,;тема векто1юв Оt.;танет<.;л ди.нейно 1iе3ави.<.;и.­

мой. t->а<.;<.;мотри.м нpoи.3.1:IOJlЬliY ю д.1:11iеЙ1iу ю комб.1:11iаци.ю 110дy­

'-leliliOЙ <.;.1:1<.;темы <.;Oбt,;твeliliЫX векторов .1:1 11реднолож.1:1м, '-!ТО Olia 
paвtla ну4евuму вект,uру; 

(5.7) 

К paвelit,;l'BY (5.7) 11р.1:1меli.1:1м д.1:11iеЙliыЙ онератор А .1:1 в ре3удь­
тате нодучим еще одно вектор!iое равенt,;тво 

У'iтем, '-!ТО векторы е1, ... , ern+l ЛВJlЛЮ'l'(.;Л t.:Oбl:ТBeliliЫM.1:1; 

Умножив равеlit.:тво (5.7) на коэффи.ц.1:1еliт Лт+l и. вы'iтл е1'O 

.1:13 равеlit.:тва (5.8), 11оду'i.1:1м д.1:11iеЙ1iую комб.1:11iац.1:1ю векторов 

е1, ... , ет, равliую нулевому вектору: 

Нr..:110минал, '1.ГО r..:иr..:гема векторов е11 . .. , ern, но нредподо-
v V 

жеliи.ю , л.1:1неино не3ав.1:1r..:.1:1ма, делаем вывод, '1.ТО у 110ду'lеliнои 

д.1:11iеЙ1iоЙ комб.1:11iац.1:1.1:1 вr..:е коэффи.ц.1:1е1iты равliы liY дю; 

(5 .9) 

llоr..:кодьку вr..:е r..:oб<.;твeliliыe 31ia'-1eli.1:1л Лi нонар!iо разд.1:1 ч.liы, 

го .1:13 раве.н:r..:гв (5.9) <.;ледуег, 'iT'O а1 = а:г = ... = ат = О. З1iач.1:1т 

r..:оотношеli.1:1е (5.7) можliо 3а11.1:1r..:ать в ви.де CXm+lem+ l = О, а 
так как вектор ет+ 1 lieliy девой (как <.;об r..:твеliliЫЙ вектор) 1 то 

CXrn+l = О. Н .1:1то1·е ноду'-!аем, '-!ТО paвetlt.;Tвo (5.7) вынодliлет<.;я. 

д.1:1шь в <.;J1y'-!ae, ко1'да в<.;е коэфф.1:1ц.1:1е1iты a i, i = 11 'rn+l, равliы 
нулю. Тем r.;с:1.,мым мы доказс:1.,J1и, что t.;.l:'lt.;Гeмc:1., векторов е1, ... 1 

ет, em+l J1.1:1нейно не3ав.1:1<.;.1:1ма. • 
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Теорема 5.6. Матnр'Uча .f(,'Uneйnuё-u иператира А1 дейt.:тву­
юще1'О в .fl., 'Uneйnuм npuc:mpanc:1nr:н::., в ,д,aliliOM баз'ис;е лвдлетсл 

V 

ДИ.o..l 'Olia.llЬliOИ '1'01 ',Цсl.. И. TUJlЬKO ТО! 'да, КО! 'До.. все вектоµы ЭТО! 'О 

ба3и.t.:а лшшютt.:л t.:обственными. цдл онеµатоµа А. 

• llyt.:1·ь А - матµи.ца ди.1iеЙ1iо1·0 онеµатоµа А в ба3и.t.:е Ь = 
= (Ь1 ... Ьп). Согдаt.:но онµедедеliи.ю 4.41 j-м t.:толбцом матµи:­

цы А .ш:.\11летсл стодбец кооµди.liат вектоµа Abj. 
Если матµица А Jrвллетt.:л диагона.11ьной1 то пµои:звольно 

взлтый ее j-й стодбец и.меет ви.д (О ... О IЧ О ... О)т (е,д,и.li­
t.:твенный ненудевой эдемеат может t.:толть на j-м меt.:те). Ддл 

вектоµа АЬ1 ноду'lаем нµедставдени:е 

котоµое как µо,3 и. 03lia'laeт, '!ТО вектоµ bj лвдлетсл t.:обствеli­
аым t.: t.:обt.:твеааым 3licL'leliи.eм /J,j. Зliа'lи.т, вt.:е ба3и.t.:liые век­

тоµы лвдлютt.:л t.:обственными:1 а все ди:о..1 'Оliа.11ьные эдемеliты 

матµи.цы А .нвш-1ютt.:.н t.:обt.:твеliliыми. 3Шt'lе1iш-1ми. . 
.l:3eµlio и. обµатliое. Et.:J1и: кажцый вектоµ Ь1 лвдлетсл t.:об­

t.:тв1::Шliым ддл диlieЙliOl'O ош~µатоµа А и ему отве'lает t.:обств~:ш­

liОе 3lia'leliиe ЛJ, то 

т.е. в ма:гµи:це онеµатоµа А в этом ба3и.t.:е µавliы liудю вt.:е 
V • 

эдементы, кµоме диа1'Оliа.11ьliых1 а ди:а1'Оliа.11ьliыи эдемеат в J-м 

t.:тодбце µaвeli ЛJ. • 
Следствие 5.1. Если характпер'Uс:тrтч,ес:кие уравн,ен,сие .!1/U­

nейн,иё-и иператпира1 дейt.:твующе1'О в п-мерnим .!1/ан,ейnим при­
с:1пран,с:тпве, имеет п 11011aµ1io µа,3ди. 'lliЫX деиt.:тви.тедьliых кuµ­
ней, то t.:ущеt.:твует бази.t.:, в котоµом мат·µи:ца этого онеµатоµа 

.лш1летt.:л диа1 'Olia.JIЬliOИ. 

• Каждый дейt.:тви.тедыrый коµеliь хаµактеµи:t.:ти:'lеt.:кого yµaв­
lieliи:л лш1летt.:л t.:uбcтвeliliЫM 3licL'leliи:eм JIИlieЙao1'0 онеµатuµа. 
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Каждому из таких кор.1:iеЙ можllо t.:0110L:тавить хотл бы 110 ОДliО­

му t.:обL:тве.1:i.1:iОму вектору. СиL:тема выбра.1:i.1:iЫХ таким образом 

векторов1 t.:оглаL:но теореме 5.51 лвдлетL:л ли1IеЙ1Iо 1Iеза.виt.:имой1 
V 

а так как коди 'iеt.:тво ·п векторов в неи равно размернuс:т:и 

ди1IеЙ1Iого п:роL:транt.:тва1 она лвдлетL:л базиL:ом. Этот базиt.: L:о­
t.:тоит 11з t.:обL:тве.1:i.1:iЫХ векторов. Co1·J1at.:.1:iO теореме 5.о, матр11ца 

д11.1:iеЙ.l:iого онерат·ора в этом базиL:е имеет диагоliа.Jrьный вид. • 
Следствие 5.2. Et.:J1и ха.рактер11L:1'11 'iеt.:кое у pa.в.1:ie.1:i11e ква-

V V 

драт.1:iОИ матр11цы норлдка п имеет п 11011ap1IO po..3дl1 'i.l:iЫX деи-

t.:твитt:>льных корней1 то эта маrпрщ1rа nuduбнa некоторой диa­
t 'Olia.Jlь.l:iOИ. 

• llyt.:ть матрица А норлдю:t п имеет п раздичliых деЙL:тви­

тедь.1:iых кор.1:iеЙ . Ныберем 11ро11зводь.1:iое п-мер.1:iое д11.1:iеЙ.1:iое 

11роt.:тра..1:iL:тво L, зафикL:ируем в .1:iем llекоторый базиL: Ь = 
= (Ь1 . . . b,J 11 раt.:L:мотр11м J111.1:iеЙ.1:iыЙ 011ератор А, матр11цей 

котороео в базиL:е Ь явллетt.:л матр11ца А. llo теореме 5.о t.:уще­

t.:твует баз11t.:, в котором матрица. А' это1·0 011ератора д11Ш'О.1:iа.J1ь-

1Iа. Co1'J1ёtt.:.l:io теореме 4.о, мёtтрицы А 11 А' 11одо61Iы. Отмет11м, 
'iTO 11а диа1 'О.1:iа.J1и матр11цы А' L:'l'OЯ'l' вt.:е 11011ap.l:io разди '-1.1:iые L:об­

t.:твенные 3.1:ia.'ie.l:i11.Я. матрицы А. • 
Et.:J1и характер11L:ти чеt.:кое урёtвнение динейно1·0 011ераторёt 

U V U U 

имеет кра.тньш деиt.:твитедьные кор11и, то такои ди11еиныи 

оаератор может 11меть диШ'О11а.J1ь11ую матр11цу в 11екотором 

базиt.:е, .l:iO тёtк бьшает .l:ie вL:е1·да. 

Пример 5. 7. Н двумер11ом д11неЙ.l:iом 11pot.:·1·pa.1:iL:твe (.1:iа11ри­

мер1 в IR_l) раt.:L:мо1·рим д11.1:iеЙ11ые 011ераторы1 матрицы которых 
в некотором базиt.:е 11меют ви.ц 

(
2 u) 
u 2 1 (

2 1) 
U 2 . 

Хара.ктериL:тичеt.:кие ypa.в.l:ie.1:i11.я. этих 011ераторов L:ош1ада.ют и 

имеют вид (Л - 2? = U. Поэтому обёt оп:ерёtторёt имеют е.ции:­
t.:тве11ное cuбc:m,f:}e'Н,nve знач,ен'Uе Л = 2 кparnnvc:m'U 2. Матрица 
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V V 

Ш:~р.ВОL 'О JIИlieИliOГO O11ерё1,ТОрё1, уже имеет ДИёl,1 'Olict.llЫiЫИ .вид 1 Т .е. 

иt.:ходliыЙ бсLЗиt.: t;Оt.:тоит из t;Oбt.:т.вeliliЫX .вектор о.в это1 'О 01Шрё1,­

торё1,. Moжlio 11оксLЗё1,ть 1 '-!ТО .11юбой lieliyJ1e.вoй .вектор д.11л это1 'О 

01шрё1,•1·орё1, .я..вJ1летt,;л t;Oбt,;·1·.вeliliЫM и нотому ДJ1л 1ie1'0 дюбой бё:1,­
зиt.: еt,;ть бсLЗиt.: из t.:oбt.:т.вeliliыx .вектоµо.в. У .второ1 'О диliеЙно1 'О 

011еµё1,1•орё1, .вt.:е t;Oбt.:т.вeliliыe .вектоµы от.веL1ё1,ЮТ t.:oбt,;т.вeliliOмy 

31iёl,'-iению 2, liO с:иб c:rn(j ег1,ние nudnpuc:rnpuнcrn(j и 4·uг1,ейнИё,И une­
purnupu дд.я. это1 'о t;Oбt.:т.вeliliOl 'O 31iёl,'-ieliи.я. oдlioмeµlio. Сдедо.вё:1,­

тельно, найти два Jrинейно незавиt.:имых t.:обt.:твенных вектоµа 

ддл это1 'О диlieЙliOL 'O онератора liе.возможliо и бсLЗиt.:а И3 t.:об­

t.:т.ве1пrых .вектоµо.в lie t.:ущеt.:т.вует. # 

При изу·шнии заданного линейного опеµё:1,торс:1, полшrлетt.:л 

мы<.;.11ь .выбрё:1,ть Тёl,КОЙ бсLЗиt.: 7 .в котором е1'О мо..трица .вы1'.11лдит 

liсtибодее нроt.:то. И3 .вышеиздожеliliОl'О (;JШдует, '-!ТО .в 011µe­
ДeJ1eliliЫX t,;и'1'уацилх диliеЙliыЙ онеµс:1,тоµ .в liекотоµом бсLЗю.:е 

имеет диo..L 'Olict.JlЬliY ю матрицу. qтобы это бьuю так, онератор 

должен иметь бсLЗиt.: из t;Oбt.:т.вeliliЫX .векторов. Измеliеliие бсLЗи­

t.:о.. .вызывает замеliу матрицы 011ерс:1,тuрс:1, нuдобliоЙ ей. Замеliу 

матµицы А диo..L'Olict.JlЬliOЙ матрицей А' 7 нодобliоЙ А, liсtзы.вают 

nриведепие.м матрицы А к диа-гопа.л,r:,по.му виду. 

Задо..'-iсt нри.ведеliия. мо..трицы к диa1'0lict.11ьlioмy .виду может 

раt.:t.:матри.всtТЬ(.;Л (.;а,МО(.;ТО.Я.ТедЬliО, .Вlie 3ё.t.ВИ(.;ИМОL:ТИ от и3у'-1еliИЛ 

конкретно1-о J1инеЙ1iОl'О 011ерё1,•1,оµс:1,. Она со<.;тоит .в нодбоµе 

д.11.я. Дёl,liliOЙ Мёl,тµицы А та.кой lie.выµoждeliliOЙ Мё:1,'1'µицы Р, '-!ТО 

ма.тµица А' = p-l АР лВJ1летt,;я. диа.1 'Olict.JlЬliOЙ. 

Пример 5.8. tlыя:t;liим, можtlо ди нри.веt,;ти к диа.1'О1iсt.11ь1iо­

му .виду матµицу 

А = (1~ 
12 

-12 
-1~ 
- 24 

б) 10 . 
13 

Еt.:дИ это BU3MUЖH07 liо..Йдем t.:оответt.:твующую ДИо..ГОliёt.lIЬНУЮ 

матµицу и матµицу Р нреобрсLЗо.ваliия: нодоби.я.. 
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Нсtйдем t.:oбt.:твelit-IЬШ 31:ict'-let-Iия ,д,ctlit-IOЙ мсtтрицы. Ее хсtрсtк­

териt.:ти '-let.:кoe ypctвt-Iet-Iиe имеет вид 

7 - л -12 
det(A- лЕ) = lU -19 - л 

12 - 24 

о 

lU = U. 
13 - л 

Рсtt.:крьшсtя. O11реде.11ите.11ь и решсtя. хсtрактеµиt.:ти'-lеt.:кое ypctвt-Ie­

liиe, liёLХОДИМ е1 'О КОр!iи; Лl = -1, Лl = Л~ = 1. f::3ИДИМ1 '-!ТО 

имеютt.:я .цвсt t.:обt.:т·венных Зllct'lellил, пµич:ем одно из них крсtт·­

ноt.:ти 2. 
Матµицу можliо нривеt.:ти к диaL'OliaJiьlioмy виду, еt.:ди t.:ум­

мсt f>c\.ЗMef>liOt.:TeЙ вt.:ех t.:oбt.:тнeliliЫX 11O,LJ,LLpO t.:'l'pёLlit.:TJJ (н Дc\.liliOM 

t.:J1y'-lae матрицы, t.:м . зctмe'-lctliиe 5.1) paнlia размерliоt.:ти диliеЙ­

ного пµоt.:тµаlit.:тва, в нашем t.:дy'lae - т·рем. Отметим без 

ДОКс\.ЗёLТедьt.:тва, '-!ТО pa,3мep1iOt.:l'Ь t.:oбt.:твeliliOL'O 11O,LJ,LlpOt.:'l'PcLli­

t.:твa диliеЙliого онерсtтора (мсtтрицы) не нµевышсtет крсtтliоt.:ти 

t.:оотнетt.:тнующе1·O coбt.:твeliliOL'O 31icL'-leliил. llµовеµим это licL 
t.:oбt.:твeliliOM ноднµоt.:траlit.:тне, отве'-lающем t.:oбt.:твelilioмy Зlia­

'-leliию л1 , ДJIЛ '-leL'O JJЬl'-lИt.:JIИM f>c\.liL' матµицы А - л1Е; 

8 - 12 о 

Rg(A - л1Е) = Rg lU - 18 lU = 2. 
12 -24 14 

Зlict'-lит, µазмеµliоt.:ть 11еµво1·O t.:oбt.:твelilioгo ноднµоt.:траlit.:твсt 

paвlia 3 - 2 = 1. 
Аш:\.J101 ·и '-11:iO t-Iаходим µс\.Змеµt-Iость нтоµо1 ·о coбt.:тнet-It-Io1 ·o 

110д11µOL:тµаt-Iства. 1::3ы '-lИt.:длем f>cLlil' соотнетстнующей матрицы 
А-л~Е; 

о -12 о 

Rg(A - л~Е) = Rg 10 - 20 10 = l. 
12 - 24 12 

Рс\.Змерliоt.:ть второго t.:oбt.:твelilioгo подп.роt.:трс1.,1it.:тва paвlia 

3 - 1 = 2. 
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Сумме\. раЗмерно(.;тей обоих 11oд11pO!,;'l'po..1i(.;TB po..Blio.. трем. 
СJ1едово..·1·~1ьliо, баЗи.(.; и.з (.;06(.;твeliliЫX векторов (.;уЩе(.;1·вует. Oli 
(.;Обиро..е·1тя. и.з бсLЗИ(.;ОВ (.;06(.;'l'BeliliЫX аоднрО!,;'l'рсLН(.;ТВ. Чтобы 

et'O 110!,;Трои.ть, нужно ДJlЛ Кс\.ЖДОl'О (.;06(.;'l'BeliHOl'O ЗНо..'iени.л ,,\ 
но..Йти фундо..ментi::LJ1ьную (.;И(.;тему решений CJlAY (А - лЕ)х = 
= U. Фундс1,ментi::LJ1ьнс1,я: (.;И(.;темс1, решений 11ред(.;тс1.,вJ1я.ет (.;Обой 

баЗи(.; J1инейно1 'О 11рО!,;'l'рс1.,н(.;·1'вс1., решений OДliOpOДliOЙ CJlAY, в 
нс:1.,шем (.;JIY Lrc:1.,e (.;06(.;твенного 11од11ро!,;трс1.,н(.;твс1., мо..трицы. 

Ддn. (.;Об(.;твенно1 ·о Зliа,'iени.я. Л1 = - 1 110J1y 'icLeм (.;И.(.;Тему 

( 

8 
lU 
12 

-12 
- 18 
-24 

О) (Xl) (0) 10 X:t O . 
14 Х3 0 

i->ct.н1' мс1,трицы (.;И(.;темы pct.JJeli двум, ноэтому фу ндct.мeliTc\.JIЫio..Л 
(.;И(.;Тема.. (.;0(.;Тоит из одного !,;ТОдбцс1,. Ншrри.мер, можно взя:ть 

(.;ТОJ1бец ( 3 5 б) 1'. 
Дю1 (.;06(.;твeliliOl'O Зlia..'ieliия. Л~ = 1 110J1y'ic1.,eм (.;И(.;тему 

( 

б 
lU 
12 

- 12 
- 2U 
-24 

б) (Xl) (U) 1~ X:t = U . 
12 Х3 0 

Рсt.н1' мсt.три.цы (.;И.(.;Темы pct.JJeн еди.ни.це, аоэтому фу ндct.мeн1'i::LJlЬ­

lict.Л (.;И.(.;темо.. (.;О(.;тои.т и.з двух (.;ТОдбцоJJ. Нсt.нри.мер, фуliдсt.­

ментi::LJrьную (.;И(.;Тему решений (.;0(.;Та..Вдлют (.;Толбцы (2 1 U) т и 
(U 1 2)т. 

Тс1,ким обрсLЗом, бсLЗИ(.;ОМ из (.;06(.;'l'BeliliЫX векторов мс1,трицы 

А я.ВJ1я.ется. t.:И.(.;l'eмct. 

ct. (.;ct.Mct. мсt.трицс1, А 11одобнс1, диo..t'Olic\.JlЬliOЙ мсt.трице 
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Отметим, 'П'U Мi;i,три.ца Р нреuбразuванил нuдuби.л 11редL:та­

ш1я.ет L:uбuй матрицу нерехода и.з одн01'O бази.L:а в дру1'0Й, т.е . 

ее L:тодбцы 11редL:таш1лют L:обой L:тодбцы коорди..1:iат векторов 

ново~ 'О бi;i,ЗИ.L:111 з1111и.L:сLН.1:iЬШ в L:тсLром. Н н11шем L:JIY'icLe L:тодбцы 

МсLтри.цы J-> он ред едЛЮТL:Л векторсLМИ. ,, .l:iOBOL 'О;, бази.L:с\. е1, ei , е~; 

(

3 2 
Р= 5 1 

б О 
~). 
2 

Пример 5.9. Линейный оператор 1 деЙL:твующий в трехмер­
ном ди.нейном 11роL:тра..1:iL:тве 1 в .1:iекотором бази.L:е имеет м11три.цу 

(
б 

А= 3 
2 

- 5 
-2 
-2 

-3) -2 . 
() 

Мож.1:iо ди., и.змеи.и.в бази.L: 7 нри.веL:ти. мсLтри.цу это1'O онерсLторсL 

К ДИ.Ш 'OШ:UIЬ.l:iOMY ВИДУ '( 

СоL:та-ш1я.ем ха-ра-ктери.L:ти. 'ieL:кoe у ра-в.1:iе.1:iи.е ди.н.еин.O1 'О O1ш­

ра-тuрсt,; 

о-Л -5 -3 
3 -2 -Л - 2 = 0. 
2 -2 0-Л 

J.->а-L:крьша-л онредеди.тедь, 110ду 'iа-ем 

Корнлми. х11ра-ктери.L:ти.'iеL:кО1'О уравнени.л лвдлютL:л 'iИ.L:Jia 

Л1 = 1 кратноL:ти. 2 и Л~ = 2. Ддл онредеденил размерн.оL:тей 

L:обL:твен.н.ых 110днроL: 1'ранL:тв ли.нейно1·0 онератора, отве'iаю­

щи.х эти.м двум зн.а'iен.и.лм, вы 'iИ.L:JlИ.M pa.1:iL 'И. L:OOTBeTL:TB у ющи.х 

матриц; 

- 5 
-3 
-2 

-3) -2 = 2 
' -1 
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Н,g (А - л'l,l:!J) = Rg (: 
2 

-5 
-4 
- 2 

3) - 2 = 2. 
- 2 

Оба t;Uбt; 1'ве.н..н.ых. 11uд11put;·1,pa.н.t;'1'вa J1и..н.еи.н.u1 ·u u1шратuра, 
uтве'--lающи.е двум t.;Uбt;тве.н..н.ым з.н.аLп~.н.и.лм, и.меют размер.н.Ut;'1ъ 

3 - 2 = 1. lluэтuмy ди..н.ей.н.u .н.езави.t;и.мал t,;и.t,;тема и.з t.;Uбt;тве.н.­

.н.ых. векторов да.н..н.01'0 онератора может t.;Одержать макt,;и.мум 

два вектора и. 11u t,;uuбраже.н.и.я.м размер.н.Ut.;'l'И. .н.е мuжет быть 

ба.ЗИ.(.;(.)М. 

Дополнение 5.1. Жорданова нормальная форма 

llpи. и.t.;L:дедuва.н.и.и. ,л/uНtейНtuё-и иператира, деЙL:тву юще1 'U в 
11/U'н,ейНtuм npuc:rnpaНtc:m,tJe, жеJ1атедь.н.о выбирать баз'Uс: так, '--!ТО­

бы мarnp'U'l.4a ,1щНtейНtuё-и uneparnupa и.меда .н.аи.бодее нроt,;той ви.д. 

Еt,;ди. ди..н.ей.н.ый uнератuр имеет базиt,; и.з с:иб c:rntJ е'Н,'НtЫХ tJ er,;mu­

putJ, тu е1 ·u матри.ца в .н.екuтuрuм бази.t,;е я.вш-1етt,;я ди.а1 ·u.н.аJ1ь.н.uй 

(теорема 5.о). Н '--lаt,;т.н.о t,;ти. 1 это вер.н.u в t.;дy'--lae , ко1·да вt.:е 

корн.и. xapar,;mep'Uc:nщч,r::,c:r,;uё-u ypatJнe'Нt'UJ(, Jl,'UHtйНtuё-u unr::parnupa 

деЙt.;ТВИ.Т(:',JIЬ.Н.ЬП:~ и. !)a3JIИ. '--1.Н.Ые ( (;М . (.;Jlедt.:тви.е 5.1). 

Матµи.ца ди.а1'U.Н.аJ1ь.н.u1·u в.и.да - .н.аи.бuш:~е нрuL:тал, .н.u .н.е 

вt.:я.ки.Й ди..н.ей.н.ый uнеµатuр мuжет иметь такую матµицу ( t.:м. 
нример 5. 7) . Jlи.н.ей.н.ый uнератuµ, кuтuµый .н.е мuжет быть нри­
веде.н. к диа1·онаJ1ьному ви.ду (т .е. е1·0 матри.ца .н.и в од.н.ом базиt,;е 

н.е я.вшrетt,;л диа1 ·u.н.аJ1ь.н.uй) 1 имеет х.аµактериt.:ти '--let.;кue у µав.н.е-
V 

.н.ие 1 у кuтupu1 ·u еt,;ть кuмшшкt,;.н.ые иди кµат.н.ые деиt.:твитедь.н.ые 
кuµ.н.и. 

llри.веде.н.ие матрицы ди..н.ей.н.01·0 01шратора к нроt,;тому виду 

t,;влза.н.о t.;0 t.:труктурой е1·0 'UHtJap'UaНtrnныx nudnpuc:rnpaнc:rntJ. 

Теорема 5. 7. lly t.:ть 7-li и 7-l'l - и.н.вариа.н.т.н.ые нuднрu­

t,;тра.н.t;'l'Ва ди.н.ей.н.u1 ·u uнератuра А: [, --+ L, нри '--!ем 1-l 1 Е1:Э 7-l'l = L. 
Тu1·да в .н.екоторuм бази.t,;е Ь матрица А это1·u uнератuра А и.ме-
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ет бдо'iно-диа.1 'она.11ьный вид; 

А - (Н1 U ) - u н',!, ' ( 5.lU) 

1'де U обозна.'iа.ет нуде1:3ые бдоки соответствующе1'0 тина., а. 

ква.дµа.тные бдuки Н 1, Н 'l- имеют нuµя.дки dirн Н 1 и dirн Н'l­

t.:uuтветt.:твеннu. 

• tlыбеµем в J/, 'Uнейных nudnpuc:mpuнcrn6u:1.: Н 1 и 7-l'l- ба.Зисы 

f = (f1 ... fr ) и g = (g1 ... g1,;) . tl совокунноt;ти эти дна. ба.-

3Иt;а. Да.ЮТ ба.Зи<.; Ь всеl'О нµоt;тµа.нства. [, ( (;М. ДОКа.За.ТеJIЬ(.;ТВО 

теоремы 2.5). Та.к ка.к Н1 - инвёtриа.нтнuе нuднроt.:'l'ра.нt.:твu 

динейнu1 'U uнера.тuра. А, вектuµ Af i, i = 1, l, 11011а.да.ет в Н 1 
и поэтому лвллетt.:л J/,'UНейн,uй кимб-иниц-ией с-исте.м,ы 6eкrnupu6 

f. Дµу1'ими t.:,JЮва.ми, киирdш-1,иты 6ектпири Afi в ба.Зисе Ь, 

t;Оответt.:твующие вектора.м gj, ра.вны нудю. Ана.1ю1'И'iНU ко-

оµ.цини.ты вектоµов Agj, j = 11 k 1 в ба.Зиt;е Ь1 t;Оответt;твующие 

вектора.м f i, 'l'а.кже µс:1,вны нудю. Зна.'iИ'l' , в ба.Зиt;е Ь ма.тµица. А 

uнера.тuра. А имеет вид (5.lU). • 
Следствие 5.3. Et;JIИ Н1' ... ' н~ - ИН!:3с\.!>Иё:\.НТНЫе нод­

нроt.:тра.Нt.:'l' Вё:\. динейно1 ·о онеµа.тора. А: .С • .С, нµи'iем Н 1 Ef) •• • Ef) 

® Н~ = .С, то в некотоµом би.зиt;е ма.тµицсL онера.торсL А имеет 

бдО'iНО-ДИсLl 'ОНа./lЬНЫЙ ВИД 

о 
А= 

о 

l'де ква.дра.тный бдuк Hi имеет норн:док dirнHi 1 i = l ,~, а. 

Ot.:Ta.llbHble бдоки Я.ВJlЯ.Ю'lТЯ. ну JШВЫМИ. 

• Выберем в Кё:\.ждuм из инвёtриёtнт·ных нодпроt.:т'рёtнt.:т·в Hi 
бсLзис Нее ба.Зиt;ы в t;Овокунноt.:ти обµа.Зуют ба.Зис нростµа.н-
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t.:TBi:L L, в кuтuрuм uнepi:Lтup А будет и.меть Мi:Lтрицу yю.tЗi:LliHUL 'U 

ВИ.Дi:L. • 
Оt.:·1'i:Lнuви.мt.:л Hi:L t.:дy'-li:Le 7 кu1 'Дi:L хi:Lрi:Lктери.t.:ти. ч.еt.:кuе ypi:Lвlie­

ни.e ди.неиliОL 'О oнepi:Lтopi:L имеет ди.шь нроt.:тые корни, t.:ред,и 

которых, вообще L'Оворл, еt.:ть и. комшшкt.:liые. 1'i:Lк Ki:LK Xi:Lpi:Lк-
V V 

тери.t.:ти. '-Lelжoe ypctвlieliи.e ди.lieИliOL'O онерu.торu. и.меет д,еиt.:тви.-

тедьliые коэффи.ци.еliты1 кu.жд,uму комш1екt.:liому корliю а + i(J 
V 

ЭТОL'О ypctвlieliИ.Л t.:оответt.:твует КОМШШК(;liО L:OILpлжeHliblИ ко-

ре!iЬ а - i (J той же Kpi:LTHUl:ТИ [ 1]. 

Теорема 5.8. Jlюбuй ш:tре кuмш1eкt.:liU t.:uнрлженных кuрней 
V 

хu.рu.ктериt.:ти'-LеlЖОL'О ypctвlieliи.я. диlieИliOL'O онерu.торu. соответ-

t.:твует д,вумерliое И.liBi:LpИi:LliTliOe lIOДILpOt.:Tpi:LliL:TBO ЭТОL'О OLШpi:L­

тopu.. 

• Зu.фи.кt.:и.руем в ди.lieЙliOM нрострсt!iстве [,. liекоторый 6113.и.с 
Ь и. рu.с;смотри.м мu.три.цу А ди.lieЙliOL'O онерu.торu. А в этом 

бi:Lзис;е. llyt.:гь л = а + i(J, (J f О, - комшrексtlыЙ кореtlь Хi:L­

рсtктериt.:ти'-Lеско1'0 урсtвнеtlил диtleЙliOL'O онерсtторсt А. То1'дсt 

det ( А - лЕ) = о и. (.:И.(;Темсt JlИlieЙliЫX а./П 'ебрсtи. '-Lеских ypct.Blieliи.Й 
(CJIAY) (А - лЕ)х =Ос комшшкt.:liыми коэффициеliтu.ми. имеет 

lieliyдeвoe решеliие х, которое можно зu.11иссt·1ъ в виде х = ·и + i·u 1 

ра.3д,еди.в деЙСТВИ.ТеJlЬliЫе и. Мli.И.МЬШ '-LU.CTИ. у эдемеliТОВ стодб­

Цсt х. 

Стодбец ·и lie лш1летt.:л liY девым, тu.к кu.к в нроти.вliом еду ч.u.е 

J.: = ·и, и. А·и = л·и. Мы ви.д,и.м, '-LTO д,ейt.:тви.тедЬliЬШ ;эдемеliТЫ 

t.:тодбцu. А·и ноду '-Lсtютсл и.з д,ействи.тедьliых эдемеliтов с;·1'одбцu. 

·и YMliOЖeliи.eм liU. KOMllJleKCliOe '-1.И.(;JЮ л, а, это ВОЗМОЖliО Jl.И.ШЬ в 

L:JLY '-Lcte, кu1'д,i:L ·и = О. Hu этu зсtкдюч.ение нрuтивuре'-1.и.т выбuру 
(;'l'Одбцсt 'J.;. 

СгОJrбцы ·и и. ·и JIИtleЙtlo liеЗi:LВИ.t.:и.мы. Дейсгвигедьliо, et.:Jrи 

Oli.И. JlИ.lieЙliO Зi:LВИ.L:И.МЫ, то µ,·и + V'U = о, l'Дl; OД,liO И.3 '-LИ.L:eJl µ 
и v отдИ'-lliО от liYJlЛ. Мы можем утвержд,сtть, '-LTO µ, f О, 

Га.К Ki:LK в пpUГИ.BtlUM сдуч.сtt:; V'U = о. Hu 'И i о, Зlict'i.И.Г V = о. 

llодуч.иJюсь, '-LTO обu. коэффи.циеliтсt µ, и v лвJ1лютt.:л liY девыми.. 
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Ита.к, µ,~О, и ноэтому ·и= k·u, l'де k = -v/µ, Е: IR.. Сдедова.'l'~1ьно, 

х = ·и+i·u = (k + i)·u. Та.к ка.к Ах= лх, то A((k + i)·u) = л (k + i)·u, 
и мы., <.:окµа.ща.л µа.вен<.:тво на. k + i, на.ходим, '-!ТО А·и = л·и . Ка.к 

мы у же знс\.ем, ДШi комш1ек<.:но1 'О л тс\.кое µс\.вен<.:т1:ю невозможно. 

Н f->с\.Вен<.:тве Ах = л:.с <.:дела.ем за.мены л = сх + i(З, х =·и + i·u; 
А (-и + i·u) = ( сх + i(З) (-и + i·u) . Рс.\.Здедив деЙ<.:твитедьны.е и мнимые 
Llc.t<.:ти, ноду '-!ИМ два. мс.tтµи '-iны.х у µс.tвнения 

А-и = сх·и - (З·и, А'И = (3-и + сх·и. ( 5.11) 

Рс.t<.:<.:мотµим вектоµы и и v, котоµые в бс.\.Зи<.:е Ь имеют <.:'l'Одбцы 

кооµдинс.tт ·и и ·и . Эти вектоµы обµс.\.Зуют динейно незс.tвисимую 

систему, тс.tк ка.к динейно незс.tви<.:имы t.:тодбцы ·и и ·и. Кµоме 

того, Аи = сх·и - (3v, A ·v = (Зи + cxv, та.к ка.к в мс.tтµи ч.ной зс.tпи<.:и 

это <.:овнс.t.цс.tет <.: (5.11). llоду'-iенные <.:оотношенил озна.'-iс.tют, '-!ТО 

двумеµное динейное ноднµо<.:тµс.tнt.:тво 1i = 8f->a.Il { и, v} Ю:Sдлет<.:л 

инвс.tµис.tнтным ноднµо<.:трс.tн<.:твом J1инейно1'О онера.тора. А. • 
Ддл любых дейt.:·1,вит~1ьных сх и (3 обознс.t'-iим 

С(а, (1) = (::(1 ~ )- ( 5.12) 

Теорема 5.9. Еt.:ди ха.рс.tктери<.:ти'-iеt.:кое урс.tвнение дию:~Й­

но1'О онера.торс.t А; [, • [, имеет р рс.\.Зди'-iных на.р комшшк<.:но 

сонрлженных корней Uj ± i(Зj, j = 1, р, и q рс.\.Зди '-iных .цеЙ<.:тви­
тедьных корней f-1,j , j = 1, q, 2р + ч = ·n = dirн L , то в некотором 
бс.\.Зиt.:е мс.tтрицсt А этого опеµс.tторс.t А имеет вид 

о 
А= (5.13) 

о 
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• Каждой наре комндекt;но t;Опрлженных корней сч ± i (:Jj ха­

рактериt;ти '-Шt;KOl'O уравненил t;Оответt;твует двумерное инва­

риантное нодпроt;транt;тво Pj онератора А t; бо.3иt;ом Uj 1 Vj 

(t;м. доко.3ате.11итво теоремы 5.8) . Каждому собственному 

зничен.:ию µj t.:оответt.:твует одномериое собственное поdпро­

с:тпринс:тво Qj линейНО'с!,О оперитори А. Можно поко.3ать1 '-!ТО 

вt.:е эти ноднроt.:транt.:тва обро.3уют нрлмую t.:умму1 та.к юtк не­
реt.:е'-lение дюбой нары таких 110д11роt.:транt.:тв t.:од,ержит дишь 

ну девой вектор. У'-iИ'l'ывая.1 '-!ТО t.:y мма ра3мерноt.:тей этих нод­

нроt.:транt.:тв равна 2р + q = п = di111L, 3акдю'-1аем1 '-!ТО 

Со1'даt.:но t.:ледt.:твию 5.3, в некотором бо.3иt.:е матрица А оне­
ратора А имеет бдо'-lно-диа1 'онш1ьный вид, нри'-iем кс:1.,ждый 

дис:1.,1'она..11ьный бдок 11редt.:тс:1.,вдлет t.:обой матрицу 01'рани '-tения. 

011ерс:1.,торс:1., А нс:1., t.:оответt.:твующее инвс:1.,рис:1.,нтное 11од11роt.:трс:1.,н­

t.:'l'ВО. Н (.;Jly'-ic:1.,e двумерно1'0 11од11роt.:трс:1.,нt.:твс:1., Pj в бо.3иt.:е Uj, 'Vj 

эта матрица равна C (u:j, (:Jj) (t.:м. (5.12)), с:1., в L:J1y'-lae одномерно1'0 
инвс:1.,рис:1.,нтно1 'О 11роt.:трс:1.,нt.:твс:1., Qj 'l'а.,КОЙ блок еt.:ть нроt.:то '-1И(.;JЮ1 
11редt.:'1'с:1.,вдя:ющее t.:обой t.:обt.:твенное 3нс:1.,'-iение µj. • 

Следствие 5.4. Еt.:ли хириктер'ис:mu'Чtес:кое уривнен·ие квс:1.,­

дрс:1.,тной мumpu'llrЫ А 11оря:дкс:1., ri имеет р ро.3ди '-iных 11с:1.,р ком­

шшкt.:но t.:онрлженных корней U:j ± i (:Jj , j = 1, р, и q ро.3ди '-Iных 

дейt.:твитt>,JlЫiЫХ корней µj, j = 1, q, 2р + q = п, то эта митри-ци 

поdибни некоторой бдо'iно-диа1'онш1ьной митриче вида (5.13). 

• У Ко.3Шiнс:1.,л мс:1.,трица А лвдлетt.:л мс:1.,трицей некоторо1 'О ди­

неЙtiОl 'О онератора А1 характериt.:ти'iеt.:кое урс:1.,внение которОL'О 

имеет рс:1.,3ди'iные корни. Со1'дс:1.,t.:но теореме 5.9, в некотором бс:1.,-
3иt.:е 011ерс:1.,тор А имеет мс:1.,трицу А' бдо'iно-дис:1.,1'онш1ьно1'0 видс:1., 

(5.13). Мс:1.,трицы А' и А нодобtiы как матрицы одно1'0 ош:~ра­

торс:1.,. • 
E(.;JIИ хс:1.,рс:1.,ктериt.:ти '-ie t.:кoe уравнеиие оперс:1.,торс:1., имеет крс:1.,т•­

ные корни, деиt.:твитедьные иди комш1ею.:ные, то инвс:1.,рис:1.,нт-
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liьш 11од11роL:траliL:тва тако1·0 ош:~ратора и.меют бодее (.;JIOЖliYIO 

L:труктуру. Ра.L:L:мотри.м два. ти.11а. L:Ш:Щи.ё:tJLЬliых ма.три.ц. 

Ддя. 11poи.3tIOJLЬliOL'O деЙt.:тви.тедьliОL 'О 'iИ.(.;J!i:t µ, введем 0603ш1-
'iение матрицы норлдка s; 

µ, 1 о о о 

о µ, 1 о о 

J ti (µ,) = 
о о о µ, 1 
о о о о µ, 

у этой матри.цы BL:e ди.aL'Olia.l!blibШ ЭJLMeliTЫ равliы µ,, liaд 

ГJLc::l,,BHOЙ ди.а1 'OHa.lLЬIO pc:tL:llOJIOЖeliы эдементы 1, а вt.:е OL:Ta.llbHЫe 
ра.вны нуJiю. Н t.:Jryч:ш:~ s = 1 ра.t.:t.:ма.трива.ема.л матрица t.:водитL:л 
к eди.liL:твetltloмy 'iИ.(.;J1y µ,. 

Ддл дюбо1 'О ком11декL:но1 'О 'iИL:да. л = сх + i (J ((J f:= О) введем 
oбo3lia.'ietlи.e бдоч.tlоЙ матри.цы 11орлдка 2r·; 

C,.(cx, (J) = 

С( сх, (J) 
о 

о 

о 

Е О 

C (cx, (J) Е 

о 

о 

о 

о 

о 

о 

о 

о 

Е 

С( сх, (J) 

1·де C1(cx, (J) = C(cx, (J) - квадратнсUI матрица норлдка 2 вида 
(5.12). Ht.:e 0L:та.11ьliые бдоки. также ЛВJШЮТL:Л квадра.тliыми 

матрицами норлдка 2, Е обо3нач.ает едиliИЧ.liУЮ матрицу, а l) -

нудевую. 

DJЮч.но-диа.1·она.11ьtlую матрицу вида 

о 
А= 

С,. m ( U' rn , fJ-т) 
( 5.14) 

о 
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1 ·де O',j, fli (j = 1, тп) и. Jl,c (l = 1, k) - дейс.;тви.те.11ыiые 'i.И.С..:да., 
на,3ывс:1.,ют жорданов ой, ее ди.с:1.,1 ·онш1ьные бдоки. - жордано­

в ыми к.1t,етпками. Жорда.нову мс1,трицу А' 1 надобную Дёl..Н!:iОЙ 
ма.три.це А, 1iа.3ыва.ют жорданов ой норма.1t,r:,ной формой 

( жордановой канони'Ч.еской формой) ма.три.цы А. 
Жорд,ёl..!:iОВёl.. !:iОрмш1ь!:iШI формс1, 011реде.1пштс.;Jr !:ieOДJ:i03J:iёl..'iJ:i0 1 

тс1,к ка.к нодходлщи.ми. 11реобра.3овс1,ни.лми. нодоби.н можно 11ере­

с.;тс1,вдя.ть ди.ш 'OliШlЬliЬШ блоки. (11ерес.;тс1,1iовкс1, бдоков в мс1,три.це 
V V 

дин:еин:ого оперс1,горс1, вызывс1,егс.;.л перес.;гс1,н:овкои с.;оогвегс.;твую-

щи.х векторов ба,3.и.с.;с:1.,). Среди. жорда.новых кJшток жордс1,новой 

ма.три.цы MOL'YT вс.;тре'iёl..тьс.;л оди.!:iа.ковые. Од!:iёl..КО мож!:iо утвер­

ждс:1.,ть1 'i.TO ес.;ди. две жорда.!:iовы ма.три.цы нодоб!:iы, то OДJ:ia. 

полу ч:с:1.,етс.;л и.з другой перес.;та.liовкой дис:1.,гоншrьliых бдоков. Это 

объя.с.;l:iя.етс..:я. тем) '-!ТО Кёl..ЖДМ жорда.!:iОВёl.. КJШТКёl.. ВИ.Дёl.. Ji (JJ,j) 
онредедлегс.;л с.;обс.;твениым 3Иёl..'iе!:iием Jl,j мс:1.,три.цы1 а. жордс:1.,иовс1, 
КJШТКа. Ci ( f.Xj I fli) - комндекс.;ным кор!:iем Aj = f.Xj + i fli хс1,рс:1.,кте­
ри.с.;ти. 'iес.;ко1·0 ypa.вlieliи.я. ма.три.цы. qс1,с.;тl:iым с.;ду 'iёl..ем жор.ца.­

!:iОвой ма.трицы лв;пrетс.;л ма.трица. вида. (5.13) (кОL'.Ца. вс..:е кор!:iи. 

хс:1.,рс1,ктери.с.;ти. 'i.ес.;ко1·0 ypct.131:ieliи.Я. нрос.;тые) и. ди.сt.1 'Oli1:U1ьlia.Л мсt.­

три.цсt. (вс.;е корliи. дейс.;тви.те.11ьliые1 ct. вс.;е жорда.liовы кJштки. 

имеют норлдок 1). 

Теорема 5.10. Ка.ждсt.я. мсt.три.цсt. и.меет жордсt.liову 1iор­

мш1ь1iую форму. 

Вопросы и 3адачи 

5 .1. Нсt.йди.те с.;обс.;твенные векторы и. с.;обс.;твеliliЬШ 31:ict.'ieliи.л 
лин:ейного оперсt.торсt.1 имеющего в некотором ба.зис.;е мсt.трицу: 

2) ( 4 -5 2) (-1 3 3 ; б) 5 -7 3 ; в) - 3 5 
О - 2 о - 9 4 - 3 3 ( 

25 
а,) 

- 1 

-1 
- 3 -1) - 1 . 

' 1 

(

- 1/3 4/3 - 2/3) ( 2 - 2 
д) 4/3 -1/3 2/3 ; е) -2 1 

-2/3 2/3 2/3 О -2 
г) (-~ ~ ~). 

-2 1 2 
1 
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з) ( - ~ 

- 2 2) ( 3 
- 2 -4) - 2 4 . и) - 2 б - 2 . 

' ' 
2 4 - 2 -4 - 2 3 ( 

1 - 2 о) 
ж) - 2 2 - 2 ; 

О - 2 3 

к) о =~ -о. 
Н нµимеµсtх в) , д)-к) 110<..;тµойте бсtЗи<..; из <..;об<..;твенных вектоµов 

и зс111ишите мсtтµицу динейно1'0 011еµс1тоµс1 в этом бсtЗш.:е. 

5.2. Ныл<..;ните, нµиводит<..;я. ди к дисt1'Она.11ьному ш1ду дсtннсtя. 

мс1тµицс1; 

о 
15 -3()) б} ( ~ 

2 -3) в) (-! 7 ~} ct) 21 -4б · 5 -4 . 5 ' ' 12 - 27 б 4 -4 9 -4 

о 
2 -5) L') 4 -9 . 
3 -7 

5.3. llу<..;ть линейный uнeµttтuµ, деЙ<..;твующий в п-меµнuм ли­

нейном 11µ0<..;тµсtн<..;тве, имеет в некuтuµом бсtЗи<..;е мсtтµицу А. 

llу<..;ть Л1, Л~, .. . , Лп - <..;об<..;твенньш знсt'-lенил ЭТОl'О онеµсtтоµсt. 

Нсtйдите L:Об<..;твенные знсt'-lенил и. <..;об<..;твенные вектоµы ди.ней­

НОL'О 011еµс1тоµс1, мсtтµицей котоµо1 'О в том же бсtЗиL:е лвднет<..;я.; 

ct) Ai; б) л-1 . 

5.4. Н динейном 11µ0 (.;TJ-)ctH<..;'l'Be квсtдрсtтных мсtтµиц ноµя.д­

ксt 2 <..;одеµжитt.:л динейнсtл ободоч:ксt мсtтµиц Ak, k = О, 100. Нсtй­
дите µсtЗмеµно(.;ТЬ этой динейной ободо'-lки ДJШ мсtтµицы 

А=(~ ~) -
5.5. Дока.жите, L1то ДJШ ксtждОL'О <..;Об(.;твенно1'О знсt'-lенил 

Л линеЙlluго uaeµttтoµtt А имеет ме(.;ТU µсtвеш.:тво ~(А, Л) = 
= kег(А-ЛI). 
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5.6. Дою:tж11те, 'iTO кратtlо<.;ть <.;oб<.;твetltlOt'O 31ict'ietl11л л J111-
lieЙliOt'O онеµатора А lie меliьше µазмеµtiо<.;т11 t.:оответ<.;твующе­
го <.;06<.;твенно1·0 ноднро<.;тµан<.;тва ~(А, л) этого онерс:1,тоµс:1,. 

5. 7. Докаж11те теорему Кэд11 - l 'ам11дьтоliа. в <.;ду'iае ква­
дµатtlОИ матµ11цы1 в<.;е кoµtl11 хаµактеµ11<.;'1'11 'iе<.;кО1 'О у µaвtletl11л 

V V 

которои деи<.;тв11тедьны и ношtµно рс:1..3J111 'iны. 

5.8 . Сфоµмулиµуйте теоµему Кэли - l 'ам11дьтона длл ли-
V V 

неиных 011ератоµов 11 докс:1..3а.ть ее в t.:дy'ia.e д11неино1·0 онеµс:1,тоµс:1,1 

11меюще1·0 бс:1..311<.; 113 <.;об<.;твеtltlЫХ вектоµов. 

5.9. Докаж11те, 'iTO новоµот вектоµа lict шю<.;ко<.;т11 lict уt'Од 
2rn , можно µеа.,11113UВа.ТЬ 3а. тр11 lIO<.;JleJ.\UBa.Teдьнu ВЬПlUJlНЛемых 

ша1•а; 11овоµот вектоµа на у1·од ((J; µа<.;·1·лжение <.; коэффиц11ентом 
2 (;US 'P i нриба.вдеtlие вектоµа., lll-)OTИBOllOJIOЖliUl'O И(;ХОДliОМУ. 

5.10. Докаж11те, 'iTO любой д111iеЙliыЙ 01шµс:1,тоµ в 11µ0<.;тµаtl­

<.;тве V1 11меет <.;06<.;1·вetltlЫЙ вектоµ. 

5.11. llриведите 11µимер линейнu1'u u11eµc:1,тupc:1,, не имеющеl'u 
<.;об<.;твеliliЫХ вектоµов. Какой может быть µс:1..3меµно<.;ть линей­

tlо1·0 нµot.:тl-)a.tl(;'l'Ba., в котоµом е<.;ть так11е онеµс:1,тоµы'( 

5.12. Докажите, 'iTO длл любо1·0 tletlyдeвш·o вектоµс:1, с Е V1 
д111iеЙ1iыЙ онеµс:1,тоµ А: V3 • V3 1 онµедеJшемый t.:ooтtloшetl11eм 

Ах = х х с, имеет един<.;твенное <.;Об<.;твенное 3lia.'ieниe, µавное 
liYJlIO. 

5.13. llу<.;ть Н - д11lieЙlioe ноднро<.;тµа.ti<.;тво евкд11довс:1, 11µ0-
t;'l'l-)a.H<.;твa [. t>а<.;<.;мотµим J1инейный оператор орто-гональ­

но-го nроектировани.я Рх = х:.> 1 1-де х = х:.> + х.1.. 1 х:.> Е Н, 
х.1.. Е Н .1.., - µс:1..3дожеtl11е 11ро11зводьtlо1 ·о вектоµа х lia. е1 'О uрто­
гuна.,11ьную нрuекцию х:.> и uµтuгuнаJrьную <.;U <.;тавллющу ю х.1.. . 
Найдите <.;об<.;твенные зна'iения и <.;об<.;твенные вектоµы это1·0 

V 

д11tleИtlOl 'O онеµатоµа. 

5.14. Докаж11те, 'iTO liудь лВJ1лет<.;л <.;06<.; 'l'BetltlЫM 3tlct'ietlиeм 

дюбой ко<.;о<.;11мметµ11 'iеt.:кой матµ11цы lie'ieTtlo1·0 ноµлдка. 



6. САМОСОПРЯLКЕННЫЕ 
ОПЕРАТОРЫ 

6.1. Сопрлженный оператор 

llу(;ть [ - еf>кл·идтзи пристпраН,с;mf>и. 

Определение 6.1. Л·uН,еuныи иперrлпир А,;<; [ • [ ю::t.зьша.­

ют соnряжеппы.м к ди.нейаому опера.тору А: t: • t:, е(.;Ли. ддл 

дюбых f>r::кmupиf> х 1 у Е: [ веfЯiО ра.вшн.:тво 

(o.l) 

Дa.liliOe онред(;JШНИ.е t.:формуди.рова.НО Та.К/ '!ТО Оt.:Та.Вдлет 

открытыми. два. вонро(;а.. Во-11ервых1 не Л(;НО, ка.ждый ди диней-
V V V 

ныи онера.тор, .цеиt.:твующии в евклидовом проt.:тра.нt.:тве, имеет 

t.:онрл.ж~liliЫЙ. Но-вторых, и.3 011р~д~д~ни.л н~дьзл 11онлть, OДli0-

3Ha.Lrнo иди нет 011редеJ1летt.:л t.:онрлженный онера.тор. Прежде 

'!ем формуди.рова.ть теор~му, отве'-lа.ющую на. оба. эти. вонроt.:а., 

дока.жем OДliO В(;11омо1·а.тедьliое утверждеliи.е. 

Лемма. Еt.:.11и ква.дра.тны~ ма.трицы М и N 11орлдка. п 

та.ковы, '!ТО ДJIЛ J1юбых в~ктор-t.:тодбцов х, у Е: IR.n вы11ОдliЛ~Т(;Л 
t.:оотнош~ние х1,Му = xr Ny, том- = N. 

• llуеть тnij, n i j - эдементы ма.триц М и N (;ООтвет(;твенно1 
t.:толщи.е В i-й t.:Т'роке И. j-м (;ТОдбце. Длл 1IpOИ3BOJlbHOЙ IIa.pЬI 

и.ндекt.:ов i и. j выберем та.кие вектор-t.:тодбцы х и. у; 

u u 

u u 
1 l,-Ji 1 J-Ji 

х = f- t.;!'fIOIOt ' 
у = f- t.;l' fIOIO:I.. ' о о 

u u 
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V 

в которых нриt.:утt.:твует тодько одиli lieliyдeвoи эдемеит, рёtв-

иый едииице и t.:толщий liёt yкёtЗёtliliOM меt.:те. Зёtниt.:ёtв рёtвеиt.:тво 
т т 

:1: М у = х N у t.: выбрёtииыми t.:тодбцёtми х и у и вы'--lиt.:див обе 
t.:тopOliЬI pёtBelit.:TBё:t.7 llOдy '-lёtем 'ff/,ij = n i j, 

Тёtк кёtк нёtрёt иидекt.:ов может быть выбрёtliёt 11роизвоJ1Ь1iО, 

ЗёtКJlЮ'--Ш,ем, '-lTO М = N. • 
Теорема 6 .1. Jlюбому JlИlieЙюJмy uнерёtтuµу А; [ --+ [ t.:u­

uтвегt.:гвует единt.:твенный t.:uпµлженный uнеµёtгuр А*, пµи ч:ем 

его мёtгµицей в дюбом upmrл-1,upмt'upuвa/н.,'Нtuм базис:е е лвдлегt.:л 
'Г 

мёtтµицёt А , тµёtнt.:нuliиµuвёtliliM мёtтрице А диlieЙliUl ·u uнеµёt-
тора А в том же бёtЗш.:е е. 

• ДокёtЗатедьt.:тво теоремы оt.:иоваио lia том, '--lTO фикt.:иро­

ваиный бёtЗиt.: евкдидова нµоt.:тµаиt.:тва [ нозвоюшт уt.:тановить 
V 

взаимио одноЗliёt'--lНОе t.:оответt.:твие между дииеииыми онеµато-

рами из L([,[) и матµицами из Mп(IR) 1 п = dirн[ . Это t.:оответ­

t.:твие закдю'--lаетt.:я. в t.:01юt.:тавдении Л'U'Нtей'Нtиму иператиру е1 ·о 

маrпр·u,·цы в фикt.:ированном бёtЗиt.:е. 

Докажем, '--lTO динейный онератор В t.: матрицей Н = Ат в 
бёtЗиt.:е е лвллетt.:л t.:опµлженным к JIИ1IeЙ1Ioмy оператору А. Длл 

этого ДOt.:TёtTO'--llIO проверить BЫПOJilieliи.e pёtBelit.:TBёt 

(Ах, у)= (х, Ву) (б .2) 

ддл J1юбой нары векторов ;с, у с [. 
Пуt.:ть х, у - t.:тодбцы координат векторов х, у в базиt.:е е. 

То1'да, t.:01•лc:t,t.:нo теоµеме 4.3, вектор Ах имеет t.:толбец кооµди­
liат Ах, а девал '--lаt.:ть µавенt.:тва (б.2) µавна (Ах)ту, '--lTO t.:J1едует 
из оµто11оµмиµова1111оt.:ти базиt.:а (t.:м. 3. 7). А11шю1·и '--lliO нµавал 

'l' 
'--lctt.:ть это1·0 равенt.:твёt имеет вид х (Ну). Сдедоватедь110, µа-

веlit.:тво (б.2) в коордиliат110Й заниt.:и имеет вид 

(Ах)ту = хт(Ну). (о.3) 

( )г т г V 

Так как Ах = х А в t.:илу t.:войt.:тв матµич:ных операции, 

равеlit.:тво (б.3) эквивш1е11тliо раве11t.:тву 
г т г 

х А у= х Ну, (о.4) 



б. l. Сu11р)lженный u11epa'l'ИP 187 

Et;JIИ Ю:Жотоµый JIИlШЙliЫЙ онеµатоr в ЛВJIЛеТ(.;Л t;Oll!)ЛЖeli­

liЫM к JlИlieЙlioмy ош~µатоµу А, то ддл дюбых вектоµов х и у 

вы110дliнетt;я. µавеlit;т1:ю (6.2). Зliа'iит, ДJlH матµиц А и Н этих 

O1шµатоµов µавеlit;тво (6.4) вынодш:rетt;я. ддя. дюбых t;тодбцов х 
и у. Согш1,t;но дою:1,занной лемме1 Н = А·г. llоэтому линейный 
O1шµатоµ В онµедедеli OДliOЗlia'iliO, так как oднoзlia'iliO O11µеде­

JШ1iа ~1 'О матµица. • 
J:3 li~KOTO!)ЫX (;JlY 'iciя.X JIИli~ЙliЫЙ Oll~!)aTO!), t;Oll!)Я.Ж~liliЫИ 

u u 

к ДcililiOMY JIИlieИliOMY ОШ:~rатоµу' MOЖliO licl.,ИTИ, lie вы 'iИ(;Jl}l}l 
матµицы это1'О онеµu:гоµсt. 

Пример 6.1. Вектоr а Е VJ 11оµожда~·1' JlИli~ЙliыЙ онеµатоµ 

А; v~ --+ v~ (;0I'Jlci(;li0 фоµмуд~ 

Ах =ахх. 

Онеµатор, t;Онрлж~liliЫИ к онератору А, можliо онр~дедить, 
u 

OllИ!)i:iЛ(;Ь lii:i (.;ВОИ(.;ТВёi (.;KaJl.Я.!)liOl 'O, век1·0µ1iОl 'О И t;MeШёililiOl 'O 

нроизв~деliиЙ [ III]; 

(Ах, у) = (ахх, у) = аху = уах = (уха, х) = 

= (х, уха) = (х, -аху) = (х, -Ау). 

Из нµиведеliliЫХ t;OOTliOШeliиЙ видliо, <tто А* = -А. 

Пример 6.2. MliOЖ~(.;TBO с~ и, Ь] б~t.;KOlie'-iHO дифф~µ~н­
циру~мых lici отµезк~ [и , Ь] фуliкций, у которых в то'iках и и 

Ь нроизводные дюбо1·0 норлдка равliы liудю, лвдл~тt;л JIИli~Й­

liЫM 11!)0(.;T!)ёili(;'l'BOM OTliO(;ИTeJlЬliO обы 'iliЫX онеµаций (.;JЮЖ~liИЛ 

функций и у маоженил фуliкции lia ,д;еЙt;твительаое '-IИt;JIO , с:1, 

формула 
1 

(f,g) = / j"(t)g(t) dt 

о 

u 

задает в этом диl:lеином пµоt,;тµааt,;т•ве t;кш1лµаое пµоизведение 

(t.;м. нрим~р 3.4). Отображ~liи~ Af = /', которо~ каждой 
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фуtiкци.и. / Е: С~[и, Ь] t.:тави.т в t.:001·ве1·t.:·1·вш~ ее 11µои.звод,1iую1 
лвдлегt.:л ди.1iеЙ1iым онеµагоµом. Онеµагоµом, t.:онµлже1i1iЫМ к 

А, будет -А, 1юt.жодьку , t.:01 ·дat.:lio npat>'U4Y ·u ·н.:rnec'-p·upuf>a'Н.:ux пи 

ч,щ;rпхм1 

l l 

(Af, у) = / f' (t) y(t) dt = f (t) y(t) 1: - / f (t) y' (t) dt = 
u u 

l l 

= - / f(t)y' (t) dt = I f (t) ( -y'(t)) dt =(!,-Ау). 
u u 

6.2. Самосопряженные операторы 
и их матрицы 

Определение 6.2. Jfш-1,еиныи uneparnup А, дейt.:твующий 

в et> к.riuдut> им npuc:rnpaнc:rrw е, ю:tЗывают са.м,осопряжен,н,ь,,.м,1 
еt.:ди. А 'i< = А. 

Это онµед,едеliие можliо t.:фоµмудиµовать 110-дµу1'ому. Jlи.­

нейный оп.еµатоµ <.;амо<.;оп.µлженный1 е<.;ли длл любых t>eктnuput> 
х и у вeµtio µавеш;тво 

(Ах1 у) = (х 1 Ау). 

ДeЙ<.;TBИTe.JlbliO, е<.;дИ. у Ka3cl.1i1iOe t;OOT1iOШe1iи.e ВЫ110JI1iЛетt.:я., то) 

t;ОГJ1а<.;ио онµедеJШ1iию о.1 1 дииейиый онеµатоµ А лвдлет<.;л с:u­

·прхжею-1,ым uneparnupuм к <.;амому <.;ебе 1 т.е. А* = А. 

Пример 6.3. (\tмо<.;011µя.же1i1iыми я.вдлют<.;я. нµоt.:тейшие 

ди.1iеЙ1iые онеµатоµы: ny.f/.,ef>uй Е> и. uiuждec:rnf>enныu I, так как 
ддл дюбых вектоµов х и. у 

(Ix , у)= (х, у)= (х, Iy) , 

( Е>х , у)= (0 1 у)= О= (х 1 О)= (х 1 Е>у). 
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Пример 6.4. Рс1.,t.;t,;мотри.м ди.1шЙliое 11роt,;трс1.,1it,;тво V;; t,; 
обы '-iliЫM t,;ка.1шр1iым 11рои.зведсш.1:1ем с:r:>ибиdпых r:>e ·кmupur:> (х , у}. 

Отобрс1.,жеli.1:1е А: V3 • V3 op1'Ol'Olia.11ьli0l'O 11роекти.ровёJ..1i.1:1я. век­

торов из V3 liёJ.. 1iёJ..11рс1.,вдеliи.е векторс1., а едиli.1:1 '-iliOЙ дди.liы, кото­

рое онредедя.етt,;я. формуJюЙ Ах= (х, а} а , я.ВJшетt,;я. ди.liеИliым 

O1шрс1.,тором, тс1.,к ю:tк 

А (µ,х + vy) = (µ,х + vy, а} а= 

= µ, (х, а) а + v (у, а) а = µ, (Ах)+ v(Ay). 

Убеди.мt,;л, '!ТО этот O11ерс1.,тор лвдлетt,;л t,;c1.,мo t,;O11pлжeliliым; 

(Ах1 у) = ((х , а)а 1 у) = (х 1 а)• (а, у) = 

= (х, (а , у)а) = (х, (у , а)а) = (х , Ау). 

llри.веденные рс1.,t.;t,;уждени.я. не и.t,;нодьзуют t,;неци.фи.ку 11po­
t.;'l'pc1,1it,;'l'BёJ.. V;; и MOl'Y'l' быть нроведеliы в нрои.зводьном евкди.до­
вом ПpOt.;TpёJ..li(.;TB~. Jlюбой ~ДИНИ'--llIЫЙ в~ктор а ~.ВКJIИ.ДО.ВёJ.. пpo­

t,;тpёJ..li(.;TBёJ.. [ норождс:1,ет ди.неЙliыЙ онерс:1,тор Ра ор1'Оl'Она.11ьно1'О 
11роект.1:1ровс1.,н.1:1л ш.t д.1:1lieЙlioe 11од11роt,;·1'р11,нt,;·1'во 1-l = sp11,11 {а} t.;О-
1 'дс:1.,t,;но формуде Рах = (х, а) а 1 и. этот O11~рс1.,тор нВJ1нетt,;н t,;с:1.,мо­

t.;Онрлженliым. 

Теорема 6.2. Маrпршца с:амис:ипр,}(,жеппи,:,и иператира в 

дюбом иртинирмириt>а'Нr'НЛМ базис:е я..1:шлетt,;л t,;.1:1мметри. '-iеt,;кой . 

На.оборот, et;J1и. мсtтрицсt д.1:1нейного онерсtторсt в некотором 

ортоliорми.ров11,нном бёJ..Зиt.;е лвдлетt,;л t,;и.мметри. '-iе t,;кои, то этот 
V 

онерсtтор - t.;сtМОt.;Онрлженныи. 

• Co1'дctt.;1IO онредедени.ю 6.2, А t.;сtмоt,;онрлженный O11ерсt­

тор1 et;J1и. А = А*, т.е. et;J1и. ди.liеЙный онерсtтор pc:1.,вeli t,;воему 

t.;Oнpя.жeliliOMy онерсtтору. Это экви.ва.,Jrентно тому, '-iTO мсtтр.1:1-
цс1., J1.l:1lieЙliOl'O 011ер11,торс1., В opт01iOpм.1:1pOBa,liliOM бёJ..3.1:1(.;е t.;OBlla,Дa,eT 

(.;0 t,;воей Tpa,li(.;llOliИ.pOBёJ..liliOЙ ( OliёJ.. ЛВJlЛеТt.;Я. м11,тр.1:1цей (.;011pя.жeli­

lIOГO оп.ерс1.,торс:1.,). Тс1.,ки.~ мс:1.,трицы и liёJ..Зывс1.,ют t,;имм~три'-iеt,;­

к.1:1ми.. • 
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Нс:1,номliи.м, '-!ТО комшн:Ж(;l!ЬШ 'i.И.t;J1c:1, а + Ьi и. а - Ьi tlс\,3ывс:1,ют 

·кuмп,1(,еr,;сн,u сuпрхжен,н,ым·и. Чи.t;Jю, комшн:Ж(;liО (;Oнpn.жeliliOe 

к ч:и.t;J1у z, обознс:1,L1с:1,ют z. Рс:1,(;(;МОгри.м нроизвольную мс:1,три­

цу м = (тnij)' элемеliТс\,МИ. которой ЛВJlЛЮ'lТЛ КОМШШК(;l!Ые ( в 
'iс:1,(;ТНО(;ТИ , деЙ(;ТВИТеJIЬНЬП:~) '-!И(;Jlcl, '((l,ij . Матрицу м = (тnij) 

TOl'O же ти.11с:1, '-!ТО и. М элементс:1,ми. котоrюй ЛВJПIЮ'l'(;Л 'i.И.t;J1a ) 7 t" 

n1,i j, будем нс:1,3ывать ко.мп.лекспо сопр.яжеппой к матрице 

М. Olic:1, (;О(;тои.т и.з ком11JШК(;l!О (;011pлжeliliЫX элемеtlтов мс:1,три.­

цы м; м = (niij) . Из (;ВОЙ(;ТВ КОМШШК(;НЫХ 'i.И.(;eJl вытекают 

t;J1eд у ю щи.е (;ООТ но шени.я.; 

M+N=M+N, MN=MN ) 
-- r 
мг= (М) . 

Теорема 6.3. Н(;е корliи. хара·ктпер-исrп·ичесr,;uё,U уравн,ен,-и.я, 
V 

(;амо (;О нр лженно 1 'о о нерато ра деИ(;'l' витt>дьны. 

• Со1'да(;l!О теореме 6.2, утверждеtlи.е можtlо нереформули.ро­
вать (;дщ1,ующим обрс:1,3ом: характери(;ТИ 'i.е (;кое уравнение (;ИМ­

метри. '-!е (;КОЙ мс:1,трицы и.меет только деЙ(;'l'ВИ.ТеJlЫiые корliи.. Н 

этой форме и будем е1'0 докс:1,3ывс:1,ть. 

llреднОJюжим, '-!ТО tlекоторое 'i.И(;JIO л, вообще I'Оворя. комн­

лек(;ное, лВJ1лет(;л корнем харс:1,ктери(;ТИ 'i.е(;кого урс:1,вненил (;ИМ­

метри'-!е(;КОЙ матрицы А, т.е. det (A - л.Е) = О . 'I'о1'Да (;И(;тема 

ди.liеЙliых аJн'ебрс:1,и.'i.е(;ки.х ypc:1,вlieliи.Й (А - л.Е)х = О имеет lieкo-
1' 

торое ненудевое решение х = (х1 . .. x,J , (;0(.;Голщее из ком-
ш1ек(;ных 'i.И(;eJI х1;;, k = 1, п . .t->а(;(;МОтрим (;ТОдбец х, комшШК(;liО 

(;ОПрлжендыЙ к (;ТОдбцу х. Умаожим равен(;ГВО (А - л.Н)х = О 
_r '1' t;JШHa на (;Троку х . Оl'да 

иди 

1' 1' 
х Ах= лх х. (6.5) 

Так как произведение комп.лек(;ного ч.и:t;Jra на (;Онрлженное 

К нему ЛВJIЛеТ(;Я. деИ(;ТНИТеJIЬНЫМ 'i.И(;JIOM7 рс:1,вным кнадрс:1,·1'у 
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г.е. мсLтри'iное нроизведение хг х нредLтсLВJrлет (.;Обой деЙL;гви­
гелью>е llUJIOЖИГeJIЫlUe 'iИ(.;JIO . 

Из pcLBeH(.;TBcL о.5 НсLХОДИМ 

г 

х Ах 
Л = -Г ' 

х х 

lll)И 'iем ЗHcLMeHcLT~lb дроби (.;lll)i:LBcL ЛВJ!ЛеТ(.;Л деЙ(.;'l'В.1:1Тедьным 

'i.1:1(.;JIOM. СдедuвсLт~1ыiu, 'iИQIO Л будет деЙ(.;тв.1:1тедьным, eQ1.1:1 
V _1, V 

'iИ(.;дитель этои дроби 'Ш = х Ах будет 'iИQIOM деиL;твитедьным. 
В (.;Иду (.;ИМметричlIU(.;ТИ мсLтрицы А 

г ( г )г г г ·r 
ш = ш = х Ах = х А х = х Ах. 

lluэтuмy (.; у'iетuм (.;ВОИ(.;ТВ О!ШрсLЦ.1:1.1:1 КОМШШК(.;НО! 'О (.;011рлжения. 

ма.триц и бда.l'ОДсLрл тому1 'iTO ЭJШмента.ми мсLтрицы А ЛВJIЛЮТL;Л 
V 

деИ(.;ТВ.1:1Тедьные 'iИQlcL, LIOJIY'icLeм 

Г (_)1'- 1' 
ш = х Ах = х А:.с: = х Ах = ш. 

КомшшкL;ное 'iИQIO, L;Oнpлжel:il:iOe (.;а.мому (.;ебе - это деЙL;тви­

тедьl:iое 'i.l:1QIO. СдедовсLтедьl:iо, и 'Ш лвдлетL;л деЙL;тв.1:1т~1ьl:iым. • 
Следствие 6.1. ~(.;JIИ мсLтрицсL А лВJrлеТ(.;Л (.;ИМметри'iеL;кой, 

то В(.;е кор!:iи ее ха.ра.ктериL;т.1:1'-iе (.;КОl'О урсLвненил det (A- ЛЕ) = О 
V 

д еИ(.;Т вит~1ьные. 

Следствие 6.2. СсLМО(.;ОПрлже1Iный onepcLтop, ,цеЙL;твую­

щий в п-мf:рпuм евклидовом npucrnpanc:m,tн:;, имеет п (.;ОбL;твеl:i-
V 

НЬIХ Зl:ia.'-Ieli.l:1И, e(.;JIИ Ка.ЖДUе из них (.;'-l.1:1Та.ТЬ (.;TUJlbKU ра.3 , Ka.KUBa. 

е1·0 кратпuсть. 

Следствие 6.3. Симметри 'ieL;кcLя. мсLтрицсL норя.дксL п имеет 

п (.;06(.;ГBeliliblX 31:icL'-lel:iИЙ; e(.;JIИ КсLЖДUе из lIИX (.;'IИГа.Т'Ь (.;Т'UЛЬКU 

l)a.31 KcLKOBcL el'O Kl)i:LTHO(.;'l'Ь . 
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6.3. Собственные векторы 
самосопрлженного оператора 

Теорема 6.4. Cuбcrnt>e'Нt'Нtыr:; t>ектиры сuмисипрлжr:;'Нt'Н,Иё,И 

unepumupu, отве'iс\.ющие pc\.3JIИ'iliЫM с:ибсrпt>е'Нt'НtЫМ 3'Н,u,·ч,r:;'Н,'Uлм, 

иртис::,u'Нtадt,'НtЫ. 

• Рс\.L:L:мотрим L:с\.МОL:онря:жеliный онерс\.тор А и двс\. е1'О t;Oб­

L:твeliliЫX вектора. х1 и х:г, отве'iсtющие рёt3ди 'iliЫM L:Обt;·1·веli­

ным 3Нс\.'iения:м Л1 и Л:г. 'l'огдс\. Ах1 = Л1х1 и Ах:г = Л:гх:г. 
llоэтому 

(о.о) 

Но тсtк ю:1к А я:вдя:етt;я: t;ctмoL:oнpя:жeliliЫM онерсtтором, то 

(Ах1,х2) = (х1,Ах:г). Зlia'iи1·, 

llриравнива.я. нравые 'ictL:ти L:оотношений ( б.б) и ( б. 7), 110ду­
'iаем 

ИJlИ 

(бJ~) 

Так кс\.к Л1 ~ Л:г, из paвeliL:TBc\. (б.8) L:Jшдует, '-!ТО (х1 , х2) = О, 

'il'O И OЗlict'-laeт opTOl'Olia.JlbliOL:Tb векторов Х1 И х:г. • 
Теорема 6.5. Е<.;J1и L:ОбL:твенные 3liс\.'iения: Л1 , . .. , Лп t;aмo­

L:oнp.я.жeliliOl'O онерсtторсt А, деЙ:t;·1·вующе1·0 в п-мер'Нtим et> ·кд·udu­

t>uм npucmpu'Нtcrrwe [, нопарно разди'iны, то в [ t;y щеt;твует up­

mu'Нtupм'Uput>U'Нt'НtЫU бuз'Uс, в котором мump'U'l-fU это1 ·о л,·и'Нtей'Нtис::,и 

unepumupu А имеет ДИс\.l'ОНа.JlЬНЫЙ вид, нри. 'ieM диагОНа.JlЬНЫ­
ми. эдементс\.ми такой матрицы я:вдлют<.;я: L:Обt;твенные 31:iс\.'iения: 

Л1 1 ••• , Лп. 

• llоL:кодьку L:Обt;твенliые зна'iеliия: Л1, . .. , Лп нош1рliо рёt3-
ди. 'iны, то, выбрав длл каждого Ai t;оот·вет<.;т·вующий ему L:oб­
L:твeliliЫИ вектор ei , ноду 'iИ.М t;и.t;тему е 'Н,r:;'Н,удеt>ых t>eкmuput>, 
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кuтuрые нu теuреме б.4 1юш:tрнu upтu1'Ulia.1Iыiы. lluэтuмy е -

uртuё-uнал,1:;нал с:·истема вer,;mupuв. Co1'дi:Lt;liO теореме 5.51 Olii:L 
л·и·н,ейнu незав·ис·има и. 1 имея: п векторов1 я:ш1я:етt;я: бi:LЗиt;ом ( t;M. 
теорему 1.4). Этот бi:LЗи.t; лвдлетt;я: орто1'Оliа.11ьliым1 с1, 'iтобы е1·0 

преврс1,тить в ортонормированный1 необходимо каждый вектор 
e i liОрми.рова.ть дедеliи.ем lia е1 'О дди.liу. 

Тс1,ким обрi:LЗОМ7 в уt;Jювия:х теоремы t;ущеt;твует бi:LЗи.t; из 

t;Oбt;·1·вeliliЫX векторов t;c1,мot;o11pлжeliliOl 'O 011ерс1,торс1, А. llo тео­
реме 5.б матрицс1, линейного оперс1,тора в бi:LЗиt.:е из t;ОбL:твенных 

u 

векторов лшшетt;я: ди.с1,1'Оliа.11ыiОИ 7 с1, диа1'Оliа.11ьliые эдемеliты мс1,-

три.цы 11редL:тi:Lш1лют t;обой t;oбcтвelilibШ 3lii:L'ieliи..я:. • 
Хотл Bt;e KOpliИ. Xi:tpa.ктepИt;'l'И'ieLЖOl'O ypctвlieliИЛ (.;c\.MOCOllpЛ­

жeliliOl'O 011ераторс1, действи.тедьliы ( см. теорему б.3) 1 среди. liИ.X 

мu1·у ·1· быть кра.тliые1 и. TUl'Дa. теuрема б.5 liе11ри.меliи.мс1,. Од­

liа.ко И. В этом сду'iёtе Ма,ТрИ.Ца, {.;a,MOCOllpлжeliliOl 'O uнерёtтОра, В 

liекотором бi:LЗи.се и.меет ди.с1,1 'Оliа.11ьliыЙ ви.д. 

Теорема 6.6. Ддя: дюбо1'0 cc1,мoco11pлжeliliOl'O 011ерёtторс1, 

А существует opтoliopми.poвctliliЫЙ бi:LЗи.с, с.;оt;толщи.й и.з с..:об­

ственных вектuрuв этuгu динеЙliuгu uнepctтupi.:t.. Мсtтри.цi.:t. А 

cc1,мoco11pлжeliliOl'O 011ерёtторёt А в этом ба,3и.с.;е и.меет диё\.1'Оliа.11ь­

liЫЙ вид 1 нсt ее дис1,1'она.11и рi.:t.с110Jюжены собс..:твеliliые 3Нi:L'iенил 
O1шрс1,торс1, А7 11овторлющи.еся: L:TOJlbKO pi:LЗ 7 KcLKOBi:L и.х r,;pam­
'Н.,OC:rnt>. # 

Дuка,3атеJ1ьt.:твu этuй теuремы нри.веденu в Д.6.1. 

Следствие 6.4. JlюбсLЛ с..:и.мметри. ческс1,л мсtтрицс1, М норлд­
Кёt п нодобнёt некоторой ДИc\.l'OliaJiьliOЙ 7 т.е. с..:у ществует тёtкёtл 

Ш:~вырождеliliсLЛ мс1,три.цсt Р 1юря:дкс1, п1 'iTO 

p-1MP=dic1,g(Л1 1 ••• , Л,J. 

llосJшдовс1,тедьliоL:ть Л1, ... , Лп и.з п 'iи.t.:ед 11редстс1,ш1лет собой 
u 

перечень вt.:ех кuplieИ Хi:tрi.:t.кт·ери.t.:ти. чеt.:когu уравнеliи.я: мс1,три.цы 

М t; у 'iетом и.х крс1,тноt;тей. 
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• t>асt;мотµим в п-меµном евкдидовом нµоt;тµанt;тве 1№.п стан­

дарrпный оµтоноµмиµованный: ба;з·ис, и нуеть матµица М я.вшr­

ется: матµицей: в этом бо..Зисе некотоµо1 'О диш:~Йно1 'О ош:~µатоµа 

М. То1 'да этот 01шµатоµ будет t;ё1мосо11µлженным. llo теоµеме 
б.б ддл не1'0 существует оµтоноµмиµоваliliЬIЙ бё13иt; , в котоµом 

е1'0 матµица м-r имеет диа1·ошы1ьliыЙ вид М' = diag (Л1 , ... , Л,J. 
Матµица М' ноду 'ir:teтcя. И3 исходliоЙ матµицы М 11µ.1:1 но мощи 
Мё:\.'l'VИЦЬI ш:~µехода Р и3 t;тандё1µтно1'О бо..Зиt;а в у ко..Занный: оµ­

тоliоµмиµованliыЙ бо..Зиt;; М' = p - l М Р. • 

Дополнение 6.1. Инвариантные 
подпространства 

самосопряженного оператора 

Теорема 6. 7. Et;J1и 1-l - ·инrзар ·иан'Пmuе nudnpucrnpaнc'Пirзu 

самuс:uпр.}{.,женнuёu unepamupa А, дей:ствующе1'0 в erзr.:4'Udurзuм 

npur.:mpaнr.:'Пwe [, то егu upmuёuнa41>нue dunu.tiнeн·ue 1-l l.. также 
.Я.ВJlЛеТt;Л ИliвaµиaliTliЬIM 11oд11µot;тµaliCTBOM ЭТОl 'О онеµатоµа А. 

• Нам дocтa1'0'iliO нµовеµить, 'iTO ,цдя. дюбо1·0 вектоµа у ди­

ней:но1·0 11од11µоt;тµанства 1-l l.. его обµо..З Ау тоже нµиlir:tДJШжит 
1-ll.., т.е. 'iTO ддя: дюбо1'0 вектоµа х Е= 1-l вы110дlieliO уt;Jювие 
(Ау, х) = О. 

llусть у Е= 1-ll. , х Е= 1-l. Так как 011еµс:1.:гоµ А самосонµлжеli­
ный:, выноднено µавенt;тво (Ау, х) = (у , Ах). Но 1-l - инвaµи­

r:tliTliOe 11од11µостµа1iство онеµатоµа А, т. е. Ах Е= 1-l ддл вектоµа 
х Е= 1-l. llоэтому (у , Ах) = (), так как вектоµ у Е= 1-l l. oµтo1 '0liaJШli 
дюбому вектоµу И3 7-l, в 'ir:tCTliocти вектоµу Ах . Сдедовате.11ь1iо, 

(Ау, х) = О, "IГU и гµебоваJюt;ь доко..Загь. • 
Мы видеди, 'iTO кратнuсrп1> с:uбстrзеннuёu ;значеН'U.}{., и раз­

мерн,uст1> соответствующего сuбстrзен,н,uёu nudnpucrnpaн,cтnrзa 

д·инейнuёu uneparnupa могуг lit; совнадать (t;м . нµимеµ 5.7). 
Эти две хаµактеµю,;тики совнадают, et;J1и диliеЙ:ный: онеµатоµ, 

V V 

деиt;твующии в евклидовом пµоt;тµаlit;гве, я:вдлегt;л caмot;uпµя:-

жeliliЬIM. 
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Теорема 6.8. llу<.;ть Л - <.;oб<.;твetltlOe ЗIO:L'ietlи.e <.;амо<.;о­

н1-т.же!:itlО1 ·о онератора А1 д еЙ<.;·1·в у юще1 ·о в евкди.довом нро­

<.;тран<.;тве Е. 'l'о1·да кратно<.;ть t;Об<.;твенно1·0 знач:енил Л ра.вна 

рсt.Змер!:iо<.;ти. отве'iающе1 ·о этому 31:ia'ietlи.ю <.;об<.;тве!:i!:iОl 'О 1шд­

нро<.;тра.н<.;тва. ,с(А, Л) ди.!:iеЙ!:iОt'О онератора. А. 

• Coбt;твe!:itlOe ноднро<.;·1·ра!:i<.;тво ,с(А, Л) <.;амо<.;онрл.же!:itlОl'О 

опера.торо.. А лвллет<.;л: инвариантным подпро<.;тран<.;твом этого 

ош:~ратора. llоэтому, <.;01·да<.;но теореме 6. 7, орто1·ош:1..11ьное до-
1шлнение ..С (А, Л)l. также л:влл:етt;л: и.нво..ри.антным ноднроt;тран­
<.;·1·вом <.;амоt;онрл.женно1·0 онератора А. lly<.; 1ъ di1н,c(A1 Л) = k, 
а diп1,C(A, Л)l. = l. Ныберем в ди.!:iеЙ!:iых ноднро<.;·1·ра!:i<.;твах 
,с(А, Л) и ..С (А, Л)l. бсt.Зи<.;ы е = ( е1 . . . ek) и. g = (gi . . . Yr) <.;о­
ответ<.;твенно. 

Так как ..С (А,Л) ® ..С(А , Л)l. = Е, t;и.<.;тема векторов (е g) л.вдл.­
ет<.;л бази.<.;ом евкли.дова про<.;тран<.;тва Е. Ро..<.;<.;мотрим в этом 

бсt.Зи.t;е матри.цу А онератора А. Длл любо~ ·о вектора. ei <.;и<.;те­

мы е и.меем Aei = Леi, так как ei нри.!:iаддежи.т <.;Oбt;•1·вetltlOMY 

подпро<.;тро..н<.;тву ..С (А, Л) Jrинейного оперо..торо.., отвеч:о..ющему 

<.;Об<.;тве!:i!:iОМУ знач:е!:iи.ю Л. Ддл каждо1·0 векторсt gj <.;и<.;темы 

g и.меем Agj = а11У1 + ... + a1rYr, так как ,с (А, Л)l. - и.нва­
риантаое подпро<.;трсtа<.;тво оператора А1 а g - бсt.Зи<.; этого 

1шднро<.;трсtн<.;твсt. Эти. рсt.ЗJЮженил озна.'iа.ю·1· 1 ч:то ма.три.ца. А 

ош:~рсtторо.. А в бсt.Зиt;е ( е g) имеет блоч:аый ви.д: 

1 ·де Ek обозна.ч:а.ет еди.1:iи.ч:ную ма.три.цу норлдка. k , а. блок М 

нред<.;та.вл.нет <.;обой квадра.тную ма.три.цу норн.дка l 1 <.;О t;тол.щую 

из коэффици.ентов рсt.ЗJюжени.я: векторов Ag j в бсt.Зи.t;е ( е g): 

М= 
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ИGходя. и.з бдочliо1 'О нрtщGта~Iеliи.л матрицы А нодучаем вид 

ее характерИG'l'И'ШGКОl 'О ypaвlieliи.л: 

хл(т) = det (A - тЕп) = (л - т)k: det (M - тЕr) = 

= (л - т)k:хм ( т) , (б . 9) 

L 'Де Еп и. Ее - едиliИ.Чliые матрицы норя.дков п и. l. 
Отмети.м1 что матри.ца м· нрtщt.:тавдя.ет Gобой матри.цу в 

базиGе g динейно1'(.) онератора, л~1люще1'0Gл uё-ра'ft·u·ч,е-н,щ;.м, л,n­

·н.,ей'ftИё-U unepumupu А lia е1'0 и.liвapи.aliтlioe ноднроt.:траliGтво 
~(А1 л)1-. Онератор А не имеет в ноднроt.:транGтве ~(А1 ,\)1-
Goбt.:твeliliЫX векторов t.: t.:oбGтвeliliЫM значеliи.ем л. llоэтому ,\ 
lie я.~нш·1тя. t.:oбGтвeliliЫM Зlia'ieliи.eм матри.цы М 1 и. и.з нред t.:та­

вденил (б.9) заю1ючаем, что t.:(.)бGтвенное Зliачение ,\ матри.цы 
А и.меет кратliОGть k. • 

Д(.)казат~rьGтво теоремы б . о (.)Ни.раетGл lia. t.:В(.)Йt.:тва инвари.­

а.liтliых 11(.)ДHp(.) t,;Tpa.liL:TB. 

• llyGть л1, ... , л1,; - G(.)бt.:твенные значенил GаМОG(.)nрлженн(.)Г(.) 

онератора А, а ·г1 , ... , ·г1,; - и.х кратliоt.:ти. Так как харак­

тери.t.:ти. чеt.:кое ypaвlieliю~ t.:aмot.:oнpлжeliliOl'O онератора и.меет 

TOJlЬKO дейt.:тви.тедьliые KOpliи., Gy мма кратliОGТеЙ Г1 + ... + 'Гk; 

Goбt.:твeliliЫX Зliачений равна размерliОGти. п евю1и.дова нро­

Gтраlit.:тва [. РаGGмотри.м G(.)6GтвeliliOe ноднр(.)GтраliGТВ(.) 1-li оне­
ратора А, Gоответt,;·1,вующее GО6Gтвенному знаL1еliи.ю л1;. РаЗ­

мерliОGть это1 'О ди.lieИliOl 'O ноднроt.:траlit.:тва1 t.:Ol 'дa.t.:liO теореме 
б.8 , Gовнадает G крат·ноt.:·гью 'Гi t.:обGтвенного значенил л1;. Ны­
берем ортоliорми.роваliный баЗи.t.: в динейном 1юд11роt.:траliGтве 

1-li , который будет Gоt.:толть из 1·i GО6Gтвенных векторов t.:амоGо­

нря.женноl'о онератора А1 1юш:tрно ор1·01'ош1.11ьных и. и.меющи.х 
еди.liи. 'iliYIO дди.liу. Объеди.liи.в выбра.liliые бази.t.:ы в OДliY Gи.­

Gтему, 11одуL1им Gиt.:тему из п t.:обGтвенных векторов едини. ЧliОЙ 

дди.liы, дюбые два и.з которых opтo1'0Ш:LJIЬliЫ. Дейt.:тви.тедьliо, 

ди.б(.) обс:1., вектора одliовременно входлт в баЗиG н:екот(.)рого под­

нроGтраlit.:тва 1-li и. будут орто1'ош1.11ьны t.:Ol'дa.t.:нo выбору, .11и.бо 
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U.liи. 11uш;1,,цс1.,ют в pi:LЗ.liыe инвс1.,ри.с1.,нтные 11uд11pU(.;Tpo.,.1i(.;TBo., Hi и. Hj 
и. будут upтu1'U.1io..11ь.1iы кс1.,к t.:Uб (.;·1·вe.li.1iЫe вектuры, uтве'iс1.,ющи.е 

pi:LЗдИ.'i.liЫM (.;Uбt.:тве.liНЫМ 3.liо.,'-ШНИ.Я:М ( t.:м. теорему о.4) . 

Итс1.,к 1 мы выбро..11и. t.:и.t.:тему и.з п 11011a-p.1io орто1'О.1iо..11ь.1iых век­
торов еди..liи. 'itiUЙ дди.t-1ы. Co1'дo.,t.:t-10 теореме 3.41 этс1., (.;И.(.;темс1., 

V V 

ди.t-1еиt-10 t-1еза-ви.(.;и.мс1., 1 с1., тс1.,к ка-к коди.'iеt.:тво векторов в t-1еи t.:ов11с1.,-

да-ет (.; рс1.,змерно(.;тью нро(.;тра-нt.:тва-, оюt я.ш1я.етt.:я. ортоt-1ормиро­

вс1.,нным бi:LЗиt.:uм. Cuглct.(.;HU теuреме 5 . о, мс1.,трицс1., uпера,торс1., А 

в этом бс1.,зи(.;е я:вдя:ет(.;я: дюы 'Olio..11ьt-10Й и lict. ее ди.а-1 'Оt-1о..11и ра-(.;-

11uложеt-1ы (.;Об(.;твеt-1t-1ые 3t-10.,'iet-1и.n.1 11u1п·орнющи.еt.:п. (.;ТОдькu pi:LЗ, 

Ко.,КОВо., И.Х Kpo.,TtiOL:TЬ, llOL:KOJlЬKY 110(.; 'l'pOetltiЫЙ бi:LЗИ(.; t.:Ot.:TOИT И.3 

(.;UОтвет(.;твующи.х t-1с1.,боров t.:об t.:твеt-1t-1ых векторов. • 

Вопросы и задачи 

6.1. Изве(.;тt-101 'iTO мс1.,три.ца- ш1t-1еЙt-101·0 ош~ра-1·ора- в ш~кото­

ром ортоt-1ормирова-t-1t-1ом бi:LЗ и.(.;е ди.а-1 ·оt-1о..11ьt-1а-. Я.вJ1я:етt.:я: ди. этот 

диt-1еЙt-1ыЙ u11epc1.,·1·op (.;c1.,мut.:u11pn.жet-1t-1ым'? 

6.2. Извеt.:тt-101 'iTO в t-1екотором бi:LЗиt.:е1 ю~ я:вдя:ющемt.:я: uр­
то1 ·оt-1о..11ьt-1ым, ма-три.ца- онера-тuра- А t.:и.мметри. 'iеt.:ю1я:. Muжt-10 

ди утвержда-ть, 'iTO: а-) А - (.;а-МО(.;О11ря:жеlit-1ЫЙ онера-тор; б) А 

t-1e я:ш1я:етt.:я: t.:а-МО(.;О11ря:жеt-1t-1ым uнера-тором. lfтo можt-1u утвер­

жда-ть1 еt.:ди бi:LЗИ(.; орто1·0.liо..11ьt-1ыЙ 1 t-10 .lie ортоt-1ормирова-t-1.1iый'? 

6.3. Jlи.t-1еЙt-1ыЙ 011ерс1.,тор 1 дейt.:твующий в п-мерt-1ом диt-1еЙ­

ном 11ро(.;тра-Н(.;Тве1 имеет в некотором бi:LЗИ(.;е t.:имметри'iе(.;кую 

ма-три.цу . Дока-жите, 'iTO этот 011ерс1.,тор имеет бс1.,зиt.: и.з t.:uб-
V 

(.;твеt-1t-1ых вектuров, дс1.,же et.:J1и ди.t-1еиt-1ое нроt.:тро.,t-1(.;ТВО .lie я.вдя.-

ется. евкди.довым . 

6.4. Докс1.,жите, '--Гго: а) (А+В)* = А*+В*; б) (АВ)* = В*А*; 

в) et.:J1и диt-1еЙt-1ыЙ 011ерс1.,тор А имеет обра-тt-1ыЙ1 то и онера-тор 
А* имеет обрсt.тt-1ыЙ, нри.'iем (А- 1 )* = (А*)-1 . 

6.5. Раt.:(.;мотрим в 11роt.:трс1.,t-1(.;тве V:г ди.t-1еЙt-1ыЙ 011ерс1.,·1·ор R p 
нuворота, векторс1., ю:t у1'од r.p, О < r.p < 7r. Нс1.,йдите uнератор, 

(.;Онря:женный к онера-тору R p. 
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6.6. ПуL:ть е - евкди.дово Lll)Ol:Tl)c\.Ш.:твo , е - Lll)OИ.3BOJIЫiЫЙ, 

вообще 1 'ОВОрл, lieOJ,->TOL 'Olia.llЫiЫЙ бс\.3И.(; в [ , 1' - Мо..ТJ,->И.Цо.. 

l 'рс1.,мс1., ддя. с.:и.с.:темы векторов е. Доко..жи.те, 'i.TO eL:J1и. ди.liеЙliыЙ 

O1шµс1.,тор А в бс\.3и.t.:е е и.меет мо..три.цу А, то L:онµлжеliliЫЙ к 

нему опеµа.:тор А* имеет в том же бс\.3ю..:е ма..тµицу А* = с-1 А rl '. 

6. 7. Н ба..Зи.t.:е 

Ь1 = (l 1 1, 1, 1) , 

Ь3 = ( 1, 1, О, U) , 

Ь~ = ( 1, 1, 1, U) , 

Ь4 = (l, О, О, U) 

JlИ.lieЙliOL'O а.,µи.фмети. '-Шl:KOL'O LIJ,->Ol:Tl)c\.lit.:TBa., ~п Мс\.ТJ,->И.Цс\, JIИlieЙ­

liOl 'O онерс\.торо.. А и.меет BИ.LJi 

1 2 3 4 

А= 
2 1 2 3 
3 4 1 2 
4 3 2 1 

Но..йди.те мо..три.цу L:oнµлжeliliOL 'O O1шµс1.,торс1., А 'i' в том же бс\.3и.L:е 
( Ь1 Ь~ Ь3 Ь4). Н nµоL:тра..нс.:тве ffi..n nµедпода..га..еТ't.:Л crna'Нtdaprn­

·н,ur:; ска.л,лр'Нtиr:: npu'UзrJr::dr::'Нt·ur::. 

6.8. Докс1.,жи.те, 'i.TO ддл дюбо1·0 евкди.дово.. 11por..:·1'J,->a..liL:TBa.. 
е отобра..жеliи.е L ( е' [) -+ L ([' [)' t.:OHOL:Tc\.BJlЯ.IOЩee JlИ.lieЙlioмy 
онеро..тору и.з L( [, [) ему L:онµлжеliliыЙ, лвдлетL:л и.зомоµфи.змом 

ди.1-шЙliОL'О нµot.:тJ,->o..lil:TBo.. L([,[) . Зо..ви.L:и.т ди. этот и.зоморфи.зм 

от выбоµо.. ба..Зи.L:о.. в евкди.довом нpot.:TJ,->o..liL:твe [ '! Ко1-дс1., этот 

и.зомоµфи.зм лвдлетс.:л тож.цес.:твеliliЫМ отобра..жеliи.ем'! 

6.9. Ддл L:и.мметри. 'iеL:кой Mi:t'l'J,->И.ЦЫ 

liсtЙди.те нодобliую ей ДИШ'Оliа.11ьliую мсtтри.цу А' = p - l АР и. 
с.:оответс.:твующую мс\.тµи.цу Р. 



7. ОРТОГОНАЛЬНЫЕ 
МАТРИЦЫ И ОПЕРАТОРЫ 

7.1. Ортогональные матрицы и их свойства 

Определение 7.1. Квадратную матрицу О наз.ывают 

орто~она.л,ьной1 ~L;ди он<L удовл~т.1:юря.~т у(;Jювию 

ОтО = Е 
7 (7.1) 

где Е - едини'iная: м<Lтриц<L. 

Пример 7.1. llроGтейш~й орто1'она,,11ьной матрицей я.вля.-
1· 

етGя. едини 'iнал матрица Е, так как Е Е = ЕЕ = Е. Нш1ротив, 

нулевая: матрица не ЛВJlЛеТGЛ орТОl'ОНШlЬНОЙ: (:)т(:) = (:) t- Е. 
Пример 7.2. М<Lтриц<L 

( 

GOS((J 
И = . 

S!Il((J 

-siнtp) 
GOS((J 

лВJ1л~тGл ор·1'Оl'Онш1ьнои1 110Gкольку ИтИ = Е. Это можно нро­
верить неноGредGтвенно. # 

Из. онред~Jl~НИЛ 7 .1 ВЫТ~К<L~Т рлд GBOЙGTB ОрТОl 'ОНШIЬНЫХ 
МёLТрИЦ. 

Свойство 7.1. О11р~д~1ит~1ь орто1·она,,11ьной м<Lтрицы О 

может иметь одно из двух возможных зн<L'iениЙ; det О= ±1. 

• Cot'Jla,(.;HO равенGтву (7.1)1 имеем det (ото)= detE . .1::kномнив 
[ lII] 1 'iTO 011ределитель 11роизведенил м<Lтриц р<Lвен 11роизве-

V 

дению их оп.ределителеи1 а при траllGП.Оliировании матрицы 

онределит~ль не м~нлетGл, нолу 'iИМ 

• r r i 
d~t(O О)= d~t О d~t О= (d~t О) . 
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'Гi:tк Ki:LK det Е = 1, то и ( det О? = 1. Сдедо!:3i:LТедьно, det О = 
=±1. • 

Свойство 7.2. Матµица, обµатнал. к оµто1'01tа.11ь1tоЙ ма-

0 
V V 

тµице , L:UBПi:L,Цi:Leт L: ее тµi:LнL:пuниµuваннuи матµицеи, т.е. 

0-1 = от. 

• Co1'дi:LL:HO L:1:30ЙL:T!:3Y 7.1, оµто1'01tа.11ьная. матµица невыµожд~нi:L 

и нотому имеет обµат1tую матµицу 0-1 . Ум1tожая. µаве1tL:тво 
(7.1) L:11µава lii:L Mi:L'l'µицy 0-1, 110J1у'!аем 

откуда От(оо-1 ) = 0 - 1. Но 00- 1 = l:!J, ноэтому От = 0 - 1. • 
Свойство 7.3. llµоизведе1tие uµтu1·u1ta.11ь1toЙ матµицы О 

V V 

liёl, тµi:LHL:llOHИI->OBi:LliliYIO к неи I->i:LBliO ~ДИliИ 'iliOИ матµиц~, т.е. 

ООт = Е. 

• Со1'даL:но L:воЙL:тву 7.2 и 011µедеде1tию обµат1tоЙ матµицы, 
ООт = 00- 1 = Е. • 

Свойство 7 .4. Матµица, тµa1tL:1101tиµoвa1t1taя: к оµто1 'U1ta.11ь-
V V 

нои матµице, тоже лВJ1летсл оµто1 'Она.11ьнои. 

• Ну ЖliO ДJlЛ нµоизводьной оµто1 ·01tа.11ыiоЙ матµицы О доказсLть 

µal:3eliL:TBO 

(7.2) 

н~,едL:тавдлющее L:обой заниL:ь L:оотношенил ( 7 .1) ддл матµицы 
0 1

. Ti:Lк Ki:LK, L:Ol'Jlёl,(.;liU L:ВОЙL:тву онеµации тµi:LHL:llOliИI->OBi:LliИЛ7 
. т т . т 

(О ) = О, µаве1tL:тво (7.2) эквива.1~е1tт1tо µаве1tL:тву 00 = Е, 
котоµое веµ1tо в L:иду L:воЙL:тва 7.~. • 

Свойство 7.5. Пµоизведение двух оµто1•01tа.11ь1tых мi:Lтµиц 
о и Q OДliOl'O ноµядка ЯВJlЛ.еТL:Я OI->l'Ol'Olia.llbliOЙ матµицей. 

• Ддл. доказатедьL:тва ДOL:'l'a,'l'O'iliO нµовеµить вы110д1tе1tие µа­

венL:тна (7.1) ддл. Мi:Lтµицы OQ: 
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Н этих выюrёLдю:tх l!J, кёLк uбы чнu, uбuзнёL'iёLет еди.ни'iну ю 

МёLТ,(.)И.Цу. • 
Свойство 7.6. МёLтµицёL, обµёLтшm к oµтo1'0liiiJIЫiOЙ мёLтµи.-

V 

це, тuже я.вдяеп;я uµтu1'UliiiJlЬliUИ. 

• Co1'дёLt.:liO t.:войt.:тву 7.1, оµтогонаJ1ьнёLЯ мёLтµи.цёL невыµождеliёL, 
ёL нuтuму имеет uбµёLтliую. Cu1'J1ёLt.:liU t.:вuйt.:тву 7.2, МёLТ,(.)И.ЦёL, 

Uб,(.)ёLTliёLЯ к U,(.)TUl 'UliiiJlЬliUЙ , CUBllёLДёLeт (.; T,(.)ёLlit.:llUliИ.,(.)UBёLliliUЙ. 

НёLконец, t.:Ol'Jli;L(.;HO t.:войству 7.4, МёLТ,(.)И.ЦёL, T,(.)ёLlit.:lIOHИ.,(.)OBёLHHi;l,Я 

к U,(.)TUl'UliiiJlЬHUЙ, явдяетt.:я. U,(.)TUl'UliiiJIЬliUЙ. • 
Пример 7.3. 1-'ёLt.:t.:мотµи.м мёLтµи.цу И и.з нµи.меµи. 7.2. Та.к 

Ki;l,K Ulii;l, U,(.)TUl'UliiiJIЬliёL, TU uб,[.>ёLТНую МёLТ,(.)И.ЦУ дel'KU liёLЙти, Иt.:­

LlUJlЬЗyя. t.:BUЙt.:TJ::IO 7.б; 

И _ 1 = И т = ( t.:~s '{J siн '{J ) . 
- ын '{J cus '{J 

7.2. Ортогональные операторы 

Определение 7.2. Лппейпый unepumup А; [ • [, дейt.:тву­
ющи.й в евк4·uduвuм npuc:rnpanc;rnвe [ , liаЗывают орто-гоНtа.л,ь­
'НtЫМ оператором (или орто-гоНtа.л,ьНtь~м nреобразов а'Нtи­

ем), еt.:ди. он t.:oxµaliяeт с:кu4.я,р·1--юе прuпзвеdеппе в [, т.е. ддл 

дюбых вектuрuв х, у с [ вынодliяетt.:я ,(.)ёLВеliство 

(Ах,Ау) = (х,у). (7.3) 

ТёLк КёLК U,(.)TUl'UHiiJlЬHЫЙ Ulle,(.)ёLTU,(.) t.:UX,(.)ёLliЯ:eT t.:KiiJlЯ:,(.)liUe 11,(.)U­

изведеаи.е, гu Uli t.:uхµёLняег пuрму (дди.ау) вектuµа. и. угuд межд;у 
lieliy девыми. в~ктоµа.ми.. Действи.т~дЬliО7 

i i IIAx[I = (Ах,Ах) = (х,х) = llx ll . 

Отt.:юда, в 'iёLt.:TliUt.:ти., t.:JШДУ~'1' 7 'iTU ~t.:.11и. в~ктuµы х и. у li~liYJШ­

вы~, то и в~ктоµы Ах и Ау li~liYJI~вы~. llµи. этом 

. - (Ах,Ау) (х,у) __ 
t.:os(Ax,Ay) = IIAx ll llAy[I = llx ll llY II = t.:os(x,y). 
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Мею~е O'-ie1:ш.дlio, '-iTO веµно и. обµ<Lтное утвеµжд,еliие. 

Теорема 7.1. Е<..:ди. ди.liеЙliыЙ онеµ<Lтоµ А: Е • Е в евкди.­

довом 11µ0<..:Tl-)<Lli<..:твe Е <..:OXl-)<Lliя.eт eвr,;Jl,uduвy нuрму: 11 Ах 11 = llx 11, 
х с Е, то этот онеµ<Lтоµ oµтot 'Olia.JlЬliЫЙ. 

• Док<L3<Lтедь<..:·1,во ониµсtет<..:я. li<L Qtедующее ·1,ожде<..:тво: 

~ ~ ~ 
2 (х, у) = llx + YII - llxll - IIYII , 

вeµlioe д,дн. дюбых вектоµов х и. у , в '-iем можliо убеди.ть<..:я., выµ<L­

жсtл: liOl-)MЫ вектоµов 'i(;l-)(;3 (;KaJLЛ:l-)liOe lll-)OИ.3Beдeliи.e. И<..:110JIЬ3УЯ 

это тожде<..:тво и. <..:OXl-)<Llieliи.e liоµмы онеµ<Lтоµом А, ноду '-i<Leм 

2 (Ах,Ау) = IIA(x + y) II~ - IIAxll~ - IIAYII~ = 

= llx + YII~ - llxll~ - IIYII~ = 2(х, у), 

1 ·де х и. у - 11µои.3водьliые вектоµы 11µ0<..:тµ<L11<..:тв<L Е. • 
Теоµемсt 7 .1 1103воюrет нµи.ве<..:ти. нµимеµы оµтогонаJiьных 

01шµ<Lтоµов. Н 11µ0 <..:Tl-)<Lli<..:TB<LX Vi и Vj c:t>uбudныx t>eктnuput> 
V 

Ol-)TOl'Olia.JlЫiЫMИ. Л:ВJШЮТ<..:Л: JIИJ:I(;ИJ:IЫ(; онеµсtтоµы, <..:ОХl-)а.liЛ:ЮЩИе 

µсt<..:<..:·1·оя.11и.е. Нсtнµи.меµ , ли.J:IеЙliыЙ онеµсtтоµ новоµотсt вектоµ<L 

J:Ia. фик<..:иµов<L11J:IыЙ угод ( <..:м. нµимеµ 4.2) я.вдлет<..:л oµтo1·0J:Ia-11ь­
liЫM, т<Lк к<Lк нµи. т<Lком новоµоте д,ди.liы вектоµов 11е и.3меliл:­

ют<..:л:. JlиJ:IеЙ11ый онеµ<Lтоµ <..:и.мметµи.и. отJ:Iо<..:и.тедьJ:Iо нµл:мой J:I<L 
шю<..:кости. иди. OTliOCИT(;J!ЬliO шюскости. в lll-)OCTl-)i:Llil:TB(; тсtкже 
я.вля.ет<..:л: Ol-)TOL 'Olia.JlЬJ:IЫM. 

Теорема 7.2. Пусть А: Е • Е - оµто1·011а-11ыiыЙ онеµсtтоµ 

в евкдид,овом 11µ0<..:тµ<L11<..:тве Е и. е = ( е1 . . . еп) - 11µои.3водь11ый 

upmuнupмupuвU'l-mыu бизис: в Е . То1'д,<L <..:истем<L вектоµов Ае = 
= (Ае 1 ... Ae,i} лвюrетсл оµтоноµмиµова.нным ба.3и<..:ом в Е. 

• Дo<..:Ti:LTO'-iliO 110.LJ,<..:'-iИ.Ti:LTЬ в<..:е lli:Ll-)liЫ(; CKa.Jl}il-)liЫ(; lll-)OИ.3Beд,eliИ.}i 

вектоµов Aei. Н си.ду оµто1 'О11а-11ь11ости онеµа.тоµа. А и.меем 

i t= j; 
i = J. 
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Ни.дим, 'iTO l)ё:L3J1и. LfJ:iыe rзе·r,;п~иры Aei ·и Aej орmоё-она4r:,н,,ы, 

а, liOl)Ma, ксt,жд,01 'о и.з. liи.x. l)a,BJ:ia, еди.liи.це. llоэтому с:·ис:тема 

векторов Ае = (Ае1 ... Аеп) (.;О(.;тои.т и.з lieliyдeвыx. вектоvов 
и uртпоё-она4ьна. Соглсt,t.:но геоvеме 3.4, она. 4'Uнейнu не;заrз ·ис:·има. 

Коди. Lfе(.;тво вектоvов в ди.lieЙlio liез,шю.:и.мой t.:ю.:теме Ае l)a,BJ:iO 
dirн[ = п, ноэтому, (.;Ol'Jla,(.;J:iO теоvеме 1.4, это бё:L3и.t.: , нvи.том 

Ol)TOJ:iOl)MИl)OB<LJ:iliЫЙ. • 
Теорема 7.3. Еt;ди. ди.liеЙliыЙ 011el)a,TOl) А: [ • [ в ев­

кди.до1юм lll)Ot.:Tl)<LJ:i(.;TBe [ 11еvе1юди.т Ка,КОЙ-ди.бо Ol)TOJ:iOl)MИ.­

l)OBa,J:iliЫЙ бё:L3И(.; е = ( е1 . . . e,J в оvт·оJ:iОl)ми.vовш11iыЙ бё:L3и.(.; 

Ае = (Ае1 ... Аеп), то этот OIШl)a,'l'Ol) Ol)TOl'Oli<LJlьliыЙ. 

1' • Еt.:.11и. вектоv ;:с и.меет t.:тодбец кoovди.licLT х = (х1 . . . x,J в 
ба.з.и.<..:е е, то е1 'О обl)а.3 А;:с и.меет тот же (.;ТОдбец кооvди.ю.tт 

в бё:L3и.(.;е Ае, тсt,к ксt,к, (.;Оl'да.(.;НО онvед,t'дени.ю ли.нейно1'0 01шvс1-

тоvа., 

Ныбеvем ДВа, lll)OИ.3BOJlЬJ:iЫX. векТОl)а, ;:с = Х1 е1 + ... + Хпеп И. 

у = Yl е1 + ... + Упеп. Их. (.;K<LJШl)liOe нvои.зведtши.е в Ol)TOJ:iOl)­
MИ.l)OBa,liliOM ба.3и.(.;е е выvс1жсt,етt;л фоvму дой 

(;:с, у) = XlYl + • • • + ХпУп, 

но той же фоvмулой ВЫl)а,ЖсLетr.;л и t.:ю.ыrлvное пvои.з.ведение 

( А;:с, Ау) , еt.:ди. в Ка,'iе(.;тве ба,3И.(.;а, взлть Ае. llоэтому (.;OOTliOшe­

liиe ( А;:с, Ау) = (;:с, у) вынолнлет(.;л ддл дюбых. вектоvов ;:с и у , 

'iTO, t.:Ol'Jla,(;J:iO онvедедеJ:iИЮ 7.2, 03J:ia,'ia,eT Ol)TOl'OJ:i<LJlЬJ:iOL:ТЬ 011e­
l)a,TOl)a, А. • 

Теорема 7.4. Е(.;дИ ма1прщ,1rа 4·uн,ейнuё-u оператпора в не­

котоvом Ol)TOJ:iOl)MИl)OBa,J:iJ:iOM ба,3Иt.:е upm,UёU'Н,UJl,b 'Н,U, то этот 

01шvа.тоv лвдя.етt.:л оvто1 'Oli<LJlЬJ:iЫM . Нс:1,обоvот , ма.тvица. оv­

тогоншrыrого опеvс:1,тоvа. в любом Ol)TOliOl)MИl)OBШiliOM бё:L3иt.:е 

.Я.ВJIЛетt.:л Ol)TOl 'OJ:i<LJlЬJ:iOИ. 
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• Выберем в евкдидовом 11rо<..:тrа1н;тве [ дюбой оrто11оrмиро­
ва1111ый бсl.3иr..: е. То1 'да ддя. дюбых век1'Оl)ОВ х и у, имеющих 

в этом оrтонормирова1111ом бсl.3и<..:е е <..:тодбцьr кооrди.11ат х и 
т 

у r..:оответr..:твенно, выполнено l)с:\.Вен<..:тво ( х 1 у) = х у ( это Зсi-

ниr..:ь L:Kc\JlЛpliOl 'O нроизвед,еliИ.Л в opтo11orмиpoвo..liliOM бсl.3и<..:е1 

r.;м. 3. 7). 
llу<..:ть MciTl)ИЦci А ди11ей1101 'о oнerciтopci А в оrто11оrмиrо-

ван11ом бсiЗИ<..:е лвдлетr.;л Оl)ТОl'ОНШlЬНОЙ. ТОl'До.. BЫllOJiliЛeт<..:л 
т 

r..:оот11оше11ие А А = Е и1 r..:.11едовсiтедь110 1 l)сiве11<..:тво 

т т т 

х (А А)у=х Еу (7.4) 

веr110 дд.я. дюбых <..:тодбцов х и. у. Но это l)сiве11<..:тво нред<..:тсiвдл­

ет r.;обой матрИ'iНУЮ ЗсillИ<..:Ь paвeliL:TBci <..:КШIЛJ)НЬIХ нrоизведений 

(Ах, Ау) = (х, у) ДJHJ: вектоrов х и у, и.меющих <..:тодбцы кооrди­

нат х и у в этом же оrтонормирова1111ом бсl.3и.<..:е. Мы нриходим 
V 

к Зc:\.KJIIO'ieliи.IO, 'iTO опеl)с:\.ТОр opTOГOlic\JIЬliЫИ. 

Доксiжем обрсiт11ое утвержде11и.е теоrемы. Н. дюбом оrто­

ноrмиrованном бсl.3и.<..:е r..:оотношение (7.3) в кооrд,и.11атах имеет 
ви.д 

т т 

(Ах) (Ау)= х у, 

т.е. е1·0 мож110 ЗсillИ.<..:сiть в виде (7.4). Ксiк мы pci11ee доко..3ш1и 
( L:M. демму lici <..:. 185) 1 из ЭТОl'О l)ciBelit.:TBci7 BЫllOJlliЛIOЩel'Ot.:Л ДJIЛ 

т 
дюбых <..:тодбцов х и. у 1 r.;дед,ует раве11<..:тво матриц А А = Е, 'iTO 
и OЗlici'icieт орто1'Оliа-11ы10<..:ть мсiтри.цы А. • 

Замечание 7.1. Нсt11ом11им1 'iTO мсtтри.цсt ди.11ей1101'0 оне­
rа.торсt r..:о <..:тои.т и.з t.:'l'Одбцов кооrди11сtт обро..3ов бсl.3и.<..:11ых век­

торов. Имел это в виду, нетрудно за.метить, '!ТО рсtвен<..:тво 
т 

А А = Е оз11а'iает1 'iTO <..:тодбцы матrицы А, как эдеме11ты 

п-мер'Н.,u-,:,u д'U'Н.,еU'Н.,UёИ ар·ифметп·ич,ес;r,;u-,:,u npuc:rnpa'Н.,c;nнm <.:о ппа'Н.,­

dарт'Н.,ЫМ с;r,;адJ(,р'Н.,ЫМ npu'U;Jf>ede'l-t/ueм, 11011аrно оrто1'онш1ьны и 

имеют еди11и 'iliYIO дди11у . Дей<..:твитедь110, в i-й t.:'l'l)Oкe и j-м 

r..:тодбце матрицы Ат А <..:тоит lжш1я.рное 11rоизведе11ие i-1'0 и j-1'0 
r..:тодбцов матрицы А . Это нозводлет <..:ве<..:ти теоrему 7.4 к тео­
реме 7.3. 



7.3. Матрицы перехода в 
евклидовом пространстве 

Теорема 7.5. Н erзr,;д 'udut>uм прuс:тринс:тrзе матрица n epe­

xuda от oдlio1·O upmuнup.м,'upuf>aннuё-u биз·ис:и к дµу1·ому я.ш1ю:~тL:л 

uртuё-uнад1>нuй. 

• РсtL:L:мотµим в нµоизводыiОМ п-мерnuм евкдидовом npuc:rnpan­

c:m,rз е t ДВёt Ol-)TOliOl-)MИl-)OBёtliliЫX бсtЗИL:ёt Ь = ( Ь1 . . . Ьп) И. е = 

= ( е1 . . . еп). llyL:ть И - мсtтµицсt пеµеходсt от Ь к е. 

Ксtк L:дедует И3 онредедеliИЛ 1.о, L:ТОдбцы е1 , ... ' еп Ма.Т­

рицы ш~реходсt И - это L:тодбцы r,;uupд'unaпt f>eкmupurз liOвo1·O 

бсt3ИL:а. е OTliOL:ИTE:;llЬliO L:'l'ctµo1·O бсtЗи.L:сt Ь, т.е. И = ( е1 . . . еп), 

где ei = bei , i = 1, п. Поэтому 

т 

и и= 

т 

еп т т т 

е1 е1 t:1 t:2 е1 еп 1 () () 
т т т 

ei е1 е2е2 ei еп () 1 () 

. 
1' т т 

enel епе~ епеп () () 1 

llоL:дедю~е µсtвею.:тво в нµиведеliliОИ выкда.дке сдедует и.з 

TOL'O, 'iTO L:ТОJ16ЦЫ е1, ... 'еп - это L:ТОJ16ЦЫ KOOl-)ДИlia.'l' вектоµов 

Ol-)'l'OliOl-)MИIJOBa.liliOL 'О бсtЗИL:а. в Ol-)'l'OliOl-)MИl-)OBa.liliOM бсtЗиL:е, а, 
т 

ма.тµи '-llioe нµоизведеliие ei ej нµедL:тсt.шrя.ет L:обой за.ниL:ь в 

кооµдиliа.та.х c;r,;a,л,xpnuё-u npu-u;:Jf>edeн·ux ( ei , ej), котоµое в L:иду 
оµ l'Oliopмиpoвa.liliOL:ти бсtЗиL:а. е pa.вlio liY дю нµи i f::. j и едиliице 
нµи i = J. 

т 

Мы 110ксtЗш1и, L1то И И = Е, а. это, L:OL 'Jia.L:liO O11µедЕ:;11еш:1ю 7 .1 
OIJTOГOlic\..llЫ-IOЙ Мсtтрицы, И 031-Iёt'icteт, '-!ТО И - OIJTOГOl-IШ!Ьl-Ia.Л 

Ма.Тl-)И.Цс\.. • 
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Теорема 7.6. ПуL:ть Ь - орто!iорми.роваliliЫЙ бс1.Зи.с; в 

п-мерш>м евкди.довом нроL:траш..:тве [. Любая. op1'0l'OI0::1..11ьlian. 

матри.ца И норя.дка п я.ВJ1я.етL:я. матри.цей нерехода и.з бо.3и.L:а Ь 

в liекоторый .цру1 'ОЙ орто!iорми.роваliliЫЙ бс1.Зш..: . 

• Стодбцы е1, ... 7 еп матри.цы И можliО раL:с;матри.ва·1ъ как 

коорди.liаты в бсl.ЗиL:е Ь liекоторых векторов е1, ... 1 еп нроL:тран­

t.:тва [. Матрица И г И еt.:ть не "ГТО иное1 как матр·шца 1 'рама ДJПI 
с; ·ис:темы вектuрuв е1 , ... , еп, так как эдемеliт этои матри.цы 

в i-й с;троке и. j-м t.:тодбце paвeli е; ej, 'iT'O нредL:таВJrя:ет (;Обой 
зани.L:ь В коордиliатах В opтo!iopмиpoвaliliOM бсl.Зи.L:е L:I0::1..11Лp!i01'0 

нµоизведеliил ( ei, ej). 
г 

Paвeli(;TBO И И = Е озна'iает, что вектиры е1, ... , еп но-
парно uрrпuс-uна.л,1:>ны и имеют единич:ную d.л,·ину ( (;М. дою::1..за­

тедьL:тво теоµемы 7.5). llоэтому yкcl.3aliliШ1 с:·ис:тема вr-:кrrwpuв 

лВJrлетt.:л .л,·инr-:й,·Н,u нr-::зав ·ис:·имuй ( L:м. теорему 3.4) 7 а так как 

коди 'iе(;п:ю векторов в L:ИL:теме L:овш:1.,дает L: ра:змr-:рнuс.:тt>ю пев­

кди.дова ll.[JO(;T.[JaliL:TBa7 Olia Я:ВдJШТ(;Л бсl.ЗИ.L:ОМ ( (;М. теоµему 1.4). 
Этот бази.(; ортонормированный1 а матри.ца И ес;ть матри.ца не­
рехода и.з бсl.Зи.t.:а Ь в бсl.Зиt.: е. • 

Замечание 7.2. И1iо1-да говорлт1 'iTO ортогою::1..11ьнал ма­

тµи.ца (;0(;ТОИТ И.3 O.[J'l'OliOIJMИIJOBё:tliliЫX (;ТОJ16цов и. (;Т.[)ОК. Эта 
г 

терми.liОJЮl'И.Я. моти.вируетL:л (;JШдующи.м. Равеli(;тва О О= Е, 
г 00 = Е, верные ддл дюбой орто1'онш1ьной матри.цы, 031ic:t-

'ia.IOT' 'iT'O (;И.(;Темы с;толбцов и. (;'Г.[JОК Мё:LТ.[JИ.ЦЫ о) .[Jё:Lt.:(;Ma,T'.[JИ­

Bc:Leмыx как эдемеliты n-мepliOl 'O д·инr-:й·Н,uё-u ap·uфмr-:m;u·ч,r-;c;r,;uёu 

прuс:транс:тва, ЛВJlЛЮТL:Я: O.[JTOliOIJMИ.IJOBё:tliliЫMИ.. # 
Наномliи.м, 'iTO матри.ца нерехода онредедлет 11реобро.,3ова­

liи.е кооµдиliс:LТ вектоµс:L нµи. зc:Lмelie O.ЦliOl'O бсl.Зи.<;с:L .цру1'и.м. Ес;ди. 

хь - t.:тодбец (;Тарых коорди.!iат вектора х, X i:. - (;Тодбец но­

вых коордиliат, И - матри.ца нерехода из (;Tc:tpo1'0 бо.3И(;с:t в 

liОВЫЙ, то хь = и Х,:. Две пос;дедliи.е теоремы llOKcl.ЗЫBё:LIOT , 'iTO 

нри замене одного opT'O!iOpмиpoвc:tliliOl'O бо.3И(;ё:t дру l'ИМ в (.;ООТ­

веТ(;'l'ВУЮЩем нреобро.3оваliи.и. коорди.liат хь = И Xi:. матрица И 

О.[) l'Ol 'Oliё:tJlЬliaЯ:. 
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Замечание 7.3. Любое 4•uнейние преибра;зиван'Uе 4•uнейниё-и 

прис:транс:rпва 11редстаВJ1я.ет собой отображение нространства 

в себя.; каждый вектор ди.нейно1 'О нространства менлет свое 

поJюжение и переходит в свой обрн.з. llреобрн.зование коорди­

нат .1:ш затра1·и.вает эдементов 11ространства1 а ди.шь отража­

ет изменение си.стемы отсч:ета. ( бн.зю.:сt). Можно скн.за.ть, 'iTO 
нреобрн.зование нространства - это и.зменени.е окр у жающе1 ·о 

11ространL:тва1 а нреобрн.зовсtни.е координат - это и.зменени.е 

11одожени.я. набдюдатедл. Эта фи.зи.'!ескал аю1Jю1·и.л 11окн.зыва­

е·1'~ В 'ieM рн.зди.'iи.е между двумл llОliЯ.ТИ.ЛМИ.. 

7 .4. Приведение симметрической 
матрицы к диагональному виду 

Mamp'U'IJ,U А 4·uнейниё-и иператира А 11ри. замене ба;з·ис:а 11ре­

образ уетсJ1 co1·J1ac1io формуJrе А'= u-1 АИ, 1·де И - матрщ-4а 
nepexuda ( см. теорему 4.б). Есди. ре'iь и.дет об евr,;4·udивим при­

сrпранстве и. 11ереходе и.з од1iо1·O иртинирм/uриванниё-и ба;з·иса в 

дру1·ой, маrпР'ица нерехода И лвдя.етсл иртиё-ина4tJНий ( см. тео­

рему 7.5). Со1·J1асно t.:войt.:тву 7.2, такал матрица удоВJ1е·1·ворю~т 
l т 

t.:оотношени.ю И - = И . Поэтому дю1 t.:ду 'ictЯ. opтoнopмиpo-

BctliliЬIX бн.зи.t.:ов форму ду нреобрн.зоваliи.я. матрицы ди.lieЙliOI 'O 
онератора можно зани.t.:сtть t.:Jrедующи.м обрн.зом; 

А'= U 1
AU. (7.5) 

Теорема 7. 7. Дщr дюбой симметри'iеt.:кой матрицы М t.:у­
щеt.:твует ТаКоЯ ОрТОГОНаJlЫiаЛ матри.ца U 1 'iTO Uт МИ = Л1 где 
Л = diag ( л1, ... , л,~) - диш 'ОНаJIЬНё:LЛ матрица, ДИё.tl 'ОНаJIЬНЫМИ 

ЭJШМеliтами. которой я.вдлются. с:ибстпв енные ;значеН'U,}(, матрицы 

М, новторлющи.е(.;:л (.;:ОI'даt.:но и.х r,;pam,нucrn·u. 

• Докн.зсtтеды;тво теоремы оt.:новсtно на сдедt.:тви.и. б.4, теореме 

7.5 и (.;:ВОЙ(.;:'I'Ве 7.2. Со1·да(.;:НО (.;:дедt.:твию б.41 для. t.:и.мметри'iе­

t.:кой матрицы М порлдксt п t.:ущеt.:т·вует тсtксLЛ иевырожденнсtл 

матрица Р, 'iTO р-1мР = Л = diag(л1, ... 7 л,J , l'де В llOCJie-
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дова·1·едьl!Оt;ти Л1 , ... , Лп у казаtlы вt;е t;Oбt;твetlliЬH~ Зlia'teliил 

матрицы М t; учетом их кратliоt;тей. Из доксLЗатедьt;тва то-

1 'О же t;дедс.;твил вьп'екает, что Р лвдлетс.;я: матрицей нерехода 

между ортонормирова.1пtыми бсLЗиt;ами. llоэтому Р - орто1'О­

ю1.11ьная: матрица (с.;м. теорему 7.5) и p-l = Рт (t;м. с.;1юйс.;тво 
7.2). СдедоватеJ1ьно, Ртм-р = p-l М Р = Л, т.е. в качеt;тве ма­
трицы И в форму дировке теоремы можtlо взлть Р. • 

llреобрсLЗование (7.5) с; орто1'ОШ:ы1ьной ма.трицей И ино1'да. 

liсLЗываю 1· орrпо-гопа.л,r:,пь,,.м, преобразов ан:ием маrпри·цы А. 
llоэтому теорему 7. 7 можliо t;формудировать 'l'ак; дюбсLЛ с.;им­

метри"Iеt;юtя: матрица opтoгolio.JIЬliЬIM преобрсLЗованием приво­

дитt;л к диа1'ОШ:.\.Jlьliому виду. Чтобы на.Йти с.;00·1,ветt;твующую 

ма.трицу И, о которой 1·овори·1'с.;я: в этой теореме, необходимо: 

1) liаЙти с.;обс.;твенliые зна.чеliия: матрицы М ; 
2) ддя. каждо1 ·о с.;обt;твеliно1 ·о зна.чеliи.я: tlаЙти ш:tбор cuб­

crnf>ennыx f>ектириf>, t;Оответt;твующих этому t;обс.;твенному 

зю:tчеliию, нри этом эти t;Oбt;твeliliыe f>ектиры ,цоджliы быть 

.л, ·uneunu neЗUf> 'UC'UMЫM'U и их кодичес.;тво доджно равн.я:тьс.;.я: крат­

нос.;ти t;обс.;твеliного зна.ч:енюг 
' 3) нреобрсLЗова.ть с·истпемы t;обс.;тве1t1tых f>ектпириf>, 1юдучен-

ные ддя: каждо1'О с.;обt;тве1t1tого з1tаче1tия:, в иртиnирмириf>иn­

nые нри номощи при·цесси ирт"иё-иnил·изиц·и·и Грима - Шмиd­

rпи. Объеди1tить ортонормирова.1tные t;Иt;темы ддя: ка.ждо1 'О 

t;обс.;тве1t1tо1'0 значения: в еди1tую t;ис.;тему векторов, которая: бу­

дет ортонормирова.нным бсLЗис.;ом евкдидова нрос.;тра.нt;тва.; 

4) вынис.;а.·1ъ ма.трицу И, с.;·1·одбца.ми которой .я:ВJ1.я:ютс.;.я: коор-
V V 

дина.ты векторов ноt;·1'рое1tнои орто1tормирова.1t1tои с.;ис.;темы. 

Пример 7.4. Найдем opтo1'0lia.J1ь1toe нреобрсLЗование, нри­

вод.я:щее с.;имметричес.;кую ма.трицу 

( 

2 
А= 2 

-2 

к диal'Olia.JlЫiOMY виду. 

2 
5 

-4 

-2) -4 
5 
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1. На.Х.оди.м t.:oбt.:твeliliЫe 3Ha-'-ieliи.л ма-трицы А. Ддл это1·0 

L:Ot.:'l'a-llJIЛeм ее xapa·кrrн;p'Uc:m·uч,fc:кuf ypafЗHfH'Uf 

(
2-Л 

det (A- ЛЕ) = 2 
-2 

2 
5-Л 

- 4 

-2) -4 
5-Л 

Это ypa-вlieliиe третьей t.:тенеliи.. Та.к ка.к е1·0 коэффи.ци.еliты 

лвдлютL:я: це.11ыми. '-iИ.L:JLa-ми. , то цедое '-iИ.L:JIO может быть е1 'О 

корнем дишь в t.:дy'ia-e, е<.;ди оно де.11итеJ1ь <.;вободно1·0 LIJielia-. 
Ilоэтому мы можем нои.t.:ка-ть корни. Gреди. '-iИ.t.:eJL ±1, ±2, ±5. 
llодt.:та-новкой в ура-внеRие убежда-емL:л, ч:то одним из корней 

я:llJrлeтL:л Л1 = 1. 
На-ЙДеliliЫЙ коре!iЬ lI03BOJIЛeT ра,3JЮЖИ.ТЬ девую '-iа,(.;ТЬ Ха,ра,К-

V V V 

тери<.;ТИ'-iе (.;КОL'О ура-вненил На, JIИlieИliЫИ и КВа-Дра-ТИ'-iНЫИ мно-

жи.теди., liа-нри.мер, нри. номощи. дедени.я: ха-ра-ктери.Gти. '--!е<.;ко1 ·о 

MliOL 'O'-iдelia- lia- х - 1 
1
, в 1_;тодби.к '"; 

л3 -12л~ + 21л -10 
3 l л - л 

- llЛi + 21Л 
- llЛi + llЛ 

lОЛ -10 
lОЛ -10 

о 

откуда- liа-ходим о<.;та-вши.е1_;я. два- корюr Л~ = 11 Л3 = 10. Та-ким 
обра-Зом, и.меют<.;я. два- <.;об <.;твеliliЫХ 31ia-'-ieliи.л; 1 кpa-тliOt;'l'И. 2 и. 
10 Kpa-TliOt;TИ 1. 

2- 3. На-йдем ддя. <.;06Gтвенно1 'О 3На-'iения. Л1,~ = 1 кра-тно<.;ти 

2 два- линейно 1iе3а-ви.1_;имых 1_;об1_;твенных вектора-. Ддл этого 

liY ЖliO шtйти фy·н,daмfnrria11,t>нyw cuc:rnfмy pf'Шfn'Uй од!iородной 



210 7. 01--'TOl'OHAJlbHЪll!J МАТРИЦЫ И 0111:!JРАТОРЫ 

t;и.t.:темы ди..1:iеЙ.1:iых а..JН'ебµаи.'-Шt;ки.х уµав.1:iеliи.Й (А- Е)х = О , т.е. 

t;и.t;темы 

х1 + 2xi - 2хз = О , 

2х1 + 4J:2 - 4хз = 01 

-2х1 - 4xi + 4хз = О. 
Ранг матµи.цы этой t;и.t;темы µавен еди.liи.це (вt;е t;тµоки ма­

тµи.цы (.;И.t;темы lll)OllOl)ЦИ.()J:ia,Jlb.1:iЫ) ' ноэтому MOЖli() отбµоt;И.'l'Ь 

втоµое и. тµетье урав.1:iе.1:iю1, оt,;·1,ави.в неµвое 

Н ка'--tе t;тве liезави.t;и.мых неµеме.1:iliЫХ выби.µаем xi, Х3. Фyliдa­
мeliTa..JlЬliYIO (.;И.t;Тему µешеliи.Й (.;0(.;Тавдя.ют xi = 11 Х3 = 0 7 Х1 = - 2 
и xi = О, хз = 1, х1 = 2, т.~. в~ктоµы 

Найд~.1:iliые t;Oбt;твetiliыe векторы, t;Ooтв~·1't;'l'B у ющи.е t;Об­

t;тв~.1:i.1:iОму 3lia'--i~liи.ю л1 ,2 = 1, ди..1:i~Й.1:iо .1:i~зави.t;и.мы, liO opтo1 '0-

lia..JlЬliЫMИ. J:ie ЛВдЛЮ'lТЛ. llоt;тµои.м 110 liИ.M дру l'YIO, O.()TOliO.()­

ми.poвaliliYIO наµу t;Oбt;твe.l:iliЫX вектоµов е1, е:г нµи. номощи. 

метода орто1 'Оtlс\..J1и.зации. 1 "рама - Шми.дта: 
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Дюr L:OбL:твE:ШliOl'O ЗШ:t'iеliил Л3 = lU L:иL:темсt диliеЙliых а.1п'е­

брсtи 'iеL:ких ура.вш:ший имеет вид (А - lUE)x = U, иди 

Н Kct'ieL:твe ее фу liдctмeliтa.11ьlioЙ L:иL:темы решеliи.Й можliо взя.ть 

оµ,ш) lieliyлeвoe решение, нсtнример вектор Ь3 = (1 2 -2)г . 
Нормируя этот вектор1 нолу'iа.ем 

Нсtйдеииые векторы е1 , e i 1 е3 обра.Зуют ортоиормировсtи­

иый ба.ЗиL: из L:ОбL:твеииых векторов. 

4. СоL:та.вим из иа.Йдеииых векторов e i ма.три.цу 

(
-о 

И = 3~ i 
котора.л и. лВJ1летс;л и.с;комои . 

2 
4 

5 
\/'5) 2\/'5 1 

- 2\/'5 

Убедитьс;л в том1 'iTO ма.трица. И онреде.,шиа. нра.вильио, 

MOЖJ:iO нри llОМОЩИ llOДL:Ta.J:iOBKИ мсtтрицы U И. Зa.Дa.J:iJ:iOЙ мсtтри­

цы А в t,;.1rедующее тождес;тво: 

u 
1 
u 

~)-
lU 

Замечание 7.4. Н t,;.11y'icte п = 3 нри Л1 = Л~ -1, Л.3 L:обс;твеи­
иые векторы у добиее с; то'iки зреии.я. экоиомии вы 'iИl:деии.Й 

на.ходить в t,;.11едующем порл.цке. Clia.'ia.Jia. длл L:обL:твеииого Зliа.­

'iеиил крсtтиоL:ти 1 ( Л.3 = lU в ра.l:L:мотреииом нримере) иа.Йти 
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t.:Обl:тве1111ый вектор и 11ормировать е1'О. Обоз11а'iим 110ду'iеli-

11ый вектор, 11а~1ример, е3 • Затем ддл l:Oбt;твcШliOl'O з11а'iе11ил 

крат11оt;ти 2 (л1 ,~ = 1 в раl:l:мотре1111ом нримере) liаЙти одиli 

t;Oбl:твeliliЫЙ вектор и !iОрмировать е1 'О . lloдy 'iИМ вектор е1 . 

Некторы е1 и е3 будут орто1'ош1.11ь1iыми l:Ocдal:liO теореме б.4. 
Недоt.:тающий третий вектор opтoliopмиpoвaliliOl 'O базиt;а мо­

жет быть liaЙдeli нри номощи векторliОl'О нроизведеliия.: ei = 
= е 1 х е3 . 

Oниt.:aliliыЙ нрием нозводлет избежать нроцеt.:t.:а ортогоliа­

дизации. To'iliO так же можliо lie нримеliя.ть нроцеt;t; орто1 'Оliа­

дизации нри ·п = 2, так как, 31iё:LЯ. одиli вектор е1 opтo11opмиpo­

вaliliOl'O базиl:а, мы можем 110ду'iить второй новоротом 11ерво1'0 

на 90:.> . ДJiл этого доl:тат'о'iно поменлть две коордиш::1..ты векто­
ра е1 меt;тами, а у нервой из liИX к тому же измеliить Зliак. llpи 

·п > 3 нриемов, atla.1101 'И 'iliЫX oниl:aliliым, lieт. 

Вопросы и 3адачи 

7.1. Онишите мliожеt;тво вt;ех opтo1'0lia./lЬliЫX матриц вто­

рОl'О норлдка. 

7.2. llодьзулt;ь резудьтатами зада'iи 7.1, докажите, 'iT0 дю­
бой орто1 'О1iа.11ь11ый онератор в евкдидовом 11pot.:тpa1il:'1·вe Vi 
я.вдя.етt.:л дибо наворотом вектора lia liекоторый у1·од, дибо l:ИМ­
метрией OTliOt;ИTMЬliO tlекоторой нрлмой, дибо 11роизв1:ще1iием 

таких онераторов. 

7.3. Докажите, Lrтo нроизведеliие opтo1·olia.11ьliыx онерато­
ров лвдлетt;л орто1 'Оliа.11ьliым ош:~ратором. Мож110 ди утвер­

ждать, 'iто; а) t.:умма opтo1'0lia.11ьliыx онераторов еt.:ть орто1'О-

1iа.11ьliыЙ оаератор'( б) нроизведеliие орто1'О1iа.11ь1101'О оаератора 

на 'iИt.:JIO еl:ТЬ ортогонаJIЫiЬIЙ оператор'( 

7.4. Докажите, 'iTO диliеЙliыЙ онератор А в евкдидовом 
проt.:траlit.:тве тогда и TOJIЬKO тогда ЛВJIЛетt.:я: орТОl'ОНа./lЬНЫМ, 

коl'да А"' А= I. 
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7.5. Дока..жите1 'iTO (;L:Jl.1:1 'Н - инва..риа..нтное 110.LJ,llpOL:Tpa..H­
L:TBO ДJПl OpTOl'OI01JlЫi01'0 онера..тора.. А7 то И н.1. - тоже .1:1НВс\,­
р.1:1а,lП'НОе 11O.LJ,llpOL:Tpa,HL:TBO ЭТОl 'О OlШpa,TOpct. 

7. 6. ДОКс\,ЖИТ(;7 'iTO L:ОбL:твенным.1:1 3liа,'iения.ми opтOl 'OHc\,JlЬ­
liOl '0 онера,тОра, MOl'Y'l' быть дишь 'iИL:да, 1 и - 1. 

7. 7. llриведите 11р.1:1мер ортогоншrьного онерсtтора,1 не .1:1ме­
юще1 'о L:ОбL:твенных 1Jекторо1J. Кс1кой может быть ра,3мерноL:ть 

евкдидо13сt нpOL:'l'pa,HL:TBa,1 13 котором еL:ть тсtкие онерсtторы'! 

7.8. ДОКс\,Ж.l:1Те7 '-!ТО дюбой ортОl'ОНШlЬНЫЙ 011ерс1тор в нpo­

L:Tpa,HL:'l'Be V::$ имеет L:ОбL:твенный вектор. ИL:нодьзуя. резудь·1'а,­

ты 3с\,Дс\,'i 7.2 .1:1 7.5, онишите множеL:ТВО OpTOl'Olic\,JlbliЫX онера,­
тор013 в VJ. 

7.9. Доксtжите1 'iTO дюбому неремещению твер.цо1'0 тедсt 
V 

вокру 1' ненодвижнои то'tк.1:1 из одно~ 'о 110Jюжен.1:1J1 в дру 1-ое L:о-
ответс;твует ортоl'онш1ьный 011ерс1тор в нрос;тра,нL:тве VJ .1:1 'iTO 
эти 110Jюжен.1:1л L:ВЯ.3а,НЫ между L:обой вра,щением теJ1а, вокру1' не-

110.цвижной oL:.1:1. Эта, оL:ь нроходит 'iерез ненодвижную то'iку .1:1 

lla,pШlJleJlЬHc\, L:ОбL:твенному вектору уксt3с\,ННО1'O OpTOl'OHc\,JlЬHOl'O 

онерсtторсt. 

7 .10. Приведите нример 011ерс1торс1, одно1Jременно лвдлюще-

1 'ОL:л: .1:1 (.;с\,МОL:O11рЛ:ЖеННЫМ7 .1:1 OpTOl 'OliШlЬliЫM. 

7 .11. llриведите к ДИа,l 'Онш1ьному виду орто1-онш1ьным 11ре­
обра,3ова,нием L:Jrе.цующие L:имметри'iеL:кие Ма,трицы: 

а,) ( ~ 
2 

2 
1 
2 

2) 2 7 

1 
б) ( ~ 

v'2 

1 
5 

v'2 
v'2) v'2 . 

{j 



8. КВАДРАТИЧНЫЕ ФОРМЫ 

8.1. Определение квадратичной формы 

Определение 8.1. О дноµодный мRoro'i.lreн втоµой степени 
от п 11eµeмeliliЫX. с дейст1:н1тедьliыми. ко:эффи.ци.еliта.ми. 

п 

Lиiixf + 2 L UijXi Xj 1 (8.1) 
i -1 l~J<j(n 

liа.3Ыl:$а.Ют квадраrпич,,,.,,ой формой. 

Ддл. lia.C Кl:$а.Дl-)а.ТИ. 'iliM фоµма. нµедС'l'а,1:$JlЯ.ет И.liTel-)ljC Ка.К 

С110СО6 3а.Да.liИ.Л li!jKOTOl-)OЙ фу liКЦИ.И. B(jKTOl-)liOl 'O a.l-)l 'YМ(jliTa.1 
oнµ!jД!jJI(jliliOЙ в п-мr::рпuм ,11/unr::йnuм npucrnpancnизr:; .С. Еt;ди. в 

:этом нµocтµc:ttlCTtl(j 1>ыбµс:tть tlекотоµый ба;л1,с, то к1>сtдµс1.,ти.L1J:iую 

фоµму (8.1) MOЖliO Tl-)ё:tK'l'Ol:$a.TЬ Ка.К фу1iКЦИ.Ю7 3lia,'-1{jliИ.(j котоµой 
oнµ!jД!jJШJ:iO '-1el-){j3 r.:uupd'Unarnы х 1 7 • •• 7 х п rз r:;r,;rnupa ;:с . Эту 

фу J:iКЦИ.Ю '-ia,(.;TO отождеС'l'!:$JПlЮТ С КВа,Дl-)а-ТИ. '-1!:iОЙ фоµмой. 

К1>а.дµа-ти. 'iliY ю фоµму ( 8. l) можtlо за,11и.са-ть 1> ма-тµи. 'itlOM 
1:$ и. д (j ; 

г 

х Ах 
' 

(8.2) 

1'де х = (х1 ... Хп) г - t;толбец, COt;Ta,1>дeliliЫЙ и.з нeµeмetlliыx.; 
А = ( Ui j) - си.мметµи. 'iескс:tл ма.тµи.цс:t норл.дкс:t п, tla.3ЫJ:$ё:t{jMM 

матрицей квадраmU'Ч,'Н,ОU формы (8.1) . 

Pa-tll' ма.тµи.цы А Ktla-Дl-)a-TИ.'-1!:iOЙ фоµмы tla.3Ыtla-ют раН,'гОМ 
квадра"t,U'Ч,'Н,ОU формы. Если ма-тµи.ца- А и.меет ма-кси.ма,J1ь­

tlЫЙ l-)cttll' 1 µсt1>!:iыЙ ч:и.сду 11eµeмetltlыx. п, то Kl:$ctдµc:tти'itlYIO фоµ­

му 1iа.3Ь11>а-ют ,,.,,евырожде,,.,,,,.,,ой, а- et;J1и. Rg А < 'n , то ее 1iа.3Ыtlа-­

ют вырождеn,,.,,ой. 
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Пример 8.1. Ква.дра.ти. 'ilia.JI фuрма. uт трех неременных 
xf + 4х1х3 и.меет ма.три.цу 

(~ О 2) 
о о . 
о о 

Та.к ксLк Rg А = 2 < 3, то этсL квсLдри.ти.'iliсLЛ формсL 11вдле·1тл 

вырождеliliОЙ. 13 мсLтри.'iliОЙ зсLни.L:и. квcLдpcLти.Lilia.JI формсL и.меет 
ви.д 

8.2. Преобразование квадратит.~ных форм 

ПуL:ть ДcLHU. Kf>aдparnu,чrta,я, фирма хт Ах1 где х = (х1 ... ,хп) т_ 
13 п-мерnим л.:иnейnим npuc:mpunc:mf>e .С L: фи.кL:и.ровсLliliЫМ би;з·и-

• . '!' 
с:им Ь OlicL онредедлет фуliкци.ю f (x) =х1,Ах1, 1 3U.Дc\.liliYIO 'iерез 

r.:uupd'Unarnы х1, векrпира х в бсLзи.L:е Ь. Нс\.Йдем нредL:тсLВJШliи.е 

этой же фуliкци.и. в liекотором друt'ОМ бёLЗи.L:е е . llyL:ть И -
мarnp'Uчa перехиди от Ь к е. Tot'ДcL коорди.liа.ты х1, вектора. х 

в (;Та.ром бёLЗи.L:е ь и. коорди.liа.ТЫ Xr:, TOl'O же вектора. в liOBOM 
ба.зи.L:е е будут L:влза.liы L:ooтlioшeliи.eм 

(~.3) 

Фу liкцю1 / ( х) в liUвoм бёLЗи.L:е будет вырсLжа.тьL:л 'iерез liовьш 

коорди.liсLты вектора. х L:дедующи.м обрёLЗом; 

Ита.к7 фу liкци.л / в liОвом бёLЗи.L:е тсLкже за.ни.L:ыва.етL:л нри. 

но мощи. квсL.цра.ти.'iliОЙ формы1 нри. 'iем ма.три.цсL А' этой квсLдра.-
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ТИ'iНОЙ формы l:BЛ3ёblia, l: Ма..трицей А Иl:ХОДliОЙ КВа..Дра..ти 'iliOЙ 

формы t.:оот11оше11ием 

А'= U 1
AU. (8.4) 

llpeoбpcL3oвctliШ~ мсtтрицы квсtдрсtти 'iliOЙ формы вызывсtетt.:л зсt­

ме110Й 11ереме1111ых (нереходом от 11ереме1111ых Xf) к 11ереме1111ым 

х~) в t.:оответt.:твии t.: формудоЙ (8.3). 

Замечание 8.1. За..ме11у 11ереме1111ых видсt (8.3) t.: 11роиз­
водь11ой ма..трицей И 1iа3Ыва..ют .д,'U'НteU'НtOU. Измеliе11ие ба3иt.:а.. в 

V V V 

ди1шином нроt.:трсt!it.:тве нриводит к ди11еинои за..ме11е 11еремен-

11ых (8.3) t.: 11евырожден11ой мсtтрицей И. 

Пример 8.2. Квсtдрсtти 'iliYIO форму 

Этсt зсLменсt 11ереме11ных в мсtтрИ'iliОЙ зсtниt.:и имеет вид 

:1.,· = U у, 1 'Де 

Со1'да..t.:но (8.4) имеем 

о 
1 ~) (-: А'= U 1

AU = 2 
2 2 1 

1 
2 
1 

~) . 
2 

- 4 -~) и 5 
- 3 2 1 

1 

~) = 2 
1 2 

и 
u ~) , 3 
u -1 
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и. квадрати. 'iная. форма нри.ни.мает ви.д 

т .е. вt.:е коэффи.ци.енты нри. нонарных. нрои.зведени.я.х. 1шремен­

ных. обнудя.ютt.:я. и. 0(.;ТаЮТ(.;Я. t.:J1а1'аемые (.; квадратами. неремен­
ных.. 

8.3. Квадратичные формы 
канонического вида 

Определение 8.2. Kf>adpam'Uч/н,yю фирму 

, v х·2 + + , v 'Х 2 1.-<,l l · · · 1.-<,п rP i = 1 п 
' 1 

V 

(~.5) 

не и.меющую нLшарных нрои.зведении неременных.1 называют 

квадратпич,пой фор.мой капоn'шч,ескоzо вида. llepeмeнtlыe 

х1, . . . 1 Хп, в которых квадрати.LitlаЛ форма имеет канони'iеt.:кий 

ви.д, на..3ывают капопи·ч,ески.ми nере.меппы.ми. 

Оди.tl и.з методов нреобразоваtlюI (и.ди. 1 как 1·овор>п· 1 нри.ве­
деtlи.я.) квадрати. 'itlOЙ формы к кatlotlи. 'iеt.:кому ви.ду ну тем заме­

tlЫ неременtlых t.:оt.:тои.т в ноt.:дедоватедьtlом выдедеtlи.и. нодtlых. 

квадратов. Такой метод на,3ывают .метподо.м Л аzрапжа. 

llрои.ддЮ(.;Три.руем этот метод tlc:L нро(.;том нри.мере. 

Пример 8.3. t>аt.:t.:мотри.м квадрати. 'iliYIO форму xf - 4х1х2 
от двух неременtlых. Ддл нреобра..3оваtlи.л ее к кatlOtlи. 'iеt.:кому 

ви.ду ВЫДе.lIИ.М llOJIHЫЙ квадрат 110 Х1. Ддя. ЭТО! 'О t.:оберем вt.:е 

l;J1а1·аемьш1 t.:одержащи.е х17 и. донодни.м до 11одно1'О квадрата; 

х·2 4х· х· - х·2 4х· х· + 4х·2 4х·2 - (х 2х· ) 2 4х·2 l - l 2 - l - l 2 2 - 2 - l - 2 - 2· 

tlведл: tlОвьш нepeмetltlыe z1 = х1 - 2х2, z2 = 2х2 , ноду'iи.м ква­

драти. 'iliY ю форму канони. 'ie t.:кo1 'О ви.да; zf - zj. # 
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Ка.к нримеliлть метод Jla1'pa.1iжa в общем с.;ду'iа.е'! i->а.с.;с.;мо­

три.м ква.дра.ти.<tliую форму от п 1шреме1i1iЫХ обще1'О ви.да. (8.1). 
Ес.;ди ан f=. 01 с.;оберем вс.;е Qlага.емые формы, с.;одержащи:е пepe­

мeliliOe х1, и. донодliи.м и.х с.;да.l 'а.емыми. так, ч.тобы 1юду'-iи.дс.;л 

нодliЫИ ква.дра.т. Н ре3удьта.те нодуч.и.м; 

п 

f ( x) = L Uii X f + 2 Е a i jXi Xj = 
i -1 

п п 

= анхf + 2 Е a1jX1Xj + L a ii x f + 2 Е Uij Xi X j = 
j-'2 i - 2 2~J <j ~п 

п 

= ан (х1 + сх12х2 + ... + сх1пхп)2 - ан L cxfjxj -

j-2 

п 

- 2ан Е cx1i CX1j X i Xj + L Uii x f + 2 Е a i jXi Xj = 
2(i<j (п i -'2 2(i<j (п 

1-,це и~ = ин I CX1j = u1j /ин I j = l I п1 а f 1 - квадра.ти. 'ilia.Л форма1 
lie с.;одержа.ща.л нepeмeliliOL'O х1. 

С квадра.ти. '-11:iОЙ формой f 1 можl:iо нос.;туни.ть аш1Jю1 'И. '11:iЫМ 

обра.3ом, выдедяя нодliыЙ кв<1драт 110 нepeмeliliOЙ х2 . llродод­

жм нроцес.;с.; 1 мы нреобр<13уем квадр<1ти.L11:iую форму f (х) к ви.ду 

1 ·де коэффи.ци.еliТЫ и'- ЛВJlЛЮТ(.;Л lieliyJШBЫMИ. <1 сх · · = 1 1· = Гг . J 7 JJ 7 7 ' 
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Ны11uшн1м J/.,'U'Нtей'Нtую ;замену переме'Нt'НtЫХ 

' Х1 = СХ11Х1 + ... + U'tnXn 7 

' Xi = CX22X:t + ... + СХ:tпХщ 

' Х1• = сх,.,.х,. + ... + СХ,-пХп, 
' X,-+l = Хг+1 7 

х' - х п - n1 

онµеделю:~мую веµхней тµеу1·ольной матµи.цей И. Uтм~ти.м1 ч.то 
диш·uш::1.11ьные элементы матµи.цы И µавны едини.це1 ноэтому 
эта матµи.ца невыµuждена. Н µ~зудьтате зам~ны неµ~м~нных 

мы нµи.д~м к КВа.Дl)а.ТИ'--lНОЙ фоµм~ 

!'( ') ' ( '):l ' ( '):l Х = Ul ;.i·l + ... + U,- Хг 1 

V V 

имеющеи канони'--lеlжи.и ви.д. 

ИздuжеliнсJЛ (;Х~мсt не нµи.менимсt, е(.;.11и. lict ксtкuм-либu ее этсt­
не в КВа.Дl)ё\.ТИ'--lНОЙ фоµме нет (;OOТВ~Т(;ТВ ующ~L 'O н~µeм~liliOL 'О 

во втоµой (;'1•енеliи.. Нанµи.меµ, может (.;JIУ'--lи.тия.1 '-!ТО ин = О. 

То1·да мы вме(;ТО нeµeмeliliOL'O х1 можем О(;l'а.новить (;ВОЙ вы­

бuµ lia. дµугuм, квадµат кuтuµuгu нµи.(;уТ(;твует в квадµсtти. ·н1uй 
фоµме. Но может быть тсtк, '-!ТО в квсtдµсtти. '--lliOЙ фоµме нет 

ни. uднu1·u квсtдµатсt (нанµи.меµ, / (х1 , xi) = x1xi). Tut'Дa. не­
l>~д выд~деии.~м квадµсtта (;Jiеду~т выrruлиить пµuмежутu'iиую 

зctмeliy 1шµ~менных. Ддя. этu1 ·u выби.µаем дюбuе (;Jlёtl 'aeмu~ ква­
дрсtти. '-!НОЙ фоµмы. Пу(;ТЬ ДJ!Л онµедедеНliОL:ТИ а12 i: о, Та,К '-!ТО 
нµи.<,;ут<,;твует <,;дё\.L'сtемое 2u12x1xi, llocдe зсtмены неµ~меliных 

х1 =х~ +х~, xi =х~ -х~, Х;> =х~ 1 ••• 1 Хп =x~i ноду'--lи.м квсtдµа­
ти. '--lную фuµму 1 у котоµой 11µш;утствуе1· квадµсtт неµеменюJL'О 

х~, так как x1:i:i = (х~ + х~)(х~ - х~) = (x~}2 -(:c~)i. 
Uтм~тим, '--lT'U Ксtliuиич:е(;ки.Й вид, к кuтuµuму пµи.вuдит­

t.:л дctlilictл квсtдµатич.liал фоµма, O11µедею1етсл нeoдliO3lia.'--lHO. 
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Так1 в нри.мере 8.3 110t.:ле донодliи.тедыiОЙ замеliы нepeмeliliЫX 

·ш1 = zi/2, ·ш'2 = z'2/2 ноду'iи.м еще oдliY к.вu.драти.'iliую форму 

Kcl.,liOliИ. 'iet.:KOl 'O .ви.да 4-wf - 4-шi. 

8.4. Ортогональные преобразования 
квадратичных форм 

Как мы уt.:таliо.ви.ди. ( t.:м. 8.2) 1 митр·и·ци А 'Кf>иdрит.:ич.,н,ий 

фирмы нри. 1шреходе к liО.вому бuз'Uсу и.змешrетt.:л 110 форму де 
r 

А' = И АИ 1 где И - митnр'U'ЦU nepexudu. Et.:Jrи раt.:t.:матри-
.ваетt.:л ef>к.ri-udиf>u npucmpuнcmf>u, а t.:тарый и. liо.вый баз'Uсы 

.выбро..liы upmu'Нtupм·upuf>a'Нt'НtЫM'U, то мu.трица нерехода И л.вдл­

етt.:я: uprnuг-uнuд1>нuu и. мы и.меем дедо t.: орто-гоиа.льным пре­

образованием квадрати-чиой формы, т .е. нреобра.Зо.ваliи.ем 

А' = И r А И 1 в котором матри.ца И орто~ ·ою:t.11ыiа. 

Теорема 8.1. llpи. opтo1'0IO:t.1IЬliOM нреобра.Зоваliи.и. к.вадра­
ти. 'iliOЙ формы хирактер'Uсm.:и·ческuе ураf>нен·ие ее митр·и·цы lie 

измеtlлется:. 

• llyt.:ть А - матри.ца 3i::\.Дa.liliOЙ к.вадрати. '-iliOЙ формы. llpи. op­
тo1 ·olii;\..!Iьlioм нреобра.Зовё\.liи.и. этё\. Мi:tтри.ца и.змеliнетt.:н 110 фор­

муJш А' = И rAU 7 L'Де И - opтo1'olii;\..IIЬlii::\.Л Mi:tтpицi:t. Co1'дi::\.L:liO 
L:ВОЙl:ТВ у 7. 21 Op'l'OL 'Olii;\..ilЬliaJJ. Мi:tТрИ.Цё\. и и.меет oбpi:tTliY ю 1 нри.­
'iеМ u - 1 = u 1

' . llоэтому А' = U1A.U = u - 1Au 1 И мы ВИ.ДИ.М7 'iTO 

матри.цы А' и А нодобliы. Co1'Jii:tt.:liO теореме 5.2, харi:tктери.t.:ти­

'iеt.:ки.е ypi:t.вlieliи.я: нодобliых матри.ц t.:ош1адё\.ют . • 
Теорема 8.2. Любую кrзаdраm'U·чную фирму uрmuё,uн,а.11,1>­

·1-1,ым преuбризиf>аn'Uем можtlо нри.веt.:ти. к каnu'Нt·и·чес·кuму f>'udy. 

• Матрица А Дi:tliliOЙ квi:tдрати'iliОЙ формы я.вдле1·t.:л t.:имме­

тµи. 'iеt.:кой. Но дюбi:tя. t.:и.мметµи. 'iet.:кi:tя. мё\.тµи.цi:t, t.:Ol 'дi::\.L:liO t.:JШД­

t.:тви.ю о.41 нодобliа ДИ.i:tI'Olii;\..IIЬliOЙ, т.е. t.:ущеt.:твует Тё\.Кё\.Л liе­

вырождеliШ:tл матри.ца Р, '-!ТО матри.цi:t А'= p-l АР я.вдлетt.:л 
диaгOlii;\..IIЬlioЙ. Hi:tм 11адо лишь убеди.тьt.:л, '-iT'O в ка'-iеt.:тве Р 

можliО выбрс1.,ть opтOI'Olii;\..IIЬliYIO мс1.,трицу. То1'дсi А' = Р1А.Р 
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И. ДЮ;1,l'ОШ::t.11ЬШ::\Л мс1.,три.цс1., А' лвдлетс;л МёLтри.цей КВёLДрёL'l'И. '--НlОЙ 

формы, llОду'-iенной И.3 и.сходной нри. номощи. ОрТОl'ОНо.,J!ЬНОГО 

11реобро.,3овс1.,ни.л. Ди.а.1 'она.11ьный ви.д А' рёLвнознёL'-iен кс1.,нони. '-iе­

tжому виду квс1.,дрс1.,тич:ной формы. Ч.тобы вылс;нить хс1.,рс1.,ктер 

мс1.,три.цы Р, нужно вс;номни.ть теорему б.5, и.з которой и. было 

выведено упомлнутое следстви.е б.4. 

f:->;J,ссмотри.м нрои.зводьное п-мерние евкди.дово npucrnpu'/-1.,­

crnr;u Е (п - коли"шство переменных в квi:Lдрс1.,тич:ной форме) 

и. 1шкоторый ортонорми.ровс1.,нный бо.,3и.с; Ь в этом нрос;трсLнстве. 

МсLтри.цсL А }lВШ1етсн: мu·rnp'U'llrf~U некоторо1 'О симисипр,}(,Же'Нt'НtИё-И 

иперитири А в бо.,3и.се Ь. Со1'дсLсно теореме б.б 1 сущес;твует тсL­
кой ортонорми.ровс1.,нный бо.,3и.с; е, '-iTO мс1.,три.цсL А' 011ерс1,торс1., А 
в этом бо.,3и.с;е лвдлетсл ди.сL1'она.11ьной. Со1'дсLсно формуде 11ре­

обро.,3овсLни.л мсLтри.цы ди.нейно1 'О 01шрс1.,торсL, и.меем А' = p- l АР 
(см. теорему 4.б), 1'де Р - мсLтри.цсL нереходi:L и.з бо.,3и.с;сL Ь в бо.,3и.с; 

е. Тс1,к кс1.,к обсL бо.,3и.с;сL ортонорми.ровсLнньш, мсLтри.цсL Р .лвдлетс;л 

OpTOl'Olic\.llЬHOЙ. • 

Teopeмi:L дoкo.,3i:J..нi:L, но нодход , которыи мы и.с11одьзова.11и. 

В ДОКо.,3ёLТе.11ЬС'l'Ве, 1Ю3ВОJIЛет сдедёLТЬ И. дру1·и.е выводы, О ко­

торых в формуди.ровке теоремы ре'-iь не и.дет. Но-нервых, 

ДИ.ёLl 'ОНШlЬНЫМИ. ЭдеменТёLМИ. МёLтри.цы А' КВёLДf->ёLТИ. '-iНОЙ формы 
V 

КёLНОНИ. 'ieCKOl'O ВИ.Дi:J..7 llOJIY'ii:LIOЩeиc;я. в резудЬТi:J..Те Of->TOl'Olic\.llЬH0-
1'0 11реобро.,3овсLни.я., лвдлютс;я. сибстr;енные З'НtUЧе'Нt'U,}(, мump'U'l.frЫ 

А квсLд,рсLти. '-iНОЙ формы. Из это1'О следует, 'iTO мы можем 
3ёL11И.(;ёLТЬ мс1,три.цу А' КёLНОНИ. '-ie(;KOl'O ВИ.ДёL, не НёLХОДЛ с;оответ­

с;тв у ющего ортогоншrьного преобро.,3овсLния. 

Но-вторых, нсLходя. орто1·она.11ьное 11реобро.,3овс1,ни.е , нри.водя.­

щее квс1,дрсLти. '-iHY ю форму к кс1.,нони. '-iескому ви.ду, мы фс1,кти. 'iе­
с;ки. и.щем бо.,3и.с; и.з сибст,ве'Нt'НtЫХ вектирив с;оответс;твующе1·0 

симисипрлже'Нt'НtИё-И unepuuwpa. Действитедьно, ееди КВёLДрс\,­

ти.'-iнёLл формёL и. с;с1,мос;о11рлженный 01шрс1,тор и.меди. в и.с;ходном 

ортонорми.ровс1,нном бо.,3и.с;е оди.нсLКОJ:$у ю мс1,три.цу , то и. в HOJ:$OM 
ортонорми.ровс1.,нном ба,3и.с;е и.х мсLтри.цы будут с;овш1дс1.,ть. 
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Мы 11ред1юда.Гi.:М~М, '-!ТО КВа.Дра.ТИ'iНМ форма. нреД(.;Та.ВЮiет 

(.;Обой 3а.11И.(.;Ь функции, 3а.Да.ННОЙ В евкди.довом 11рO(.;Тра.н<.;тве1 

'iepe3 киирсJ'U,нrыпы векrпира в некотором ортонорми.рова.нном 
ба.3и.(.;е. На. (.;а.мом де,,ш та.км и.нтернрета.ци.л но<.;и.т 'iи.<.;то в<.;110-

u u 

мо1·а:гедьныи ха.ра.ктер, 11омо1·а.ющи.и <.;мо·1·реть на. нроце(.;<.; <.; 
u 

геометр и. '-lе(.;кои то'-lки. 3ренил, но она. никак не И(.;1IОдь3ует(.;Л 

В (.;а.МОМ ШН 'Ори.тме 11O(.;'l'роени.л ор l'Ol 'OHa.llЬHOl 'O нреобраЗОВа.­

нил. До(.;Та.ТО'-IНО ди.шь 3а11и.(.;ать матрицу квадрати. '-!НОЙ формы 
u 

и. нри.мени.ть к этои ма.три.це нроцедуру нри.ведени..я. к ди.а.1·0-

ю:1..11ьному виду ( (.;М . 7. 4) . 
llрои.ддЮ(.;три.руем на. нри.мера.х нроцедуру нра.кти. 'iе<.;ко1 ·о 

вы 'iИ.(.;JШни..я. орто~ ·онш1ьно1 ·о нреобраЗовани.л, 11ри.водлще1 'О ква.­

дра.ти. 'iную форму к ка.но ни. '!е<.;кому виду . 

Пример 8.4. Ква.дра.ти.'-lную форму / (х,у) = xf - 4х1х2 от 
двух перемеааых мы при.водиди. к ка.нони"!е<.;кому виду методом 

Ла.гра.нжа. ((.;м. нри.мер ~.3). 'l'енерь 11011робуем нриве(.;ТИ. ее к 

Ка.НОНИ. '!е(.;КОМУ виду ортОL'ОНШ!ЬНЫМ 11реобра.30Ва.ни.ем. 

Ма.три.ца на.шей ква.дра.ти. Lп1ой формы имеет вид 

( 
1 -2) А = - 2 U . 

На.йдем харакrпер'UС:rп·и·ч,ес:кие уравnе'Н:ие этой маrnр'U'ЦЫ: 

1 - ,\ 
- 2 

- 2 2 U _ ,\ = (1 - л)( -л) - 4 = л - л - 4 = U. 

Ны 'iИ.(.;дЮ~м корни. ха.рактери<.;1'и'iе(.;КОl'О ура.внени..я., они. же <.;Об­

(.;'l'венные 3наL1ени.я: ма.три.цы А: 

л · =l±JTT 
l ,2 2 · 

'l'енерь можем 3а.11и.<.;а.ть ка.нони. '!е(.;ки.Й ви.д на.шей ква.дра.ти. '!НОЙ 

формы; 

1+ ✓ТТ 2 1-JTT 2 
2 У1 + 2 У2· 



8 4 о 22'1 . . р1·игиналъны~ 11р~uбразиис:1,ни,I киаАрати--шых фирм <> 

Пример 8.5. Нс:tйдем кс:tнони'iеlжий вид квс:t,цра.ти 'iНОЙ 

формы 

f'(x1,x'2) = 5xf + ~х1х'2 + 5х~, 
к которому онс:t нриводится: орто1·онс:tJ1ыiым нреобрс:t3овс:tнием, 

И у ка.ж.ем одно И3 Та.КИХ Op1'01 '0Hc:tJlЬHЫX нреобрс:t30Ва.НИЙ. 

Ква.дрi:tТИ'iЮ:\Л формi:t имее·1· Мi:tтрицу 

5-л 

4 

А=(~:) 

Соб<.;твенными 3Ri:t'-lенилми мi:tтрицы квi:tдрi:tТИ'lНОЙ формы 

лВJrлют<.;я л1 = 1, Л'2, = 9, т.е. квi:tдpi:tTИ'iHi:tЛ форма. нриводит<.;я 

opTOl'OHcl..llЬHЫM 11реобрс:t30ВёJ.,J:iИем К Ki:ttlOHИ '--!~(.;КОМУ виду 

'2, '2, 
f' (y1,Y'l.) = У1 + 9у'2. 

Ддл 110<.;троенил opтo1·oнc:tJ1ыiOl'O нр~обрс:t3Овi:tнил нс:tйдем сиб-
V V 

сrпв енные в екrпиры митр·и·цы рi:t<.;<.;мi:tтривi:t~мои квi:tдрi:tти 'iнои 

формы. Из однородной <.;и.<.;темы ди.нейных c:tJH ·ебрi:tи. '"Ш<.;ки.х 

ypi:tBH~flИ.Й (А - лЕ)х = О нри. л = 1 Нi:tХОДИМ <.;Об<.;твенный в~к-
т г 

тор е1 = (1 - 1) . То1'дёL в~ктор е'2 = (1 1) , орто1·онс1..11ьный 
вектору е1, будет <.;об<.;твенным вектором <.; <.;оответ<.;твующим 

<.;об<.;твенным 3Нi:t"I~нием Л'2, = 9 ( <.;м. 7 .4). llронормировi:tв эти 

векторы, <.;О<.;тс:tвдлем и.з <.;тодбцов их координс:tт митр·и·цу ирти­

ё-ини1t1>ниё-и преибризивuн'Uл 

p-_l_( 1 1) 
- у2 -1 1 ' 

которой <.;оответ<.;твует л/uнейнил замени переменных х = Ру. # 
Единообрс:t3ное новедение <.;i:tмо<.;онря.ж.енных ош:~рi:tторов и 

квi:tдрi:tти. 'iных форм нри 3i:tмене ортонорми.ровi:tнно1 ·о бc:t3и<.;i:t 

объл<.;нлет(;л (;дедующей <.;влзью. 
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Теорема 8.3. Пуt.:ть А: Е • Е - t.:ёiМОt.:011рлже.1:НiЫЙ оне­

ратор, дейt.:твующий в евкдидовом нроt.:тра.1:it.:тве Е. Фу .1:iК­

ция: f' ( х) = (Ах, х), O11ред(;.11е.1:iЮLя: .l:iёi евкJ1идовом нроt.:трёi.1:it.:тве, 

лВJ1я:етt.:я: квадрr1ти 'i.l:iOЙ формой. Нr1оборот, ддя: дюбой квr1дрr1-

ти'iной формы f' (x) .l:iёi евкдидовом 11pot.:тpr1.1:it.:твe Е t.:ущеt.:твует 

такой t.:амоt.:опря:же.1:iный оператор А1 '!ГО f' ( х) = ( Ах 1 х). Этот 

O11ерr1тор онредеден однознr1'-Iно. 

• Чтобы докёi3ать первое утверждение теоремы1 вt.:помним, 

как заниt.:ываетt.:я. t.:KёiJШp.1:ioe нроизв~де.1:iие в орто.1:iормирова.1:i­

.1:iОМ бёi3иt.:е (t.:м. 3.7). Иt.:11одьзуя. такую за11иt.:ь и у'iи1·ывая. 

t.:ciMOt.:Ollpя:жe.l:i.l:iOt.:TЬ оператора, llOJIY 'iёiем 

г 
(Ах1 х) = (х, Ах) = х А:с, 

L'де х - t.:тодбец коорди.1:iат векторах; А - матрица ди.1:iеЙ.1:iОL'О 
1' 

ош:~ратора А. Мы 11риLШ1и к коорди.1:iёtТ.1:iОЙ заниt.:и х Ах 

Ш:~которой квr1драти 'i.l:iOЙ формы. 

lly t.:ть f' (x) - квадрати'iная: форма1 которая. в дr1нном 
г 

ор l'O.1:iopмиpoвa.l:i.l:iOM бёi3иt.:е е имеет вид f' ( х) = х Ах. Нзн.в 

t.:амоt.:онря:же.1:i.1:iЫЙ O11ерr1тор А1 который в бёi3иt.:е е имеет 

мr1трицу А1 110ду 'iаем 

г г 

f' (x) = х Ах = х (Ах) = (х 1 Ах) = (Ах, х) . 

Нr1кою:щ1 докr1жем, 'iTO et.:J1и ддя: двух t.:r1мot.:O11pя:жe.l:i.l:iЫX O11е­

рr1торов А и В вынод.1:iя:етt.:я: рr1венt.:тво (Ах, х) = (Вх , х) ддя: 

дюбо1 'О векторёi Х с [ 7 то А = В. Зr111иt.:r1в у Кёi3ёiННОе рr1венt.:тво 

в коорди.нr1тr1х (А, В - мr1трицы O11ерr1торов, х - t.:тодбец коор-
г г 

ди.1:iёiт векторr1 х) 1 11оду'ir1ем х Ах= х Нх1 т.е . раве.1:it.:тво двух 

M.l:iOL'O'iJ1eнoв второй t.:тенени от п ш~ременных. Тr1кое рr1венt.:тво 

возможно дишь в том t.:J1y L1r1e, ко1 'Дёi вt.:е коэффицие.1:iты этих 

M.l:iOL'O'iJieнoв 11ри ОДИ.1:iёiКОВЫХ t.:JlёiL'ёieмыx рёiвны, но это экви­

ВёiJШ.1:iТ.1:iО pr1вe.l:it.:твy мr1триц А= Н и1 t.:JШДOBёiT(;JlЬ.1:iO , pr1вe.l:it.:твy 

t.:ёiMOt.:O11pлжe.l:i.l:iЫX O11ерr1торов. • 
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8.5. Закон инерции 

Кf:>адраrп·и·ч.,нал фирма может быть 11риведе1:ш, к разди'--lным 

·канл·н,·ичес:ким f:>'Uдам. Нсt11ример 1 длл квсtдрсtтиL1ной формы 

:,i·f - 4х1 xi нсtйдены у же три ксtнони'--lеt.жих. видсt. Но, неl:мотря. 
Юt МНОI'Ообразие КёtНОНИ '--lеt.жих. видов ДJIЯ. ДёtННОЙ квсtдрсtти '--1НОЙ 

формы, имеюгl:я тсtкие х.сtрсtктериt.:гики их. коэффициентов, ко­

торые во вt.:ех. этих. ксtнони '--lеt.:ких. видсtх. оt.:тсtютt.:я. неизменными. 

Нсtнример, еt;ди квсtдрсtти'--lная: форма- нреобразовс:\.J111-t.:ь к виду 

i i 
Л1У1 + · · · + ЛmYrrP 

в котором вt.:е коэффициенты Лi ноJюжитедьны, то t.:оответt.:тву­

ющая: эгой КВа-,Цра-ГИ'ПIОЙ форме функцил в JIИЮ:~Йном проt.:гра-Н­

t.:тве нриним11-ет тодько неотриц11-тедьные 3На-'--1ения:. Зна-'--1ИТ ни-
u u u 

Ка.КОИ дру 1 'ОИ Ка.НО НИ 'iеt.:кии вид не может и.меть отрица-ТеJIЬНЫХ. 

коэффициентов, та.к ка.к Ha.JIИ 'iие отрицt1теJ1ьных. коэффициен­

тов ознt1'--lt1ет 1 '--1ТО фу нкци.я: имеет и отрицt1теJ1ьные знсt'--lени.я:. 

Другой в11-жной х.с:tрсtкгериt.:тикой .я:вдя:ет·t.:л р11-нг маrпрщ1rы 'Кf>а­

драт.:ичг1,uй фирмы. 

Теорема 8.4. Раг1,ё-- Кf>адрат·и·ч.,г1,uй фирмы не менлетt;л нри. 

невырожденных. J1, 'Uг1,ейг1,ых ~именах переменных и рсtвен; 

ct) '--1Иt.:ду отди.'--lных. от нудя: коэффициентов в любом ее 

Ксt.НОНИ. '--lеt.:ком виде; 

б) коди 'iеt.:тву нену девых. с:uбс:rnf>ег1,г1,ых ~г1,ачег1,·ий матрщ1rы 

квсtдрсtти 'iJ:IOЙ формы ( t.: у 'iетом их. кратнuс:rгт) . 

• llpи. и.змеfiеfiи.и. ба~'Uс:а J/,'Uнейнuё--u npuc:mpaн.c:rnf>a мсtгри.цсt А 
т 

квс:tдрсtти'iJ:IОЙ формы нреобразуетt.:я. но форму де А'= И АИ , в 
которой И - матр·шца nepexuda (t.:м. 8.2). Мсtгрицсt И 1 ксt.к 

мсtтрицсt нерех.одсt, л.1:шлетt.:я: J:IевырождеJ:Iной, ноэтому рt1н1' А' 
t.:овнсtдсtет t.: pctJ:Il 'OM А, тсtк ксtк нри. умJ:Iожени.и. J:Ict невырожден­

J:Iую м11-три.цу pa-J:Il' J:Ie меня:етt.:я: (t.:м. з11-меL111-ни.е 4.3). 
llyt.:ть квс:tдрсtти 'iJ:Ict.Н формсt имеет двсt ксt.J:Iони 'iеt,;ки.х. видсt 

/1 (у11 · .. , y"i) = л1уf + · ·. + ЛmY~ii 
. i i fi (z1,,,, 1 Zk;) = /J,1Z1 + , ·, + /J,k;Zk; 1 
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в котоµых вt.:е коэффициеliты Ai и /J,i lieliy JШвьш. Оба кaliO­

liИ 'i.еL:ких вида - это квадµати 'i.liыe фоµмы, 11µедL:тавю1ющие 

L:обой oдliY и ту же фу liКЦИЮ lia диlieЙliOM нµоL:тµаliL:тве, liO 
заниt.:анную в µа.Зных ба.Зиt.:ах. Зна'i.ит, одна из этих квадµати 'i­
liЫX фоµм ноду 'iаетL:Я. из дµу 1 'оЙ в µез у льтате замеliы ба.ЗиL:а, 
и µс1.,н1'и их матµиц t.:0.13llcLДcLIOT. ОL:таетL:я. заметить, 'iTO µан1' 
квадµати 'iliOЙ фоµмы кalioliи LJ.et.:кo1'0 .13ида µa.13eli коди LJ.et.:·1'.13Y liе­
нулевых коэффициентов этой фоµмы, т.е. в нашем L:лучае rn = k. 
Это ,цока.Зывает утвеµждение а.). 

Квадrати'iliУЮ фоµму можliо 11µи.13еL:ти к канониLJ.еt.:кому .13И­

ду орrпос-она.r~t1ным преобразоfЗа-н.:ием ( L:м. теоµему 8.2). llµи 

этом коэффициеliТЫ квадµа.ТИ'iНОЙ фоµмы канони'iеt.:КОl'О ВИДсL 

( Oliи же дис1.,гоliсLJ1ьные эдемеliты ее мс1.,тµицы) будут L:Обt.:твеli­
ными зна.'iения.ми матµицы ю;ходнои К.13а.дµе,1,ти'iной фоµмы. 

Это дока.Зьшс1.,ет ут.13еµждение б). • 
Н µа.Зди 'iных ка.нони 'iеt.:ких .13Идах данной квадµа.ти '!НОЙ 

фоµмы оL:таетL:л неизмеliliЫМ не только коди 'iеL:т1:ю ненуде.13ых 

коэффициеliТОВ, liO И KOJIИ LJ.et.:твo 110.IIOЖИ'l'e.tibliЫX И (.:()() 'l'Beт­

L:T.13el:il:i0 отµице,1,тельных коэффициенто.13. Объединил это L: до-
V V 

ка.Заннои теоµемои, ноду'iсLем L:дедующее ут.13еµждение, на.Зыва-

емое заКО'Н,ОМ U'Н,ерции. 

Теорема 8.5. Ддя. дюбых двух канони 'iеL:ких видо.13 

/1 (у1, ... , Ут) = Л1уf + ... + ЛтУ;,ь~ Л - -1- () i = 1 rn i r , , , 

· l l fi(z1, · · · ,zk) = fJ,1Z1 + · · · + fJ,k;Z/p 

одной и той же квадµати '!НОЙ фоµмы; 

(8.б) 

(8.7) 

- rn = k и их общее зна'iение µавно µан1'у квадµати 'iнои 
фоµмы; 

- коди '1.еt.:тво 110Jюжитедьных коэффициеliтов Ai L:овнадает t.: 
KOJlИ'ieL:TBOM llOJIOЖИTe.tlbHЬIX коэффициенТО.13 /J,j; 

- KOJIИ'ieL:TBO отрица.тедЫiЫХ коэффициеJ:П'ОВ Ai L:ОВПа.Да.ет (.: 
коди'iеL:твом отµицатедьных коэффициентов /J,j. 
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• Со1 'JlaL:нo теореме 8.4, коди'iеL:тво нену девых коэффициентов 
в квадрати'iных формах (8.б) и (8.7) одинаково, т.е. rn = k . 
llyL:ть в этих канони 'ieL:KИX видах llОJЮЖИТедьные коэффици­

енты нредшеL:твуют отрицатеJ1ьным, тс:\.к '-!ТО мы можем 1шре-

11иL:с:\.ть их (.;JШДующим обрс:\.зом: 

f"1(y) = cx1yf + • • • + схру; - СХр+1У;+1 - • • • - UkYt, 

· 2 2 2 :l f:г(z) = f31z1 + ... + {:Jpzч - f3ч+izч+l - ... -f:Jkzk, 
(8.8) 

1·де U i > О, i = 1, k, и f:Jj > О, j = 1, k. Эт01·0 все1'дс:\. можно до­

битьL:н. измеliеliием норн.дка 11epeмeliliЫX. Нам liY ЖliO доказать, 

'-!ТО р = g. llyL:ть это не тс:\.к, и мы дюr онредеденноL:ти 110Jюжим, 

'-!ТО р > Ч· 
Обозна'iим 'iерез е = ( е1 . . . е,ь) и f = ( f 1 . . . f,J бс:\.ЗиL:ы, в 

которых занисс:\.ны Кс:\.liони 'iеские виды /1 и f":г ( 8.8) квс:\.дрс:\.ти '-!­
ной формы. llокс:\.жем, '-!ТО L:ущеL:твует ненул.,еr:,ий r:,е ·ктир х G 

·киирd-инатам:и У1 ... , Уп в бс:\.ЗиL:е е и z1, ... , Zn в бс:\.ЗиL:е f, ддл 
которОl'О одновременно BЬllIOJlHЛIOTL:Л. у(.;JЮВИЛ Yi = о, i = р+ 1, ·п, 
и Zj = о, j = 1, Ч· ДeЙL:TBИTeJlЬliO, коордиliаты Zj JlИlieЙliЫM обра­

зом вырс:\.Жс:\.ЮТ(.;Л 'iерез КООрДИНс:\.ТЫ Yi ; 

Zj = 'UjlYl + · · · + 'UjnYn, J. = 1 п 
' 7 

нри'iем матрица И = ('uji) - это матрица перехода из бс:\.Зи­

Gс:\. f в бс:\.ЗИL: е. llоэтому у(.;Jю1>ил, 110стс:\.1>денные ддл вектора 

х, L:ОGтавJшют однородную GИL:тему динейных аJrгебрс:\.и 'iеL:ких­

уравнении 

Yp+l = о, 

Уп = О, 
'UllYl + · · · + 'UlnYn = О, 

'UчlYl + · · · + 'UчпУп = О 
oтнucиTl:',JlЬHU координат Yi вектора х. Так как уравнеllиЙ 

меньше 'iИ.L:дс:\. неизвеL:тных (п - р + ч < п), этс:\. L:ш.:темс:\. имеет 
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ш:шуш~вое решеliие. СJшдовсtтедьliо, (;уЩе(;твует вектор ~~О, 

Уll-1,ОВдет.1:.юµлющий llOL:TciВJieliliЫM УL:JЮВИЛМ. Но ДJlЛ ЭТО1'0 век­

торсt, c.;01'JictL:liO нреД(;ТсtВJШliилм (8.8), имеем; 

f (~) = f1 (Y1 , · · · ,y,J = u:iyf +··· + ару;> О, 
. . i i f (~) = fi (z i, ... ,zп) = -flч+izч+i - ... - fJ"z,. ~ О. 

lleµвoe liel)ctBeli(;TBO лвдлетс.;л L:Tl)Ol'ИM, TciK KciK вс.;е KOOl)ДИliciTЫ 

Yi вектоµсt ~ , lici'i.Иlictл с; liOмeµct р + 1, лвJ1лют<.:л liY девыми, 

ct lieliyдeвoй вектоµ доджеli иметь хотл бы oдliY lieliyдeвyю 

коордиliсtту . Двсt В3сiИМОИ(;КJIЮ'i.сiЮЩИХ pctвeli(;TBci lIOKci3ЫBciIO'l' , 

'i.TO 11:µед;аоложеliие р ~ q не вeµlio . ЗнсtLJ.ит, р = q, т.е. коди LJ.е<.:т·во 

llOJIOЖИTe.llЬliЫX коэффициеliТОВ в двух KciliOliИ'--J.e (;KИX ВИДсiХ 

UДИHciKUBU. Тuгдсt и KOJIИ9:eL:TBU UTl)ИЦciTt',JibHЬIX кuэффициентuв 

у liИX L:UBllciДcteт, TciK KciK (;OBllciДcteт KOJIИ LJ.e(;l'BO liенудевых 

кuэффициеliтов. • 

8.6. Критерий Сильвестра 

К fЗаdраrп·шч/н,ы~ фирмы 11uдµа,3де.1шют lict l)сi3ди 'i.liЬH:~ тины в 

3сtви<.:имо<.:ти от множе<.:твсt их 3lictLieliиИ. 

Определение 8.3. KвctдpctтИLJ.liYIO фuµму f (x) = хтАх, 
т 

х = (x i . . . Хп) , будем lici3ЫBctть; 

- по.л,ожи"~е.л,ьпо ( отрица"~е.л,ьпо) опреде.л,еппой, eL:J1и 
ддл дюбu1 ·о lieliy JШво1 'О (;ТОдбцсt х вынодliлетсл. lieµctвeli(;TBO 

f (x) > О (f (x) < О); 
- пеоrприцате.л,ьпо ( пепо.л,ожи"~е.л,ы-1,0) опреде.л,еппой, 

е<.:ди f (x) ~ О ( f (x) ~ О) ДJШ дю601'u <.:тuдбцсt х, 11:µиLJ.ем <.:уще <.:тву­

ет lieliy девой <.:тuдбец х, ддл кuтu:µ01 ·о f ( х) = О; 
- зпакоперемеппой (пеопреде.л,еппой), eL:J1и (;уще<.:т!3уют 

тсtкие (;ТОдбцы х и у, 'i.TU f (x) > О и J" (y) < О. 
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Пример 8 .6. i->а(.;(.;Мотрим четыре квадратичные формы от 

трех неременных; 

/ 1 ( х 1, xi, Х3) = xf + :с~ + x i, 

/2(х1 1Х21 х3) = xf +х~1 

f 3(x1,xi1x3) = xf - х~ + xi, 

f4 (x1,xi,x3) = х1х2. 

Квадрати. чнctJ-J. форма /1 110Jюжи.·1·t~дЫiО 011рtщ~шна1 так как 

нред(.;ташшет (.;Обой (.;умму трех квадратов и. нотому нри.ни.мает 

ТОJ!ЬКО НОJЮЖИ.Тедыiые 3lia'ieliИЛ7 e(.;JlИ. н~peмeliliЫe ОДliОвремеli­

но не обращают(.;л в нуль . Квадрати.чнал форма f 2 неотри.­
цатедьно онрtщедена; будучи. (.;у ммой .цву х квадратов она не 

нри.ни.мает отри.цатедьных значени.Й1 но нри. х1 = xi = О и. :i·3 f::. O 
Olia 11ри.1iи.мае·1' liудевые Зliачеliи.л. Квадрати.чliые формы / 3 и. / 4 

т 

знаконеременны. llервал из них 110Jюжи.т~1ью1 нри. х = (1 U U) 
г 

и отрицатедьна nри. х = (О 1 U) . Вторал ноJюжительна нри. 

:i· = (1 1 О) г и. отри.цат~1ьна нри. х = (1 - 1 О) г. Квадрати. чнь~е 
формы /2 и /4 явллют(.;Я вырожденными.1 так как ранг каждой 
из них рав~н двум. # 

Как (.;J1е.цует из онредедени.я 8.31 тин квадратичной формы 

заВИ.(.;И.Т ТОJ!ЬКО от МНОЖе(.;ТВа значении/ которые она нри.ни.­

мает7 но не зави(.;ИТ от 11еременных1 в которых она зани(.;ана. 

llоэтому 1 нредr.;тави.в КfЗаdрат·шч,Н,ую фирму в ка·кuн.:ичес:кuм fЗ 'U­

де, (.;разу подучаем Qiедующи.е критерии. ддл типа квадрати. чной 

формы в зави.(.;И.МО(.;ТИ. от множе(.;тва сuбсrnf:>енных ;зН,а·чен·ии ее 

мат,р·ичь~. 

Тип квсtд,рсtги'-Iн:uй формы Мн:uж~(;гвu (;U5(;гв~н:н:ых 3Юt'-I~н:ий 

lluлuжиг~льн:u uпред,елен:нi;JЯ l::ke (;U5(;гвенные 3нсtч:енин rюлuжигельны 
(V х # U ; f ( х) > U) ( Л.t > l) , i = 1, п) 
Огр1::1цсtгедыю uнред,еденнм .1:ke (;U5(;1'венные 3Нсt'iения uгр1::1цсtгедьны 
(Vx # l); f (x) < U) ( Л.i < l) , i = 1, п) 
З1-шкuп~v~мен:юш ~(;ГЬ (;05(.;ГВ~Н.Н:Ы~ 3Hct'-I~Hl::1H рсt3НЫХ 3Н.ёtК()В 

(3х: f (x) > l), :ly; i(y) < U) (3Лi > U, 3Лj < U) 

Вырuжд,еннм ~И'Ь нуд~вu~ (;Uб(;гв~ннuе 3tШ'-I~ни~ 

(3х: х # l), i(x) = l) , (3Лi = U) . 
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Хотя эта. та.бш1.ца. да.ет удобную ха.ра.ктери.t.:ти.ку ти.11а.м 

ква.дра.ти. '-НiЫХ форм, ее и.t.:нодьзова.liи.е ДJ1н. онµедедеliи.н. ти.на. 

конкµетной ква.дра.ти'iной фоµмы t.:вяза.но t.: вычи.L:Jшнием t.:об­
t.:твенных 31:ic:t'-Ieliи.Й матрицы. А это дot.:тa.тO'-IliO тµудоемка.я. 

онеµа.ция.. На. t.:а.мом д~ш во мно1'их t.:ду ча.я.х тин ква.дра.тичной 

формы можtlо онµедеди.ть, tle вы 'iИ.L:J1яя. t.:oбt.:твeliliЫX 31:ic:t'ieliи.Й 
ее ма.три.цы. Метод t.:оt.:тои.т в вы 'iИ.t.:JШliИ.И. и. нроверке 31:iа.ков 

некотоµых м,-uн.,upufЗ ма.трицы ква.дра.ти"lной фоµмы. Нведем 

t.:Ледующие обозна."!еtппr. 

llуеть ма.трица. ква.дра.тичliОЙ фоµмы f (х) = xr Ах имеет ви.д 

А= 

Unl Un'l, а,т 

l'Де Uif = afi, i 1 j = 1, п. Ра.t.:t.:мотри.м у-г.!f,Обые миnоры этой 

ма.тµи.цы (котоµые та.кже liа.зыва.ют Z.!f,абnыми миnорами); 

ан а~п 

д1 = ан, д~ = ан al'l, 
дп = 

a'l,l аи 
... ' 

anl апп 

Ка.к ви.ди.м, у1·Jювой MИ.liOl-) нор.ндка. k pa.t.:11OJюжe1i lii:L неµеt.:е 'iе­

нии неµвых k t.:трок и неµвых k t.:тодбцов ма.трицы. У1'Jювой 

ми.1:iор ма.кt.:и.ма.J1ьliого 1 п-1'O ноµядка. 11редt.:та.шшет t.:обой O11µе­
д~1ит~1ь ма.трицы. 

Теорема 8.6 (критерий Cu,ff,r::,бecmpa). Дюr того 'iтобы 

ква.дра.·1'и. '-Ilictя. фоµма. от ·п неременных быда. 11OJюжитедьliо 

онµедедена., необходимо и доt.:та.то'iно, чтобы вы1юдliю1иt.:ь 

ш~ра.веlit.:тва. д1 > 01 д'l > О, д3 > О, . .. , дп > О. 

• Н е о б х о д и. м о t.: т ь. Еt.:ди. ква.дра.ти. 'ilia.я фоµма. ноJюжи.тедь­

но оп:µедt',де.1:lа., то в ее ка.но.1:lи. '-let.:кuм виде вt.:е коэффи.ци.е.1:lТ'Ы 

доджliы быть 11OJюжи.т~1ь1iы. Зliа.чи.т, и. O11ред~1и.т~1ь ма.три.цы 
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К.Ва.Дра.ТИ '-ПiОЙ формы Kc\..l:iO.l:iИ'-ielЖOl'O .вида. НОJЮЖИТ~Ш.1:i. Не­

.вырожде.1:i.1:iОе 11реобро,30.всt.1:iие к.всtдрсtти '-i.l:iOЙ формы .l:ie ме.1:iлет 
3.1:ia.Kct 011редедитедJ1, тсtк ксtк, t;Ol 'Jlctt;.l:iO форму де 11реобро,30.всt­
.1:iИЯ. (8.4), det (Ur АИ)= (detU)idetA. llоэтому 011редедитедь 
ма..трицы иt.:ходной ка..нони"!еt;кой формы тоже поJюжителен, т.е. 

дп > о. 
E(.;JJ.И к.вctдpctтИ'i.l:iaJI форма. f ( х1, ... , x,i) от ·п ш~рем~:Ш.1:iых 110-

Jюжитедь.l:iо 011ред~1е.1:iа.., то к.ва..дра..ти '-i.l:ia..Я. форма.. /1,; ( х1, ... , х 1,;) = 
= f(x1, ... ,x1,;,0, ... ,0) от k нереме.1:i.1:iЫХ тсtкже ноJюжитедь.1:iО 

онредеде.1:iа.. и, (.;J1едо.ва..тедь.1:iо, онредедитедь ее ма..трицы ншю­

жит~rе.1:i. Но этот онредедитеJrь t;О.внсtдсtет t,; д1,;, т.е. д1,; > О нри 
k = 1,п. 

До t,; та.. то '-i .l:i о t.: т ь. Иt,;нодь3уем метод ма..тема..ти '-iеt.:кой 

И.1:iДУКЦИИ но KOJJ.И'-iet,;т.вy п нереме.1:i.1:iЫХ К!:3а.Дра,ТИ'-i.1:iОЙ формы. 

llpи п = l ут.вержде.1:iие О'iевид.1:iо. llyt,;·1ъ утвержде.1:iие вер.1:iо 

ДJlЛ вt.:ех квсtдрсt,·1·и'-i.1:iЫХ форм от k нереме.1:i.1:iых, k ~ п - l. Рсtt;­

t.:мотрим нрои3ВОJ1Ь.1:iУЮ квсt,дрсtти '-i.l:iY ю форму f ( х) t,; мс:1.,трицей 
А = (aij) .в ба.3и.t;е е = (е1 ... еп), у которой .вt,;е у1·Jю.вые ми.­

.1:iоры 110Jюжитедь.1:iы. К!:3а.ДрсtтИ'-i.1:iа..Я. форма. fп-1 (х1, ... ,Хп-1) = 
= f ( х 1, ... , х п-1, О) от п - 1 нереме.1:i.1:iЫХ онредеJШ.1:iа, .l:ia, л.:инейним 
nudnpucrnpaнcrnвe Hn- l = spc:1.,11{ е1, ... 1 еп-1} и имеет ма..трицу1 
t.:О.Вllа,Дс:1.,ЮЩую (.; мс:1.,трицей МИ.1:iОра, дп-l · Тс:1.,к Ка,К .вt.:е у L'JЮ.ВЫе 

МИ.1:iОры ДJJ..Я: дп- 11 0.1:iИ же Уl'JЮ.ВЫе МИ.1:iОры Мсt,трицы А, lIOJIO­
ЖИTeJlb.l:iЬl1 t;Ol 'дa.t.:.l:iO нреднодоже.1:iию мсtтемати'-iеt.:кои и.1:iдукции 
квс:1.,дрс:1.,·1'.1:1 '-i.1:ia,Л формс:1., fп-l .я.вд.я.е1т.я. 110Jюжитедь.l:iо онредеде.1:i­

ной. За.меной ба.3иt.:а.. ( е1 . . . еп-1) подпроt.:тра..нt.:тва.. Hn- l но­
вым бс:1.,3иt.:ом (f1 ... fп-1) мы можем нри.веt,;ти к.вс:1.,дрс:1.,ти'-i.1:iУЮ 
форму fп-l к дисtгональному .виду: 

f. (,..,.) - ' x·'l, + + ' x·i n- l ..., - Al l · · · An- l n- l , (8.9) 

Н ба.3иt,;е (f1 ... fп- l e,i) к.вадратИ'-i.1:iа..Я. форма f (x) имеет .вид 

n- l n- l 

f (x) = L AiXl + 2 L ЬinXiXn + Ь,шх;, 
i -'l i-'l 
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так как ари. :сп= U Olia t.:ов11адс1,ет t.: квадрати.'iliОЙ формой f'п- 1 · 

llреобра..З уем 110t.:JШД1iee выражеtlи.е ддл f' ( х) , выдедлл квадраты 

но нepeмeliliЫM х1 1 ••• , Хп- 1: 

п- 1 

f' ( Х) = L Лi (х i + fl,iX ,J i + ЛпХ~, 
i -l 

L'Де fl,i = Ьiп! Лi, i = 1, п-1, Лп = Ь,~п - л1µ,f - ... - Лп-lf1,7i- l · Bы­
LlOJiliИ.B ,11/uг1,r:;йг1,ую зимr:.г1,у пr:.рr:.мr:.г1,г1,ых Xi = Xi + fl,iXщ i = 1, n-1, 
x~i = Хп t.: liевырожденной мат·ри.цей, нри.ходим к квадра.ти. 'iliOЙ 
форме кalioliи.'iet.:кo1·0 ви.да 

(8. lU) 

в которой, t.:OL'Jiat.:liO (8.9) , коэффи.цю:ШТЫ л1, ... ' Лп-1 llОJlОЖИ.­
тедЬliЫ. У оаредеди.тед.1-1 матри.цы квадрати. 'iliOЙ формы Зliак 

lie зави.t.:и.т от выбора ба..Зи.t.:а. llоэтому в нредt.:ташшliи.и. (8. lU) 
имеем л1 ... Лп-lЛп > U, так как дп > U. Отt.:юда t.:ледует1 ·тго 

Лп > U, так как вt.:е оt.:тс1,J1ьньш коэффи.ци.енты Лi нодожи.тедь­

ны. Таки.м обра..Зом, в аредt.:тавдеliи.и. (8. lU) вt.:е коэффи.ци.еliты 

110Jюжи.теJ1ьliы и. квадрат и. 'ilio.JJ. форма / ( х) нодожи.тедьliо oape­
Д!:',JШflcL. • 

Следствие 8.1. Ддл того ---rгобы квадраги'iнал форма 

п нepeмelitlыx быда отри.цатедьtlо oapeдeJШtla, tlеобходи.мо и. 

ДОt.:ГаГО'iНО, 'iГОбы BЬIПOJltlЛJIИL:Ь неравенt.:гва -д1 > u, д~ > u, 
-д3 > U, ... 1 (- l)'iдn > U (зliаки. уt'JЮвых ми.норов 'iередуютt.:л 

tlcL'iИ:НaЛ t.: MИ.tly t.:a). 

• Еt.:ди. квадрат и. 'iнал форма / ( х) отри.цатедьtlо 011peдeJШtla1 то 
квадрати.L1шт форма - f" (x) 110Jюжи:тедьtlо оаредедеюt, и. ю:tобо­

рот. Матри.цей квсtдрсtти. 'iliOЙ формы - j" ( х) n.вдn.етt.:.н мсtтри.цсt 
-А, нроги.вонодожliал матри.це А квсtдрсtти.'iliОЙ формы / ( х). 
Co1'J1ctt.:нo крит·ери.ю СИJiьвеt.:грсt, ддя: аоJюжигедьliоЙ oнpeдeJietl­

tlOt.:ти. квадрати:'iliОЙ формы - / ( х) tlеобходи:мо и: дot.:тaтO'iliO, 

'iгобы вt.:е угловые ми.норы д~., r· = 1, п, мсtгри:цы -А были. по­
дожи.тедьtlы. Но нри. умtlожеtlи.и. матри.цы А tlcL 'iИ.t.:JIO - 1 вt.:е 



8. б. Критерий Си✓1ьJ:Jесгра 233 

ее эJшменты у множа.Ю'l'L:Л lia. это 'iИL:JIO и ноэтому Л~. = (-1 )" Л,. , 
где Л,. - угловой минор поµл,цюt r· мсtгрицы А. Тсtким обµсt­

зом, КВа.Дl-)а.ТИ 'iliё::\Ji фоµмсt - j' (х) llOJIOЖИT~lЬHO 011peд~lelia. то-

1 'Да. и тодько ТОL'Да., КОL'Да. вынодliеliы lieµctвeliL:TBa. (- l)'°Лг > О, 

,,. = 1, ·п , и это YL:JIOBИe ЭКВИВа.деНТliО тому , 'iTO КВа.Дl-)а.ТИ 'iШl.Я. 

форма. / (х) отµицсtт~1ьliо онµедедеliа.. • 
Следствие 8.2. Невырожд~нliс:LЯ. квсtдµсtти 'ilia.Л фоµмсt зшt­

коп~µ~меннсt гоеда и только ТОL'Да., КОL'Да. длл мсtтµицы квсtдµсt­

ти'iн:ой фоµмы вынолн:ен:о хотл бы одно из УL:Jювий: 

- ОДИli из YL'JIOBЫX МИliОров µа.вен liудю; 

- один из YL'JIOBЫX МИliОров 'ieTHOL'O 110µ.я.дксt отрицсtтелеli; 

- два. YL'JIOBЫX MИliOpa. li~'ieTliOL'O 110µ.я.д,ксt имеют разliые 

ЗНа.КИ. 

• Невырожд,енliа.л ква.дра.ти 'iна..я. фоµма. может быть J1ибо НОJЮ­

житедьно онµед,едеliной, дибо отµицсtт~IЬliО онредедеliliОЙ, J1ибо 

Зliсtконеремеliной - в за.виL:имоL:ти от Зliаков коэффициентов в 

ее Ka.liOliИ 'ieL:KOM виде. E(.;JIИ имеетL:Л ну девой у 1 'JЮВОЙ MИliOp ИJIИ 

ОДИli из YL'JIOBЫX MИliOIJOB 'ieTliOL'O норлдксt отрицсtтеJШli, то, (.;0-

L'Jla.l:HO теоµеме 8.fj и t.:JШД t.:твию 8.1, эта. квсtдрсtти'iliа.л форма. 
не ЛВJIЛеТL:Л ни llOJIOЖИT~IЬliO, liИ отµицат~IЬНО онред~шннои. 

То же можliО утверждсtть и в (.;JIY'ia.e, КОI'Да. еt.:ть два. у1'JЮвых 
минора. lieL1~тнo1'0 ноµлдю:t L: µазными зшtксtми. Зна.'iит, в этих 
(.;JIY'ia.ЛX КВа.Дра.ТИ'iНа.Л форма. зна.конеременна.л. • 

Критерий СидьвеL:тра. и е1 -о L:дедL:твил 11оказывс1.,ю1·, 'iTO 

тин квадµсtти 'iНОЙ формы LЮдliоt.:тью онµедедлетt.:л L:ВОЙL:тва­

ми ее ма.тµицы. llоэтому термины, введенliые онред~шнием 

8.3, можliо неµенеL:ти lia. L:имметµи 'iеL:кие ма.трицы. tl 'iа.t.:т­

ноt.:ти, L:имметµи'iеt.:кую матрицу А назывсtют nо.л,ож'иmе.л,r:,­

'НtО ( отрицате.л,r:,'Н,о) оnреде.л,е'Нt'Нtой и нишут А > О (А < О) , 

е t.:ди ноложитедьliо (отрицс1.,т~1ьliо) онµедеJШНа. L:оответt.:твую­

щсtл квсtдрсtти 'ilia.л фоµма. Cot'Jia.t.:liO теореме 8.fj и ее L:JШДL:тви­

.я.м, L:имметµи'iеt.:ка.л ма.трица. НОJЮЖИТ~IЬНО 011peд~1elia., eL:JIИ 
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в<.:е ее у1'Jювые м.1:1.1:iоµы 110Jюж.1:1т~1ыiы. Симметµи'-lе<.:кi:t.Л матµ.1:1-

ца отµицатедыiо 011µед~1е.1:iа1 еt.:ди. у ее у 1 'JЮвых м.1:1.1:iоµов 3.1:iаки 

чеµедуют<.:л на'-iинал t.:o знака ми.1:iус 

Следствие 8.3. Еt.:д.1:1 <.:имметµ.1:1 '-let.жi:t.Л матµица 110Jюж.1:1-

тедыiо онµед~ш.1:iа, то в<.:е ее д.1:1a1·0.l:ia.JlЬ.l:iыe эдеме.1:iты ншюж.1:1-

тель.н:ы. 

• EL:J1.1:1 А = ( Ui j) - t.:.1:1мметµ.1:1 чеLжал ншюжитедь.1:iо онµедеде.1:iш:tя. 
V V 

матµица поµлдка ·п1 то ее пеµвыи угловои миноµ п0Jюжителен1 

т.е. а11 = д1 > О. Ноt.:нодьзовавшиt.:ь тем1 '-iTO утвеµжде.1:iие 

L:JШДGТВИЛ веµ.1:iО ДдЛ ди.al'Olia.JlbliOl'O Эдеме.1:iта U111 докажем LlTO 
.1:1 Uii > О нµи i > 1. В квадµати'-i.н:ОЙ фоµме :..r/ Ах1 'J: = (х1 1 ••• 1 x,,,)r 
t.:д~1аем заме.1:iу не_µеме.1:i.1:iых 

Н .н:овых пеµеме.н:ных матµи.ца А' = ( u~j) квадµати. ч:.н:ой фоµмы 

такова1 что Uii = и~1 > О. • 
t>аt.:t.:мотµим 11µ.1:1меµы lia нµи.меliеliие кµитеµ.1:1.я. Сидьвеt.:тµа. 

Пример 8. 7. Квадратичliал фоµма xr Ах от тµех нeµeмeli­
liЫX <.: мат_µицеи 

А=(_~ 
() 

1 
1 

-~) 
3 

110Jюж.1:1т~1ь1iо 011_µедедеliа1 так как д1 = д:г = д3 = 1 > О. 

т 
Пример 8.8. Квадрати.чнал фоµма х Ах от тµех неµемен-

liЫХ t.: мат_µицеи 

лвллет<.:л Зliакопеµемен.н:ой1 так как olia liевы_µождеliа ( д3 (= ()) 
и д1 = 1 > 01 а д:г = - 8 < О. 
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u 

ме.1:i.1:iЫХ я.ш1нетL:л 3.1:ii:t.кuнepeмe.l:i.1:iUИ, та.к ка.к U.l:ict .1:iевырuжде.1:iсt 

(Л2 = - 1 I U) , с1 Л1 =U. 

Пример 8.10. Квс1дрс1ти.ч..1:iсtл форма. / (х1, х2 1 :1,·3 1 :1,·4) = 
= 4х1хз + 2х2х4 + xi и.меет у1·Jювьш ми..1:iоры Л1 = Л2 = Лз = U, 
Л4 = 4 и. , L:Ol'дa.L:.l:iO L:дедL:тви.ю 8.2, я.вд.fШТL:Я. 3.1:ictкoнepeмe.1:i.tlUЙ . 

В эгuм мuж.l:iu убеди.гьL:л, ИL:nuдь3ул .l:ieL:JIOЖllUe преuбрс13uвс1ние 

ви..цс1 квс1дрс1ти. 'i.l:iUЙ формы; 

Дополнение 8.1. Билинейные формы 

Функци.ю Ь(х 1 у) uт двух нереме.1:i.1:iых, uнредеде.1:i.1:iУЮ в Jl,'U­

нейнuм npuc:mpuнc:mr;e L 1 .1:iс13ывсtют би.л,ипейпой формой, eL:­

J1и. ЭТс1 фу.1:iКЦИ.Я. JlИ..l:ieЙ.l:ict llU ксtждому И.3 L:BUИ.X c1p1·yмe.l:iTUB, т.е. 

дшr дюбых деЙL:тви.теJ1ь.1:iых сх и. (J и. дюбых r;eкuivpur; х, у , z Е L 
BЫIIOJl.l:iЛIOTL:Л pctвe.l:iL:TBct 

Ь(схх + (Jy , z) = схЬ(х , z ) + (JЬ(у, z) , 

Ь(х 7 сху + (Jz) = схЬ( х , у) + (JЬ( х , z) . 

Пример 8.11. ЧсtL:т.1:iым L:дуч.с1ем би.ди..1:iеЙ.1:iоЙ фuрмы лвшr­

етL:я: с:каJ1,лрнuе npu'U3f3edeн'Ue. ДеЙL:тви.тедь.1:iU7 икс:'иuмы в) и. 1·) 

(;'fv(),Jl,,J(,p'Н.,Uё,U yмнuжt:H'U,Jt, U3.1:ic1'ic1IOT, 'iTU L:Ka.JlЛp.1:iUe нрuи.3веде.tlи.е 

ка.к фу.1:iкцю1 uт двух нереме.1:i.1:iЫХ ди..1:iеЙ.1:iU нu 1шрвuму с1р1·уме.1:i­

гу1 а, в (.;И.JlY а.КL:ИUМЫ а.) (.;Ka.JlЛp.1:iUe нрuи3вед;е.1:iи.е JlИ.l:ieЙ.l:iU и. IIU 

втuрuму с1р1·уме.1:iту . # 

Ныберем в п-мернuм Ji, 'UHeйнuм npucuipuнcmf:>e [., .1:iекоторый 

баз'Uс е = (е1 ... еп)- Ддн би.ди..1:iеЙ.1:iоЙ формы Ь(х,у) 0603.1:ict'iи.м 

Ьij = Ь(ei, ej), i,j = 1, п. Тu1·.цс1 ддя. дюбых векторов х и. у 
r r 

L:O L:тодбцсtми. кuupd,uнum х = (х1 ... Хп) и у= (yi . .. y,J в 
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бсtзи.t.:е е 

п п п п п п 

Ь(х у)=Ь(~х -е - ~у -е -) = ~~х-у -Ь(е - е-)= ~~Ь- -х -у-
1 L..t i i ,L.., J J L..tL..t i J i, J L..tL..t iJ i J· 

i -1 j-1 i -lj-1 i -lj-1 

Иt.:нодьзул квсtдрсtтliую мсtтри.цу В = ( bij) норлдксt п, можем 
3ёt11И.t.:ёtТЬ llOJlY '-leliliOe нредt.:ТёtВJШliИ.е В мсtтри. '-lliOM в.и.де; 

(8.11) 

Мсtтри.цу В liёt3ывсtют .ма"~рицей 6'U4UНейной фор.мы. 

Тройное нроизведение, t.:толщее в ара.вой '-lctt.:ти. (8.11), lia.M 
уже вt.:тpe'-lctJIOt.:ь (t.:м., нсt11ример 1 демму нсt t.:. 185). Кt.:тсtти. 1 этсt 
деммсt 11ока,3ьшсtет, '-!ТО pёt3liЫM би.диliеЙным формсtм t.:оответ­

t.:твуют pёt3liыe мсtтри.цы. Тсtки.м обрёt3ом, би.ди.liеЙliсtл форма. 
V V 

OДtl03Hёt'-lHO опред;еJIЛеТt.:Л t.:воеи мсtтри.цеи В 1IрОИ.3ВОJIЬН:О вы-

бра.ННОМ бёt3иt.:е. Кроме то1'0, из Jшммы t.:Jшдует, 'iTO дюба.я. 

фуliкци.я. Ь, и.меющсtя. нредt.:'l'сtвдеliи.е (8.11), лвдлетt.:л би.ди.liеЙ­

ной формой, и. Н Я.illшeтt.:JJ. мсtтри.цей этой би.ди.нейной формы. 

Оt.:liовывсtлt.:ь на. этом, вы.я:t.:liи.м, ка.к измеliлетt.:л ма.три.ца. биди­

неЙliоЙ формы нри. и.змеliеliи.и. бёt3и.t.:сt . 

lly t.:ть би.ди.неЙliсtЛ форма. Ь и.меет в бёt3иt.:е Ь ма.трицу Нь, а. 

в бёt3и.t.:е е мсtтри.цу Br:.. Обознсt'-lи.м 'iерез И мarnp'U'I.JrY nepexuda 
из бёt3и.t.:а. Ь в бёt3иt.: е. То1-да. ддл дюбых двух векторов х, у t.:o 

t.:тодбцсtми. коорди.liсtт хь, Уь в бёt3и.t.:е Ь и. xr:., Yr:. в бёt3и.t.:е е и.меем 

Uра.вни:всtл нолу ч:еliное нред t.:та.вдени:е t.: ( 8 .11) , дела.ем вывод, 
'iTO мсtтрицсt ИтАьИ лвдлетt.:л мсtтрицей биди.t~еЙliоЙ формы в 
бёt3и.t.:е е, т.е. 

(8.12) 

llpeдt.:тctвJШliи.e (8.11) би.ди.неЙliоЙ формы в бёt3и.t.:е нохоже нсt 
зсtпи.t.:ь (8.2) 'Кf:>аdрат:ич'Н,ИU фирмы в мсtтри.'--It~ом виде. Кроме 

то1'0, мсtтри:цсt би.динейной формы нреобрёt3уетt.:л 110 тому же 
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3a.KO!:iy, 'iTO и .м,атуича К'3аdрат:ич,пий фир.м,ь1, ( l:IJ. (8.4) и (8.12) ) . 
Но Ма.Т{-)ИЦа. КВа.Д{-)а.ТИ 'iJ:iOЙ фО{-)МЫ l:ИММеТ{-)И 'iel:Ka.Л, в то вrемл 

ка.к мс1тrицс1 би✓1и1:iеЙ1:iоЙ фоrмы, вообще 1·овоrл, J:ieт. Дш1. то1·0 

'iтобы мcLTIJИЦcL би✓1и1:iеЙ1:iоЙ фоrмы Ь( х, у) в бсtзи<.;е е ЛВJ1ЛJ1а.l:ь 
V 

(.;ИММеТ{-)И 'iel:KOИ, ДOJlЖJ:iЫ BЫllOJlJ:iН.Tbl:Л у<.;JЮВИН. 

Е(;J1И Ь( х, у) - би✓1и1:iеЙшtя. формсL, то фу 1:iкция. Ь( х , х) в 31:L­

ДcLJ:iJ:iOM бсLЗи<.;е 31:LllИl:ЫBcLeт<.;я. в виде Ь(х , х) = хг Нх. Это мcLтpи'i­
J:iOe нроизведе!:iие нредl:тсLвдлет <.;обой квсLдрсLти 'il:iYIO форму от 

коорди!:iсLТ векторсL х. МсLтрицей этой квсLдрсLти 'iJ:iOЙ формы 

Я.ВJlЛеТ<.;Л МсLтрицсL А= О,5 (Н + н].' ). МсLтрицы бидиJ:iеЙJ:iОЙ и КВсL­
дрсLТИ 'iJ:iOЙ форм l:OBHcLДY 1·, е(;J!И мсLтрицсL Н биди!:iеЙJ:iоЙ формы 

<.;имметри 'iel:кcLн.. 

Пример 8.12. Функция Ь(х 1 у) = Х1У'2, 31:LДcLJ:iliM 'iерез коор-
г 1' 

динсLты :z; = (х1 х'2) и у = (у1 У'2) векторов х и: у в некотором 

бсL3И<.;е е двумерного линейного п:po<.;тpcLlll:TBa.1 я:вл.лет<.;л би:ли­

J:iеЙJ:iоЙ формой <.; ма.трицей 

Соответ<.;твующа.л ей квсLдра.т.И:'iliМ форма. имеет вид f" ( х) = 
= x1:z:'2 и ма.трицу 

1/2) 
о . 

Отметим, 'iTO квсLдрсLти 'iJ:icLЛ формсL f" ( х) норождсLетl:л тсLк­
же и били!:iеЙliоЙ формой Ьs (х,у) = 0,5xiy'2 + О,5х'2у1 1 имеющей 
ма.трицу А. 

Определение 8.4. 8и✓1ию:~Йliую форму Ь( х, у) liсL3ыва.Ют 

симметрu·Чtеской ( кососи.м.метрu·Чtеской) , е(;J1и Ь( х , у) = 
= Ь(у 1 х) (Ь(х 1 у) = -Ь(у 1 х)) ДJlЛ ✓1юбых векторов х и у. 
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Пример 8.13. Примером (;имметри'iеt.:кой билинейной фор­
мы лвдлет(;л t.:ю.1J1лрное нроизведение. llo (;ущеt.:тву, онредеJш­
ние :3.1 говорит, ч:·го (;Ксt.1rлрное нроизведение - это бю1инейю1л 

t.:имметри 'iе(;ю;1.,л. формс1, 11орождс1ющс1л nu.Jl,uж·urne.Jl,t>Hu ипреде­

.J1,енную кf>идраrп-ич:н,ую фирму (но(;деднее - (;Одержс1tiие икс·ии­

мы 1·) с: ·ки,.J1,.J1,рНИ',:,И при-извеdен-и.J/,) . # 
Е(;J1и в бю1инейной форме Ь( х , у) номенл.ть ме(;1·с1ми нере­

менные, то нолуч:им новую билинейную форму Ь'(х,у) = Ь(у,х), 

мс1трицс1 которой будет трс1нс11онировс1нной к иt.:ходной. Дей-
1.' 

t.:твитt:>льно, е(;J1И в некотором бё13иt.:е Ь( х 1 у) = х Ву 1 то в том 

же бё13иt.:е 

т 
тс1к ю:1к у B:i; - это ч:иt.:Jю и трс.1,нспонировс1ние его не менлет. 

Е(;дИ билинеЙнёLЛ формс1 Ь(у 1 х) (;Имметри'iе(;кёLЛ, то 11ере(;тс.1,­

новкс1 с.1,ргу ментов не менлет ее. В этом t.:дy'icLe Ь' ( х 1 у) = Ь( х, у) и 
1.' u u u 

Н = Н, т .е. мс1трица t.:имметри'iеt.:кои бю1инеинои формы лвшr-
ет(;Л t.:имметри ч:е(;кой. Верно и обратное утверждение: e(;JIИ 

мс1трица Н бю1инейной форма- Ь(у 1 х) t.:имметри 'iеt.:кс1л, то и t.:а.­

ма бю1инеЙнс1Л форма (;Имметри'iе(;кал. Это (;Jlедует из равенt.:тв 

Ь(х 1 у) = :~;тВу = (:i;тBy)r =yrBrx = yr Вх = Ь(у,х). 

Итс1к, длл t.:имметри 'iноt.:ти бю1инейной формы необходи­

ма и достато'iна симметри 'iность ее матрицы. Отметим, 'iTO 
есди бю1инейна-.~:1 формс1 имеет t.:имметри'iеt.:кую мс1трицу в од­

ном бё13и(;е, то ее мс.1,трицс.1, будет (;имметри 'iеt.:кой и в шuбом 

дру1·ом бё13и(;е. Сду'iа.Й ко(;имметрич:е(;кой билинейной формы 

аналогич:еа. Длл того ч:тобы билинеЙнёLЛ форма была коt.:оt.:им­

метрич:еt.:кой, необходимо и ,цоt.:татоL1но1 Lrтобы ее матрица в 

кс1ком-либо бё13иt.:е былс1 КО(;О(;Имметри'iеt.:кой. 

Теорема 8. 7. Длл любой квад;рс.1,ти ч:ной формы / ( х) t.:у ­

щеt.:тв уе·1'~ и нритом единственнал1 t.:имметрич:ескм бюrинейнс1л 

форма. В ( х 1 у), ,цлл которой j' ( х) = В ( х, х) длл любого векто­
рс1 х. 
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• Выберем нрои.зводыiыЙ бази.L; е и. зсJ..ни.шем в lieм мсLтри.­

цу А квсLдра.ти. 'i.liOЙ формы f' ( х). Dи.Jlи.lieЙlicJ..Л формсL Ь( х, у) с.: 

с.:и.мметри. ч:еL;кой мсLтри.цей А в этом же бсJ..зи.L;е яru1яетL;л (;И.М­

Мl;трич:l;L:кой и п:орОЖДёJ..[;Т КВёLДрёLТИ'iНУЮ форму f' ( х) (; той Жl; 
мсtтри.цей А. i->aзliыe с.:и.мметри. ч:еL;ки.е би.Jrи.lieЙliыe формы норо­

ждсLют квсLдрсLти.ч:ные формы с.: разными мсLтрицсJ..ми.. ЗнсJ..ч.ит, 

НИКёJ..КОЙ КВёLДра,ТИ. ч:ной форме не MOI 'Y Т (;OOТВе'l'(;'l'ВОВё:1,ТЬ две 

различ.ньш с.:и.мметри. ч:ес.:ки.е билиliеЙные формы. • 
Замечание 8.2. llo квс1,дрсLти. ч.ной форм(; с.:OO'1'вl;тt.:твую­

щс1,н. ей би.ли.неЙliёJ..Л форма, JШI'KO BOL:(;'l'a.lia,BJlИ.BcJ..eT(;Л, нри. этом не 

нужно при.бега.ть к за.пи.t.:и фуакци.й в ксJ..ком-ли.бо бази.с.:е. !->с1,t.:­

с.:мотри.м фу liкци.ю 

Это би.ли.неЙноЯ t.:и.мметри. ч.еt.:ка.я формсL, ч.то L;ледует и.з ее 

зс1,11и.t.:и. в нрои.звольliом бази.L;е; 

Ь(х,у) =0,5((х+у) 1,А (х + у)-х1'Ах-у·1,Ау) = 
:г :г :г :г :г 

= О,5(х Ау+ у Ах)= О,5(х Ау+ (у Ах) ) = 
:г :г:г, :г 

= О,5 (х Ау+ х А у)/'2 = х Ау, 

1 ·де А - мс1,три.цс1, квс1,дрс1,ти. ч.ной формы f" ( х) в этом же бази.t.:е. 

llpи. этом 

Вопросы и 3адачи 

8 .1. НсLЙди.те рс1,н1' квсLдрс1,'1'и. ч.ных форм от трех 1шремеliных; 

с1,) х2 + у2 + 2xz; б) '2ху + '2xz + '2yz; в) (х + У? - (х -у - z?; 
1 ·) ( :с - у - 2z?. 

8.2. llри.веди.те к кс1,нони.ч.ес.:кому ви.ду методом Jlc1,1·pc1,н-

жс1, t.:ледующи.е квс1,дрс1тич:ные формы от 

с1,) х2 + 2у2 + 2xz + 2yz; б) 2ху + 2xz + 2yz; 
+2xy+2xz. 

трех неременных; 

в) х2 
- у2 + 2z2 + 
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8.3. llри.веди.те к Ю.:ЫiUНИ. '--lес.жuму ви.ду нри. llUMUЩИ. upTUl'U­

IO:\,JIЬHUl 'U нреuбра30Ва.НИ.Л l:JШДУ ющи.е квсtдрсtТИ.'--lНЫе фuрмы от 

двух ш~peмeJ:iJ:iЬix; ct) х2 + ху + у2 ; б) ху; в) 2х2 + 'Jy2 + 2ху. 

8.4. Ксtкой pctHL' может и.меть 110Jюжи.те.11ьliu 011реде.1шннсLЛ 

квсtдрсtти. 'iJ:icLЛ формсt от п нepeмeJ:iJ:iЬIX'! 

8.5. Онредел.и.те ти.11 l:Jiед;ующи.х квсtдрсtги'iных фuрм uг 

двух неременных; ct) х2 - ху + у2 ; б) 2ху; в) х2 + 4ху + 4у2 . 

8.6. К.всtдрсtти. '--lJ:icLЛ форма. от двух неременных и.меет .вид 

ах2 + Ьху + су2 1 т.е. ЛВJIЛеТ(;Л KBa.ДpcLTJ:iЬIM тpeX'iJШJ:iOM ОТJ:iО(;И.­
тедЬJ:iО дюбой и.:з неремt:Шliых. Ксtк ти.11 квсtдрсtти. 'iJ:iOЙ формы 

(;.ВЛ3ёtJ:i (; ДИ(;КрИМИНёtНТUМ ЭTUL 'U KBёt,LJ,pёtTHUL 'U трех 'iденсt'! 

8. 7 . НЫЯ.(;J:iИ.Те, ЛВJIЛЮТ(;Л JIИ. llOJIOЖИ.TeJIЬHO онредедеJ:iНЫМИ. 

l:Jшдующи.е квсtдрсtти. 'iJ:iЬie фuрмы uт трех неремеliных; ct) х2 + 
+ у2 - z 2 + 2ху + 2х z + 2у z; б) ху + х z + у z ; в) х2 + у2 + z 2 + 
+ 2ху; 1') х2 + у2 + z2 + ху + xz + y z. 



9. КРИВЫЕ И ПОВЕРХНОСТИ 
ВТОРОГО ПОРЯДКА 

9 .1. Поверхности второго порлдка 

1--\ы;t.:мотµим 11,·инейгше ap'Uфмemuч,ec:r,;ue npuc:mpuнc:1nt>u IRn 7 

явдяющееl:я et>r,;11,·udut>ым npuc:mpuнc:mt>uм t.:o с:rпинdиртным с:r,;и-

11,,)(,рным npu'U;зt>edeн'Ueм; 

1-де х = (х1 1 ••• , Хп) 7 у = (у1 1 ••• 1 Уп)- Ber,;mupы из IR3 иди ~ i 

можliо µс1,t.:t,;мс1,тµивс1,ть кс1,к t'еометµи 'iеt.:кие вектоµы в 
11 
тo'ie'i­

liOM \, тµexмef-)liOM llf-)Ol:'l'f-)cilil:TBe ИJ!И t.:001·вeTl:'l'BeliliO дву мef-)liOM 

нµot.:тµctlil:твe (шюt.:коl:ти). Зафикt.:иµо.всt.в в тµехмеµliом нµo­

l:Tf->cilit.:твe TO'iKY1 мы можем t.: 'iИТёiТЬ ее (.:Tcl,liДcl,f-)TliЫM lia,'ic:\.JIOM 

Ю:tЖДОL'О вектоµсt, а, TOL 'Дёi КёiЖДёiЯ TO'iKci llf-)Ol:Tf-)cilit.:TBci онµеде­

J!ЛеТt.:Я кс1,к конец некотоµоt'О 1·еометµи'iеl:кОL'О вектоµсt. 

Эту ГО'iКУ зµеliил можliо обобщить lict динеЙliое сtµифмети­

'iеt.:кое Hf->Ol:Tf->a.lit.:т.1:ю нµоизводьной ризмернuс:rпи. Нектоµы в 

~п будем 'l'µактовать как то'iки. Некотоµую фикl:иµоваliliУЮ 

то'iку И (дµугими l:Jювс1,ми 1 .вектоµ) и uри~uнuрмирut>инный би­
;з ·ис: е в !Rn шt.зовем nря.моу~о.л,"t>nой сисrпе.мой коордипат 
в ~п 7 го'-lку О - пач,а.л,о.м системы коордипат. К оорди­

пата.ми нµоизвОJlЬliОЙ mо'Чtки М ( это тоже вектоµ из IR'i) в 
этом llf->Ol:Гf->cl,lit.:Tвe liа,ЗОВем кооµдинс1,гы век·гоµс1, М - О OTliO­

l:итeдьliO ба,3иt,;с1, е. 

ПµиведеliliОе обобщеliие нозводяет t.: едиliых нозиций аliс:\.Jiи­

зи.µовс1,ть 1 ·еометµи.ю шюt.:коt.:ти и тµexмeµliOl 'O нµоt.:тµс1,lit.:твс1, . 

Olio также нозводяет дать 1·еометµи.'iеt.:кую Иliтеµнµетаци.ю liе­

кот'оµым объект'ам аµифмети'iеt.:кого пµоt.:тµсtнl:тва. Нсtпµимеµ1 
V V V 

мliожеl:тво вL:ех µешеliи.И одноµоднои L:иL:темы J1инеиных с:\.JП'е-
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бра.и. '--lеl:ки.х ypa.вlieliи.Й <..: 1'еометри:'--lе<..:кой то'--lки: зреliи.л 11ред­

<..:та.ВJ1лет <..:обой д'U'Н,r:;й,н,ur:; nudnpuc:mpaн,c:nизu а.ри.фмети. '--1е <..:кО1 'О 

нро<..:тра.1:i<..:тва. <..:оответ<..:твующей ра.Змерliо<..:ти:. А '--lем <..: 1'ео-
V V 

метри. '--lе<..:кои то'--lки. зреliи.л я.вJ1лет<..:л. мliоже<..:тво решеliи.И 1:ie-
OДliOpOДliOЙ <..:и:<..:темы'( Ка.к нред<..:тсtви.ть мliоже<..:тво решеliи.Й 

аJн ·ебрсtи. '--lе<..:ко1 'О у pctвlieliи..Н второй <..:тенеliи., е<..:ди. нepeмeliliыx 

в этом урсtвнени.и. '--lетыре иди: бодьше'! 

Определение 9.1. Поверхностью втора-го порядка 

в ~п на.Зывсtют множе<..:тво ТО'--lек х Е: ~п, коорди.нсtты х = 
l ' = (х1 ... x,i) которых в данной 11ря.моу1·одьной <..:и.<..:теме ко-

орди.нат у довдетворлют уравнени.ю 

п 

Laiixf + 2 
i -l 

п 

Е Щj:СiХj+2Еь1,;х1,;+и=О, 
l~i<j~n k-l 

(9.1) 

1 'де Ui j, Ь1,; , с; - деЙ<..:тви.теJ1ьные коэффи.ци.енты, нри. '--lем хотл бы 

оди.н и.з коэффи.ци.ентов Ui j, l ~ i ~ j ~ п, отди. '--lен. от ну J1л . 

Замечание 9.1. llоверхн.о<.;ть второго норлдксt в IR'i нри. 
п = 3 нредl:тавдлет l:обой обы'--11:iую новерхliо<..:ть в 11ро <..:трсt1i<..:тве 1 
а нри: п = 2 - кри.вую lict шю<.;ко<..:ти.. 

Ураш-1ени.е (9. l) у доб но зани.<..:ывать в матри. '--lн.ой форме, 

LШJlёtl'i:LЛ Uij = Uji нри. i > j и. (;ВОДЯ. Bl:e кuэффи.ци.еliТЫ Ui j в 

<.;и.мметри. '--lе<..:кую матрицу А = ( ai j) норлдка п, а <..:дагаемые Ь1,; -
. т 

в <..:тодбец Ь = (Ь1 . . . b,i) : 

т 'I' 
х Ах + 2Ь х + и = О . (9.2) 

.1:3 девои '--lсt<..:ти. уравнен.и.я. (9.2) <..:Jlёtl'cteмьш е<..:теl:твенным 

обра.Зом ра<..:11аJ1и.<..:ь на три. L'рунны. llервал 1'ру1111а нред <..:та-
т 

ВJ1я.ет l:обой кваdратич,nую фирму х Ах от коuрди.1нtт то'--lки.. 

Ее liа.Зывают квадрати·ч,ной фор.мой поверхности (9.1) 
( кр·ивой при п = 2) вrпоро-го порядка. Втuрм группа пред­
<.;тсtвJ1лет <..:обой ди.нейные <.;да1 'сtемые. Ее можliо трёtк1·ова.'l'Ь 
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как KOOpДИ.liёi'l'liYIO 3ёi11И.lЪ у Д1Юelili01'0 l:Кё::\.llН:pliOl'O нрои.звед,еliИ.Н. 

вектора Ь со LТОдбцом коордиliат Ь на вектор х со столбцом ко­

орди.liат х. Третья 1·ру1111а в левой '1асти. (9.2) 11редставJШliа 

одliи.м С.11ш ·аемым с. 

9.2. Изменение системы координат 

llусть даliы старая прхмuусuл.,ь'Нtих c:'UC:m,eмu кuupd'U'Нtum, со­

стоящая и.з uprnu'Нtupм'UpUf>U'Нt'НtUcu бuз'Uc:u Ь = (Ь1 ... Ьп) и. ее 

'Нtичил.,и в то'-!ке Ь[), и. !!Овал си.стема коорди.liат , состоящая и.з 

ор l'OliOpми.poвaliliOl 'O баз и.са С = ( С1 . . . Сп) И. liёi'iё::\.llёi С[). t>ас­

смотри.м нрои.зводьliую rriu'Ч,KY х с кuupdш{umuм·u хь и. Xr: соот-
V V 

ветственно в старои и новои си.стемах коорди.нат. 

Из онредеJШliИ.Я коорди.liат ТО'iКИ. в IRn и.меем соотliошеliи.л 

Х - С[) = CXr;, 

llµи.µавliи.вая выµажеliи.я ддя х, 11оду'iаем 

Ьхь + ь[) = CX r; + С[). 

llусть И - мump'U'IJrU n epexudu и.з oµтoliopми.µoвaliliOl'O бази.­

са Ь стаµой си.стемы кооµди.liат в орто!iорми.роваliliЫЙ бази.с с 

новой системы кооµди.щtт. Тогда И - upтnucu'Нtuл.,ь'НtaJ{, мamp'U'U;U 

( см . теорему 7.5) и. с = ЬИ . llодставдяя это 11µедстаВJiеliи.е ддя 

с в paв~liCTBO (9.3), lii:LXOДИ.M 

Ьхь + ь[) = ьи Xr; + С[), 

ИJIИ. 

Ь(хь - И xr:) = С[) - Ь[) . (9.4) 

Kuupdunarnы f>r::.кmupu С[) - Ь[) oтliocи.т~Jiьlio бази.са Ь 11µ~д­

ставJ1яют собой КОО.[.>ДИ.liёiТЫ ТО'iКИ. С[) ( lia.'iё::\.IIa liOBOЙ СИ.С'l'емы 

кооµди.liат) отliоси.тедьliо стаµой си.стемы коордиliат, которые 
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мы обознс:t.'-lи.м '-1.ерез c;u,1>; cu - bu = bc;u,1> • С у '-1.етом это1 ·о рс:t.­

вен<.;твс:t. ареобµсLЗуем аµс:t.вую '-1.с:t.<.;ть (9.4); Ь(х1> - И xr.J = Ьс;u,Ь• 
От<.;юдс:t. <.;J1едуе'1' , '-1.ТО 

(9.5) 

Соотношение (9.5) 11редL;тс:t.ш1я.ет L;Обой формулу нреобрсLЗо­
вс:t.ни.л кооµди:нс:t.т нµи. и.зменени.и. L;ю.:темы кооµди:нс:t.т. 

Et.:J1и: иu,1> = О, т.е. нcLч.cLJ1c:t. L;таµой и: новой L;ИL;тем кооµдинат 

L;овнада.ют, тu пµeuбµcLЗuBa.llи.e кuuµдина.т при.!iи:ма.ет ви.д 

Х1> = Ихс, (9.б) 

Н дву меµнuм L;ду '-1.а.е аµи. дu11uлни.теJ1ьнuм уL;дuви.и. det И = 1 
ареuбрсLЗuвс:t.ни.е (9. б) аредL;'l'с:t.вля.ет L:uбой аовоµuт L;И.L;темы ко­

uрди.нс:t.т вокруt' неаuдви.жнUt'U нc:t.ч.cLJ1c:t. L;и.L;темы кuuрди.нс:t.т. Н 

тµехмеµном L:дуч.с:t.е аµи. тuм же уL;Jюви.и. det И = 1 этu аµеобµс:t.­
зuвс:t.ни:е лшшетL:я. llUBUf)UTUM (.;И.(.;Темы KUOf)ДИHcLT BOKf)Yl' неко­
тuµuй u<.;и. 1 нµохuдя.щей ч.еµез нс:t.ч.щю кuоµди:на.т. 0<.;ь аовоµuта. 

uаµеделя:ет<.;я: cuбcm,fЗennым fЗектuрuм ма.тµи.цы И <.; cuбcmfЗen­
nым ;зnu'чеn 'ием 1. Et.:J1и. det И = - 1, тu аµеuбµсLЗuва.ни.е L;И.(.;'l'емы 

кuорди.нс:t.т кµuме auвoµuтc:t. включ.с:t.ет аµеuбрсLЗuвс:t.ни.е L:и.мме-
V V 

тµи.и. UTHOL:И.TeJlЬH() некuтuµuи ШЮ(.;К() (.;ТИ. и.ли. L:ВUДИТ(.;Л к uднuи 

t.:и.мметµи.и.. 

Пример 9.1. llµеuбµсLЗовс:t.ни:е <.;и:t.:темы кuоµди.нс:t.т L: мс:t.тµи.­
цеи 

- Slll (f 
t;U~(f 

l) 

(.;()(.;Т()И.Т в auвupuтe HcL Yl'UJl 'Р BUKf)Yl' тpel'Wl'U вектuµс:t. И.(.;XUДHU­

l'U бсLЗИ.t;сL и. llOL:JteДy ющей t.:и.мметµи.и. ()ТН()(.;И.ТеJlЬН() ШЮ(.;К()(.;ТИ. , 

кuтuµои 11c:t.µcLJ1J1eJ1ьны аеµвые двс:t. вектuµс:t. ( аµи. нuвuµоте этс:t. 

шюL;кUL:ть аеµейдет в t.:ебл). # 
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llo ашt.1юги.и. t.; двумерl:iым и трехмерным L:JIY чалми уL:Jювно 

1:iа3овем замеl:iу (9.о) нри. 11рои.зводь1:iом п поворотом систе­

мы коордипат в t.;ду'-1ае det И = 1 и. поворотом системы 

коорд,ипаrп с оrпражеn'ием ( симмеrnр'ией) в L:J1y 'i.ae det И = 
= -1. Hвeдel:il:iьre терми.1:iы y t.;JIOBl:iЫ нотому 7 'i.TO в п-мерl:iом 

11pOt.;'l'pa,1:i(.;TBe нри. п > 3 теря:етt.;Л l:ia.l'JlЛДJ:iЫЙ (.;MЫL:Jl 1101:iЛТИ.Л " 110-
1:юрот ·~ . 

EQIИ .в преобра3о.ваirии (9.5) матрица И л.вллетt.;л едиirич.ной, 
т.е. И = Е1 то t.;тарал и. 1:iОвал t.;и.t.;темы коорди.1:iат и.меют оди.1:i 

и. тот же ор·1'01:iорми.рова1:iный 61:1.311.t.;. Н этом t.;ду'-1ае нреобра3о­

вани.е координат и.меет ви.д 

ХЬ =Хе;+ (;О Ь· 
' 

(9.7) 

V 

11epe1:iOt.; t.;и.t.;темы коорди.1:iат, нри. котором 1:iа.11равдеl:iи.л Оt.;еи 

коорди.нат не и.змеl:iлютt.;я:. Н общем t.;дy'i.ae (нри. п > 3) 11ре­

обра3овсtl:iи.е (9. 7) мы также будем 1:iа3ыват.ь nара.л.ле.лt,пым 
nерепосом С'uстемы коордипат. 

Любое 11реобра3овсtl:iи.е коорди.нёtт ви.дсL (9.5) можно нред t.;тёt­

ви.ть кёtк ноt.;дедовёtтед.ьl:iое нри.меl:iеl:iи.е двух 11реобра3овсtl:iи.Й 

х' = И Хе и. хь = х' + (;о ,ь , которые 031:iа.'i.ают 11араш1едь1:iыЙ нере-
v V 

J:iO(.; И.(.;ХОДJ:iОИ (.;И.(.;Темы коорди.1:iа.Т В TO'i.KY С И. 110(.;дедующи.и ее 

новорот (возможl:iо, t.; отрёtжеl:iи.ем), 011реде.11лемый мёtтри.цей И. 

9.3. Упрощение уравнения 
поверхности второго порядка 

Оди.1:i и.з 110.цходов к а.1:iаJ1и.зу пuверхнuст:и вmupu;;,u пuряд­

·ка в ~_п, ЗёtДctl:il:iOЙ ypёtвl:iel:iи.eм (9.2), t.;Оt.;тои.т в нодборе тёtкой 

прлмuу;;,uл,ь ·,..,,uй С'Uсmемы r,;uupд-uнarn, в которой ура.внеl:iие нри.­

ни.мает нёtи.более нроt.;той ви.д. 

Измеl:iеиие t.;иt.;темы коордиl:iёtТ нри.води.т к нреобра3ованию 

иt.;ходных r,;uupdш-tarn х тu·ч_,·к·и к ее новым координатам у но 

формуде 
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L'Д~ Yu - коордию:tты 'Н,UЧUJt,U liОвой прямиуё-и1~,:,'Н,Ий с·исmf:.мы ·ки­

ирdн,Нtаm отliut.:ит~дьш> t.:тcipuй ( t.:м. ( 9 .5)), ci И - ирrrt,Иё-И'Н,UJ(,Ь'Н,UЛ 

мат.,р·шца. llpи этом нр~обрёiЗОВсiliИИ ypciвli~liи~ (9.2) трсilit.:фор­

мируетt.:л к виду 

(Иу + Yu)r А(Иу + Yu) + 2br (U y +yu) +с;= U, 

ИJlИ 

Ypciвlieliиe (9.8) 11окёiЗывсiет1 '!ТО паралJt,еJ(,ьный перенис с·исте­

мы r,;uupd'U'l1,am (в этом r.;.т1у'!с1е И= Е) tle измеliлет 'Кf>аdрат.:ич.,ний 

фирмь~ nиf>epX'Н,ИC:m'U f>rriиpuё-u пирлdка. KвciдpciTИ'iliciЛ формсi 

11оверх1iоt.:ти 11реобра,3уе1't.:Я. 110 общему 11рсiвиду (8.4) 11реобрсi­
зовсiliИЛ квсiдрсiти 'iliЫX форм 11ри зctмelie базщ;а. 

Нс1ибодее еt.:теt.:твенный t.:11ot.:oб унрощенил урсiвненил (9.2) 
бёiЗируетt.:л Нс:\. 11р~двсiрит~1ьном 11реобрёiЗовс1нии квсiдрс1ти '!ной 

формы 11оверхноt.:ти. Со1'дсit.:но теореме 8.2, t.:ущеt.:твует новый 
ирm,И'Н,Ирм·ириf>а'Н,'Н,Ь~й баз·ис:1 в котором Кf:>аdрат.:и·ч.,'Н,аЛ фирма 

им~ет каНИ'Н,'UЧf:.ск·ий f:>'Ud. Этот бёiЗиt.: t.:оt.:тоит из сибсrnf>еннь~х 

f:>ектириf> маrnр'U'ЦЫ А Kf:>adpam'U'Ч.,НtИй фирмы, ЗcillИL:ciHliЬIX в иt.:­

ходном ортонормировсililiОМ бёiЗиt.:е. Мсiтрица. нереходсi от t.:Tci­

poL'O ортонормирОВёiliНОL'О бёiЗИ(.;ёi к liOBOMY ортонормирОВё:\.НliО­

му бсtзиt.:у лвJпrетt.:л opтOL'OliciJiьlioЙ. Измеliлл, есди liеобходимо, 

lictllpciвJШliиe OДliOL'O t.:oбcтвeliliOL'O векторе:\. lici 11ротиво11одожliое1 
V V 

можliО С'iитсtть, '!ТО онределитедь этои opтo1'0liciJIЬliOИ мсtтри-

цы 11одожите.1Шli и 11отuму pciвeli едиliице. З!iа.'iит, t.:уществует 
V V 

ТсiКОИ 11,(Jf:',(JpUm ИL:ХОДliОИ L:Иt.:темы коордИliёiТ, '!ТО КВёiДрёiТИ 'i-

liciЯ. формсt LlOB~pX!iOL:TИ (9.2) в liOBЫX 11epeмeliliЫX будет иметь 
KciliO liИ 'ie L:КИИ ВИД. 

llyt.:ть Yl, ... , Уп - liОвые координа.ты, в которых квci­

дpctTИ 'ilictЛ формсi 11оверх1iости (9.2) имеет кctliOliИ.'ieL:кий вид. 

Hct'ic:\.JIO L:иL:темы коордиliсtт нри этом lie измешrетt.:л, и нреобрсt-
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30Bc\.J:i.1:i0~ yµa.BJ:i~J:i.И.~ (!J.8) llOB~I-->XJ:iO(;TИ. (;ВОДИ.Т(;Л к (;JШДующ~му; 

п п 

L>чyf + 2 LdjYj +с= 01 (!J.9) 
i --'l j-l 

т т 
L'Д~ (d1 ... d,i) = d = И Ь, а. Лi , i = 11 п1 нр~Дt;Тс\.ВJLЛЮТ t;О-

бой с:uбс:rnf>е'Н,Н,Ые З'Н,UЧF:'Нt'UЯ ма.т'ри.цы А ква.дра.т'и'iной формы 

пuв~рхнut;ти, t;uuтв~тt;твующи~ в~ктuра.м нового upтuнupмиpu­

Ba..l:i.l:iOL 'U бо..3.И.(;а,, Да.11ь.1:i~Йш~~ Ullf)~Д~JlЛ~'lTЛ ВU3МОЖJ:iЫМИ. 3.1:iа.'Ш­

J:i.И.ЛМИ. Л.i и. di . 
Ддл. Кс\.ЖДОL'U 3.1:ic\.'i~J:i.И.Л И.J:iД~К(;с\. i 1 i = 1, n , BU3MUЖ~J:i ОДИ.J:i И.3 

'i~'l'ЫI->~X t;дy'ia.~B; 

1) Лi I О, di I О; 
2) 
3) 

4) 

Л - -1- Оd·= О· i r , i , 

Лi = О, di I О; 

Et;J1и. р~а.11и.зу~т1_;л t;JIY 'iа.Й 4), то t;Оотв~·1ттвующм н~р~м~н­

нм Yi вообщ~ .l:i~ вхuди.т в ура.вн~ни~ и мы им~~м 1_;луч:а.Й 

ци.11,·ипдр·и·ч,еской noвepxnocrnu в !Rn (при. п = 3 та.км нu­
в~px.1:iOt;'lЪ д~й1_;·1'ви.т~1ыiо лВJ1л~т1_;л ци:ди:.1:iдр и. 'i~t;KOЙ [ III]). Н 

Ot;Ta./IЬJ:iЫX (;JlY'iaЛX Дc\.Jlbli~Йш~~ унрощ~J:iИ:~ у pa.BJ:i~J:iИ:Я ( !) .9) (;ВО-
V 

ДИТ(;Я к унрuщ~нию вида. JlИ.ll~ИJ:iЫX L:Jla,Гa,~MЫX. 

Еt;ли: в уµа.в.1:i~.1:iи:и: (!J.9) для i-й н~µ~м~.1:i.1:iОЙ Yi µ~а.11и:зу~тt;л 

(;JIY 'iа.Й 1) 1 ТО LIO ЭТОЙ LI~p~M~J:i.l:iOЙ МОЖ.1:iО ВЫД~lИ:ТЬ LlOJlliЫЙ 

КВс\.Дf)с\.Т; 

' i 
i ( di ) i d -Л - у- +2d-у-=Л - у - + - __ i 

i i i i i i Л.i Л.i . 

llot;JШ nupUJ/,J/,f:,J/,1:J'ftUё-U nepe'Нtuc:u с:ис:rпемы r,;uupdu'Нturn 

ЭТОТ t;ду'iа.Й (;J:ЮДИТ(;Л К t;дy'ia.IO 2). 
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l--\~i;t.11и.зуем вt.:е таки.е 11api;t.11дeJ1ыiыe нереш)t.:ы и. 1 е t.:ди lieuбxu­

ди.мu1 и.змеliи.м нuрядuк 11epeмeliliЫX (этu paвliut.:и.дьliu нереt.:та­

liОвке векторов в бази.t:е). То1 'да ypaвlieliи.e новерх!iоt.:ти. ( 9 .9) в 
liUвыx нepeмeliliыx z 11ри.ме1· ви.д 

,. 
(9.10) 

i -1-+l 

1 ·де нараметр ,,. оаредедлет коди. 'iеt.:тво 11epeмeliliыx1 ддл кото­

рых pei;t.ilИ.30Bi;t.ll(;Я L:JlY 'ictЙ 2) ( ВО3МОЖ1i01 llOL:Jle выдедеliИ.}i llOJlliO­
L ·о квадрата и. t:оответt:тв у юще1 ·о 11api;t.11JШJ1ь1io1 ·о нepe!iot:a). tl 
OL:Ti;t.llbliЫX t;дy'ictЯ.X pei;t.ilИ.3 уетt:л L:Jiy'iaЙ 3) ( llOt:Jle aepet:TctliOBKИ. 

и.liдекt.:ы от r· + 1 до 8) иди L:JIY 'ictЙ 4) ( и.liдекt.:ы от 8 + 1 до п). 
EL:J1и. 8 = ·г 1 тu L:J1y'ia..Й 3) lie вt.:тре'-lае1·t.:я и. в ypaвlieliи.и. (9.10) 

ди.liеЙliые t:JlctL'aeмыe будут отt.:утt.:твовать. llpи. 8 > ,,. + 1 t:ду'iаЙ 
3) реi;t.11и.зуетt:.н дд.н liеt.:кuдьки.х нepeмeliliЫX. Тщ·да liеuбхuди.м 

донодliи.тедьliыЙ 11овuро·1· 1 который ареобразует t:и.туаци.ю к 
L:J1y'iaю 8 = 1· + 1. Этот новорот t:води.тt:л к замеliе нepeмeliliЫX 

z,.+ 11 ... 1 z!j liовыми. неремеliliыми. z;-+l 1 ••• 1 z: 1 нри. которой 

!j 

z;.+1 = L d[zi i d[ = , di 1 i = r·+ 1, 8, 

i-г+l 

, ~(t (d[)i(/\ (lШ} 
i-г+l 

а ot:Ti;t.ilbliыe нepeмeliliыe нодби.раютt:л так1 'iтобы t.:оответt.:тву­

ющая: замеliа нepeмeliliЫX и.меда upтu1'Ulii;t.1IЬliYIO матри.цу И'. 
Эта матри.ца нри. yкaзctliliOЙ замеliе нepeмeliliЫX и.меет бдO'-lliO­

ди.a1·olii;t.1Iьliyю t.:труктуру: 

и' = ( ! о V 
о 

о) о 1 

Е 

в которой бдоки l!J нредt.:тавдлют t:обой едини'-lные мат·ри.цы 

норя.дков ,,. и. п - :::; , а бдок V норлдка :::; - ,,. отве'-lает Ш:~pe-

мeliliЫM Zг+l1 ... 1 z!j И. ДOJlЖeli быть opтOL'Olii;t./lbliOЙ матрицей. 
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Эдемеliтами 1шр1ю1'О t;тодбца в этой матрице лвдлютt;л 'iИt;Jia 

d:.+u .. . , d;*. Та.кую матрицу можliо ноt;троить, взлв век­

тор ( d;.+ 1, ... , d;) из ( ~ -·г )-мr:у1-ю,:,и .л,-unr:йгю;:,и арифмr:т·и·Ч-r:r:ки­
~и npur:rnpanc:mвa и до110J11iив е1'О в yкaзal:iliOM нpot;тpal:it;'l'Be до 

OpTOliOpмиpoвaliliOl 'O базиt;а. 
Итак, ноt;де выдеденил квадратов и выгшлненил парс:1..71дель-

1iОl 'О нepeliOt;a мы можем, et;JIИ liYЖliO, BЫlIOJlliИTЬ ДОНОJ!liИТедь-

1:iЫИ новорот так, '!ТО в кolie'iliOM t;'teтe уравнение 11оверхноt;·1'и 

(9.2) нреобразуетt.:л к виду 

(9.12) 

в котором ·,- > l) (доджliо быть хотл бы одно t;Jtat'cteмoe вторОt'О 

норлдка) , а коэффициент d;\1 может быть liУJШвым. 
Et;Jrи d;.'+1 -1, О и h -1, О, то еще ОДl:iИМ нapa..JiдeJIЬliЫM нерено­

t;ом, который определлетt;л заменой переменного Zг+l по фор­

муде 

' h Zг+l = Zг+l + -d" , 
,·+l 

можliо 
1
, убрать;~ t;J1ct1 ·aeмoe h. У 'iитывая., '-ITO yмlioжeliиe урав­

нения. на нроизводьное нену девое 'iИt;JIO не менлет 11оверхноt;·1'и , 

мы 3ё:\.КJIЮ'iа..ем, 'iTO Иt;XOДliOe ypa..Blieliиe (9.2) нутем 3a..MeliЫ (.;И­
t;темы координат 11риводи·1тл к одному из t;дедующих видов; 

(9.13) 

1:3 нредt.:тавдеliия:х (9.13) нараметр ·,- я:вдя:ется. ран.,~им ·ква­

dраm/u-Ч-nий фирмы новерхноt.:ти второ1'О норлдка, который не 

~ }>о.,венсrво (9.11) пред,сr;;t.вл»:е1' собой первое и3 уrо.,внений переход,о., or 
н.ово1 'О бо.,3.1:1со., к П'а,рому, которое pec:\Jl.1:13 yerc»: обро.,1'н.ой мо.,rри.цей V - l. 
З1:Ш'iи1·, аерtщ» и·роко., мю·µи.цы v- 1 cocroиr и.3 коэффициен.rов в (9.11), 

r 
и.о v-1 = V , r.e. нерщщ сrµоко., В v-1 »:вmrerC}l 11ервым столбцом В V . 
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3а.J3и.t.:и.т от llыбора t.:и.t.:темы коорди.1:iат и. ар.и. 011.и.t.:a.liliЫX 11pe­

oбpa30llaliи.я.x lie меliлетt.:я.. В нерllом и. llтором (;JIY ч.ае patl1' 

может и.меть дюбые 31:iач.еliи.л от 1 до п1 J3 ноt.:Ш:Щliем t.:лу ч.ае 

·г < п1 т.е. этот t.:луч:ай во3можен длл поверхноt.:ти второго по­
ря.дка t.: 6Ырuжdе1-1;J-юй К6иdрит·ич,нuй фuрмuй. 

Ypa.131:ietlи.л (9 .13) 1 к одtlому и.3 которых нри.llоди.тt.:л у ра.131:iе­

ние п.рои3волы10Й поверх!iоt.:ти второго порлдка в !R'ь 1 Rа3овем 

уравнеп·и.ями канони·ческо-го вида, а переменные1 в кото­
рых OliИ. 3а11и.<.;аtlы, - канони'Ческими. 

9.4. Примеры 

Oни.t.:a.liliЫЙ llыше нроцеt.:t.: у 11роще1:iиЯ урё:Шliеliи.Л nuвepxнu­

c:rn·u 6rnupuё,U rwp.лr}r,;a 6 ~п реа.11и.3уетt.:н и. ДJIJI кри.llых 13торо1 ·о 

норлдка tla llJIOt.:KO(.;TИ., И. ДJIЛ llOllepxtlO(.;TeИ J3'l'Op01'0 норя.дка J3 

11pot.:тpa!it.:Tlle [III]. Ра<.;<.;мотри.м этот нроце<.;t.: lia ко!iкретliых 

примерах. 

Пример 9.2. llpи.lleдeм к кинuн'Uчес:кuму 6'udy урu6нен·ие 

кµи.llои 13тоµо1·0 ноµя.дка 

(9.14) 

выни.шем вt;е и<.;11одь3оваliные 11реобра3оваliия. и 110t.:троим эту 

криllу ю J3 и<.;ходtlои <.;и<.;теме коордиtlат . 

К 6uсiраrп·ич,наЯ, фирма криllоЙ имеет llИД 14xf + 24x1xi + 
+ 2lx1 1 а миrпр'U'Цей ::nnuй К6иdрит.:ич,нuй фирмы Я.llд.я.етt;л 

А= ( 14 12). 
12 21 

Чтобы liа.Йти upmuё,UHUдt.>'/--1,Ut:. преuбра~uви'Н:ие1 11ри.1:ю,ця.щее 

кllадратич.liую форму кривой к КUН,U'/--1, 'UЧескuму 6'udy, 13ы11ишем 
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Л '!. - 35Л + l5U = U 

и ю1идем е1'О коµни; Л1 - 3U, Л'l. = 5. 
!->с1.,нг мс1.,тµицы uднuµuднuй L:ИL:темы лин~йных ё1.,ЛГебµс1.,ич:е­

LЖих урс1.,внений (А- ЛЕ)х = U нµи Л = Л1,'l. µс1.,вен единице, и мы 
можем в (.;И(.;теме О(.;'1'с1.,вить тодько одно у µс1.,внение - неµвое; 

(14 - Л)х1 + l2x'l. = U. СuбL:'I'В~н:н:uму 3нс1.,ч:~н:ию Л1 = 3U L:uuтвeт­
(.;'l'BY~l' еrJин.'U'чн.ый с:uбс:rпвен.н.ый ве'кrпир 

l (3) е1 = 5 4 ' 

с1., А'!, = 5 - ~дини 'iНЫЙ L:U6(.;'1•в~liliЫЙ в~ктuµ 

l (-4) е, - -
'!. - 5 3 ' 

V V 

кuтuµыи в дву м~µliuм (.;ду 'io.,~ нµuщ~ 1iс1.,ити и3 уL:Jювин. uµтu-

ГOН:cJ.,JIЬliOL:TИ в~ктоµу е1, т .~. нут~м неµ~L:ТсJ.,tlовки кооµдин:с1.,т 
V 

вектоµс1., е1 и и3менеliия. 31icl.,Kcl., у ОДliОИ и3 кооµдин:с1.,т . 

И3 нс1.,йденных r,;uupd'Uн.urn L:ОбL:т.13-енных вer,;rnupuв L:ОL:тс1.,вдл­

~м мarnp'U'llrY ирm,Иё,ИН.UJ1.,t,Н.Иё,И преuбразива'Нt'UЯ 

-: ) = (; 
5 

котоµое лвдлет(.;я. новоµотом, 'l'cl.,K кс1.,к det И = l . Этому oµ­
TOl 'Olicl.,JlЬliUMY 11µеобµс1.,3uвс1.,1iию (.;UОТВ~'1ттвует Jt/uн.ейн.и,я, замен.и 

перемеюiых 

(9.15) 
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Чтобы нолу 'iить у равнеt1ие кривой L: КfЗ аdрат,·ич.,nий ф ирмий 

·r,;anu·н,·u·ч,r:;c:r,;uc:.u fЗ'uda, t1yжt1O нодL:тавить выражеt1ил (9.15) ддл 
11еремеt1t1ых х1 и х2 в (9.14) ; 

14xf + 24х1х2 + 2lx1 - 4х1 + l8x2 - 139 = 

3 4 2 3 4 4 3 
= 14(5у1 - 5у2) + 24 ( 5У1 - 5у2) (5У1 + 5У2) + 

4 3 2 3 4 4 3 
+ 21 (5У1 + 5у2) -4(5У1 - 5у2) + 18(5у1 + 5у2) -139 = 

9 12 16 , 
= (14 · - + 24 · - + 21 · -) У12 + 

25 25 25 
24 7 24 

+ (-14 · - - 24 · - + 21 · -) YlY'' + 25 25 25 ~ 

16 12 9 , 
+ (14 · - - 24 · - + 21 --) ·у~ + 25 25 25 '~ 

3 4 4 3 
+ (-4 • 5 + 18. 5)У1 + ( 4. 5 + 18. 5)У2 -139 = 

= 30yf + 5yi + 12у1 + 14у2 - 139. (9.16) 

Сдедует отметить, 'П'О мы L:IJ1:13Y можем заниL:ать Kc\.tiOtiИ '-Ш­

L:кий вид квадра.'l'И 'itiOЙ формы кривой но извеL:тным L:ОбL:твеti­

ным 'iИL:дам; 30yf + 5yi. Jlиt1eЙt1ыe L:J1a1 'а.емьш -4х1 + l8x2 = 
1' = 2Ь х 1 11редL:таВJ1я.ющие L:обой удвоенное Lжадя.рное 11роизведе-

t1ие вектора. с; кооvдиtiа.та.ми Ь tia. вектоv с; кооvдиtiа.тами х , в 
r r 

новых переменных будет иметь вид 2 (ИЬ) у = 2Ь Иу, или 

2ЬrИу= (-4 l8)u(Y1
) = 

У2 

= -(-4 18) 1 (3 
5 4 

Свободный 'iЛeli в процес;с;е преобр1:13овшiил поворота. lie изме­

нитсл. I'аким обl)с\.ЗОм , нvиходим к тому же уравнеt1ию (9.16). 
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По юtждому из 11е1я:~менных выдедлем ноJнiыЙ кво..дро..т: 

V 

мыи с;оотliошенилми. 

(9.17) 

нриводи.т к уравнению 

которое Jiel'KO нреобра.Зуетс;л к ко..нони.чес;кому уравнению эдди­
нс;а д еJ1ени.ем но.. 150: 

Чтобы ностроить ЭJ1J1и.нс;, зо..данный в и.t..:ходной t..:истеме ко­

орд;ИR<LТ уро..внеRием (9.14) , можно поступить следующим обрi:1-
зом. Изобра.Зим исходную t..:иt..:тему коордиliо..Т Ox1xi , с\. в ней 

векторы е1 , ei, которые лВJшютс;л <.;обствеliными. ДJlЛ матрицы 

квадрат и. чной формы новерхно<.;ти. Эти векторы откдадыво..ем 

от liёtЧ:Шlёt о (.;И(.;Темы коорди:нсtт, OliИ. ЗёtДёtЮТ коорди.нсtтные 0(.;И 

новой (.;И(.;темы координсtт Oy1yi. Н этой си.стеме коорди.нсtт 

строим точку 01 ( - 1/5; - 7 /5)' которо.Л ДOJlЖliёt быть Шt'ia..lIOM 
L:Jrедующей KctliO!iИ.'ie(.;кoй (.;И.(.;Темы коорди.liсtт 01Zt1Zti. Оси. этой 
си.стемы коорди.liсtт нctpa..11Jreдьliы ос;я.м Оу1 и. Oyi . 

Онредеди.в LIOJ1oжeliи.e Ki:1liOliи. ческой t..:и.(.;темы коорди.liсtт 

01z,1z,i отнО(.;И.ТеJ1ьно И.(.;ходной Ох1х2, строим в ней эш1и.11(.;, 

рукоВОД(.;'l'ВУЯ.L:Ь BeJlИ. 'iИ.НёtМИ. el'O бодьшой и. мшюй llОдуос;ей. 

н рез у JlЬ l'i:1Te LIOдy 'icteм pёtL:LIOJIOЖeliи.e ЭJlJlИ.LI(.;ёt ОТ!iО(.;И.ТедЬ!iО 

И.L:ХОДliОЙ (.;И.(.;Темы коорди.!ii:1Т. i->i:1L:LIOJIOЖetlи.e 0(.;еЙ трех (.;И.Стем 

коорди.liо..Т и. ЭJlJlИLIL:i:1 в Дi:1ННОЙ ЗёtДi:1'iе LI0Ka.3i:1HO Нёt рис;. 9 .1. 
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Xz 
~-
У2 ··· ... .. 

Ри~. 9.1 

Пример 9.3. О11ред~1и.м, ка.каJI кри.ваЛ за.да.ет t.:я. ура.шiе­

tlи.ем 

32:cf + 52х1х2 - 7х1 + НЮ= 01 

и. и.зобрюи.м ее в кa.tlOtlИLie t.:кoй t.:иt.:теме коорд;иtlа.Т. 

Дд.я. решеtlи.я. 11ot.:тa.шШlitlOЙ За.Да.Ltи. 11риведем к кa.liOliи.Lte­

t.:кoмy ви.ду квс1,.црс1,ти.Lttlую форму Р = 32xf + 52х1х2 - 7х1 этой 
кри.вои. Ма.три.ца. А ква.дра.ти. LtliOЙ формы и.меет ви.д 

иди. 

32 - л 

2б 

(
32 

А= 2б 2б) -7 . 

uтку Да. Ш:LХUДИ.М t.:uб t.: l'Belil!Ыe 3tla.LteliИ.Я. л1 = 45, л~ = - 20. Те-
11ерь мы можем зш1и.t.:а.ть Ka.liOliИ. Ltеt.:ки.Й ви.д ква.дра.ти. LtliOЙ фuр-

u 

мы кри.вuи; 

F = 45yf - 20yi . 

'1\ V а.К Ка.К JlИ.tleИtlЫe (.;Jla,l'a.eмыe в ИL:XOДliOM ypa.BlieliИ.И. отt.:ут-

L:твуют 7 тu и. 11uL:дe 11uвupuтc1,1 11ри.вuдлще1·0 ква.д,ра.ти.Lttlую фор­

му кр.и.вой к KёLliOtlи. Ltet.:кoмy ви.ду 1 JIИ.lieЙliыe t.:JiёLI'ёLeмыe будут 



9.4. llрмм~ры 

отt.:утt.:ТВОВс:\.ТЬ. СвободliыЙ '-i.lШli 

нµи. 11овоµотс1х тс:\.кже tle и.змеtlлет­
t.:л. llоэтому в новой t.:и.t.:теме ко­

оµди.ш:t.т кри.вая. будет они.t;ываты;л 

ypc:\.вlieliи.eм 

И.JlИ. 

Y:l y:l 
l :l ---=-1. 

4 9 
Мы ноду'iи.ди. у pё:\.вlietlи.e 1 'и.11еµ­

боды, ее 110Jюжеliи.е в Kё:\.liOliи. '--lеt.:кой 

t.:и.t.:теме коорди.liат и.зобрё:\.жено нс:\. 

µи.t.:. 9.2. 

\ 
\ 

- 2 

255 

3 

\ 

\ 

\ 
\ / 

\ / 

о, \ 2 / \ У1 / \ 

Рис. 9.2 

Пример 9.4. llри.ведем к Kё:\.liOliи.'ie t;кoмy ви.ду yµc:\.вlieliи.e 

новерх!iоt.:ти. 

оаµедеди.м ее ти.11 и. и.зобрази.м в Kc:\.liOliи.'iet.:кoй t.:и.t;теме кооµди.­

liс:\.Т. 

Кё:\.к и. в аµедыдущем ари.мере, урс:\.вliеии.е аоверхиоt;ти. ие 

t.:одержи.т ди.liеЙliых t;дё:\.l'ё:\.емых. Сдедовё:\.тедьliо, 'iтобы ари.ве­

t.:ти. урс:\.виеии.е к кё:\.иоии.'iеt;кому ви.ду1 ДOt;Tё:\.TO'iliO аµи.веt.:ти. к 

Kё:\.liOliи. 'iеt.:кому ви.ду КВё:\.ДJ.-)с:\.Ти. 'iliY ю фоµму aoвeJ.->XliOt.:ти.. Сё:\.мо 

аµеобразОВс:\.liИ.е llOBOf.)OTc:\. 110 уt.:JЮВИ.Ю аµи.мерё:\. liё:\.ХОДИ.ТЬ lie тре­

буетt.:н.. 

Квадрё:\.'l'И.'iliсtл форме\. даииой новерхиоt;ти. и.меет ви..д 

Зш1и.шем ее мё:\.три.цу 
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V 

и <.;О<.;та.вим ха.ра.ктери<.;ти 'iе<.;кое ypa.вlieliиe этои ма.трицы 

4-л б l) 
о 4 - л о =(1 - л)( (4 - л):г- 3о) = о. 
о о 1-л 

i->eшaJI ура.Вliение , liс\.ХО.ЦИМ его корни л1 = 1, л2 = ll), лз = - 2. 

Уз 

Ри~.:.. 9.3 

Зшtл их, зсt11иt.ъ1всtем KctliOliИ 'iеt.:кий 

вид квсtдрсtт·и '--IНОЙ формы поверХliО­

(.;ТИ, а. вме<.;'1•е <.; liИM и кctliOliи '-Iе<.;кое 
V 

ypctвlieliиe <.;сtмои новерхliо<.;ти: 

yf + lOyj - 2у; - 20 = l), 

ИJlИ 

у:г у2 у:г 
l 2 З 

20 + 2 - 10 = l. 
tlидим, '!ТО нoдy'ieliliOe ypa.вlieliиe 

OllИL:ЫBcteт OДHOllOJIO(.;TliЫЙ l'Иllербо­

JЮИД (рис 9.3). 

9.5. Классификация кривых второго порядка 

КриваЛ вторОL'О 110.[>ЛДКс\. liёt llJIOL:KO (.;TИ В (.;И(.;Теме КООрДИliс\.Т 

Оху ониt.:ывсtетt.:л ура.внением 

в котором хотn бы одиli из коэффици.еliтов нри. <.;J1сt1·а.емых 

второй <.;тенеliи. отди. 'ieli от liYJlЛ . Это ypctвlieliи.e может быть 

нреобрсtЗовсt.но к одtiому из Kct.liOHИ'ie<.;киx видов (9.13). 
tl lict.Шeм (.;JlY'ict.e п = 2, Та.К '!ТО нри,,. = 2 ВО3МОЖliЫ дИШЬ ДВёL 

Ba.pИ.a.liTct.: 

axi + (JУ:г = 1, (9.1~) 

где 'i~p~3 Х, У oбo3tlёL'i~fiЬI 'KU'f-t(J'Н/UЧf::,CKUf::. nr-;pr::.м r::. '1-t'Н,Ыf::,, ёL Пёt.рёt.­

метры а, (J одновремеliliО lie ра.вliы liудю. Н зсtви<.;имо<.;ти от 
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3Ш1КОВ коэффициеl:iТОВ (Х и fJ в ypctвl:iel:iИЛX (9.lt{) (; У'ШТОМ воз­
можного переименовс1нил кс1нони'iеt.:ких переменных приходим 

к t.:ледующим вс1рис1!:iтс1м: 

х2 у2 

U2 + Ь2 = 1 - ЭJlJ!Иlll: 1 

х2 у2 

U2 + Ь2 = - 1 - нуt.:тое Ml:iOЖet.:TBO (м!:iИМЫЙ ЭддИНt.:) 1 

х2 у2 
- 1 - ГИП'-'1)60JI'-', и2 - ь2 - "'t" ,..,, 

х2 у2 

и,2 + Ь2 = () - ТО'-!Ка (вырождеl:iJ:iЫЙ ЭJlJHlllt.:) 1 

х2 у2 
- () - наr)а, Ш::l)еt.:екс1ющихt.:я. ll'Чl.MЬIX. и2 - ь2 - .1:' .1:' .1:' 

Еt.:ли ·г = 1, то Кf>аdрат.:и·ч,на.я, фирма r,;p'Uf>UU f>mupuё--u nup.я,dr,;u 

f>Ырuжdени и имеет од,1:iо t.:дс11 ·аемое. Н этом t.:лу LJ.ae .1:юзможl:iы 

три Вс1рИс11:iТс1: 

схХ2 = О, схХ2 = 1 
' 

1·де сх I О. Н 11ОQШДl:iем вариаl:iте можl:iо t.:'-!итать 1 '-!ТО сх > О, так 
Кс\.К Иl:ic\.'-J.e ДOt.:Tc\.TO'-J.l:iO llOMeJ:i.Л.Tb 1:iс\.11равдеl:iИЛ. fЗe'КmUpUf> бu;з'U(;U, 

и тем t.:амым измеl:iить 31:iак нepeмel:il:iOЙ У в нрсLвой 'iаt.:ти. 

Кривые t.: pa!:il'OM квсLдрсLти 'il:iOЙ формы г = 1 дают еще 'iетыре 
Kc\.l:iOl:iи'iet.:киx у pctвl:iel:iил: 

х2 =О дноишLЯ. нрлмu.л., 

11u.pc1 11cLpa.t1JШдьl:iыx нрлмых, 

нуt.:тое Мl:iожеt.:тво (нu.pcL Мl:iимых нрлмых), 

нарсLбода. 
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9.6. Классификацил поверхностей 
второго порлдка в пространстве 

Кшt~.;~.;и.фи.ка.ци.л rюfЗерхН,uсrпей f>rnupuc-u nupяdr,;u, в 11poi.;·1·pa.1i­
i.;твe Шiа.1ю1·и. 'ilia. кда.L:L:и.фи.ка.ци.и. кри.вых в·1·оро1·0 11оря.дкс1, lia. 
ШЮL:КОL:ТИ.. Но KOJIИ'leL:TBO ураfЗ'Нtе'Нtnй 'r,;U,'Н,U'Н,'UЧeCKUё,U вида при. 

этом возрсt~.;тсtет. 

Е(;.11и. рu,Н,ё, КfЗаdрит·и·ч'Нtuй фирмы nuвepx'Нtuc:'!n'u вmupuc-u пи­

рядки pa.Beli трем (r· = 3), то ВОЗМОЖliЫ ДВё:1, Ba,pИ.ёtlil'a, (L:м. 

(9.13) ); 

l'де коэффи.ци.еtlТЫ сх , fJi I tletlyJШBbШ. С у'iетом 1:ЮЗМОЖtlЫХ 

комби.tiсtци.й Зtlсtков коэффи.ци.еtlтов и. 11ереt,:тс1,1iовки. нeµeмetltlЫX 

11оду'iсtем L:Jшдующую тсtбли.цу Ka,tlOtlИ.'ieL:ки.x ви.дов; 

х2 у2 z2 

+ + - 1 - ЭддИ.ll'"ОИ. 11 , 
и2 ь2 е.;2 - '-' ""'1, 

х2 у2 z2 
и2 + ь2 - е.;2 = 1 - OДliOlIOJIO(.;'l'liЫЙ 1·и.11еµб0Jюи.д, 

2 2 2 
х у z ( V ) 

а2 + Ь2 + (;2 = -1 - 11у~.;тое MliOЖeL:TBO МliИ.МЫИ ЭддИ.11(.;ОИ.Д , 

х2 у2 z2 
и2 + ь2 - е.;2 = - 1 - дву1IОJЮL:ТНЬIЙ ги.пербодои.д, 

х2 у2 z2 

и2 + ь2 - е.;2 = о - KOliYL:, 

х2 у2 z2 
а2 + Ь2 + е.;2 =0 - 'l'O'iKa. (вы{-)ОЖДеliliЫЙ ЭддИ.llL:ОИ.Д). 

ЕL:ди. pa.til' ква.дра.ти. 'iliOЙ формы 11оверх1iоL:ти. pa.вetl двум 

('г = 2), то И.3 ypctвlieliи.Й KcLliOliИ.'ieL:KOГO ВИ.Да. (9.13) llOдy'ia.eм 

два ваµиа.liта.; 
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1·де a J:J f О. Н нер.1:юм .1:н:1..ри.анте одно и.з неременных, Z, не 
входит в уравнени.е, и. мы ноду чаем ·и/ил·и·н,др'U'Ч,ес·r,;ую пиверх­

нuстt> с.; ибризующей, нараJ1дедьной ос.;и. О Z, и. нипривллющей в 
плоtжос.;ти ХОУ, которал лвллетс.;л кривой второго порлдка t.: 

квсtдрати. чной формой рс:1..н1·а 2. Нсt11рс:1..в.11лющал онред~1лет тин 

1юверхноt.:ти t.:ог.11аt.:но клаt.:t.:и.фи.кации кривых второ1 'О норлдка: 

х2 у2 

а2 + b'l- = l 

х2 у2 

а2 + ь2 = -1 

х2 у2 

а2 - Ь'l- = l 

х2 у2 

а2 - ь'l, = о 
х2 у2 

а2 + Ь'l- = О 

V 

ЭдJlИНТИ 'i~t.:КИИ ЦИJlИНДр, 

нуt.:тое множеt.:тво ( мни.мый цилиндр), 

- гип~рболи'iеt.:кий цилиндр, 

V 

lla.,JJct нер~t.:~Кс:1..ЮЩИХt.:Л ШЮt.:КОt.:Т~И, 

- нрлмсtл ( вырожд~нный ЭJ1.11и.нти ч~t.:кий ци­

линдр). 

Но втором вс:1..ри.с:1..нте мы 1шлу'iсtем 11с:1..рс:1..бо.11ои.дъ1. С уL1~том 

возможно1'0 изм~н~нил знаков нриходим к двум канони ч~t.:ким 

уравн~ни.нм, раз.11и чающи.мt.:н. знаками в квадрати. чной форм~ 

новерхноt.:ти: 

х2 у2 

а2 + ь2 = Z Э.llJlИНТИ'i~t.:ки.Й нарабо.11оид, 

2 2 х у П V 

- Z - гипе1 )боли. 'i~t.:кии пат )абшюи. 11 · • 
а 2 - ь2 - t' t' ,..., 

Et.:J1и ран1' квадратичной формы новерхноt.:ти равен ~дини.ц~ 

('г = 1) 1 то урс:1..вненил кс:1..нонич~t.:КОL'О видсt (9.13) нри.водят к 
двум t.:J1учая:м: 

аХ2 =,, 
в которых а f О. В этих двух t.:.1ry 'iа.ЛХ в уравн~нии т·акж.~ отt.:ут­
t.:твует неременное Z. Знс:1..чи·1', это ци.11индричеt.:кие новерхноt.:ти 
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t_: обра,Зующей1 llЩ>aJIJI!;JIЫiOЙ Оt.:И. uz, И. lic\.ll!>c\.BJIЛIOЩeЙ) которм 

pa,t.:lIOJIOЖelic\. в шюt.:коt.:ти. XUY и. нредt.:тс\.вдл:ет t.:обой кри.вую 

втоµо1 'О ноµл:.цкс\. t.: квс\.дI>с\.ТИ.'iliОЙ формой pa,t11 'с\. 1. Ht.:e1 'О 11OJ1y-
V 

'iс\.етt.:л: 'iетыре Bc\.l)И.c\.liTc\. Kc\.t1Ot1и.L1et.:ки.x урс\.вt1еt1и.и: 

Х2 =0 ДВОИЮ:1.JI ШЮL:КОL:ТЬ, 

V 

Х2 = а2 а --/... 0 1 r , llc\.!>c\. llc\.l)aJIJI(;JIЬliЬIX ШIОt.:КОt.:теи, 

· 2 2 
Х = -а , а f О, пуt.:Т'ОЕ; множеt.:тво ( МНИМё!JI Пс\.l)с\. ШЮL:КО­

t.:тей), 

2 Х = 2рУ, р f о, - Па,µа,бОJIИ:'i!;t.:КИ:Й ЦИ:JIИ.!iДр. 

Вопросы и задачи 

9.1. Н чем t.:оt.:тои.т рс\.Зди:'iи:е между ортоt1орми:ровс\.t1t1ым 

бс\.Зиt.:ом и прлмоугольной t.:иt.:темой координс\.т в евклидовом 

нµоt.:тµс\.t1t.:тве'( 

9.2. Скодько t.:ущеt.:твует KШiOliИ.'iet.:ки.x ви.дов кри.вых вто­
ро1 'О норлдкс\.'( 

9.3. Можt10 ди. нµл:мую lic\. шюt.:коt.:ти. Зс\.Дс\.ТЬ урс\.вt1еt1и.ем 

второ1'О норл:.цка,'( 

9.4. Н ypa,Bli!;liИ.И. вторОl'О LIOl)ЛДKc\. от двух нepeмeliliЬIX ко­
эффи:ци.енты нри. квс\.Дl)с\.Тс\.Х 11еремеt1t1ых и.меют рс\.Зt1ые знс\.ки.. 

Кс\.кую кµи.вую может они.t.:ьшс\.ть тс\.кое урс\.вt1еt1и.е'( 

9.5. Онредеди.те1 кс\.ки.е кри.вые они.t.:ьшсt,ютt.:я. в нря.моу 1·одь-
t1ои t.:и.t.:теме коорди.t1сt,т t.:Jшдующи.ми. урш~t1еt1и.лми.; 

а-) х2 + у2 + ху + х + у - 1 = О; 
б) х2 + 4ху - 5у2 + 2у = О; 
в) х2 + ху = О; 
г) ху + у2 = 1; 

д) ху + х +у+ 1 = о. 
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9.6. Ква11;~>ат.1:1 '--l1iа.Л фuрма в ypaвlieliии втuрuгu нuря.дка uт 
трех нepeмeliliЫX Я:J:3.JПШТСЯ: llOJIOЖИTt;IIЬliO oнpeдeJШliliOЙ. Какую 

новерх!iость может онисывать это ypctвlieliи.e·r 

9. 7. Онредt;11ите1 каки.е новерх!iости. они.сываются: в нря.мо-
у 1 ·uдьliUИ системе кuup ди.1iа·1· сдеду ющи.ми. у µавl!еliи.я.ми.; 

а) х2 + у2 + z 2 + 2ху +у = U; 
б) ху + х z + у z = l; 
в) х2 +4ху+у2 +2xz + z 2 = 5. 

9.8. llри.ведите к кatioliи. '!ескому ви.,цу СJrе,цующи.е ypaвlieliия: 
V V 

второ1·0 норя:дка и. ностроите кµи.вые в и.сходliОИ си.стеме коор-

ди.liат; 

а) lox2 - 24ху + !Jy2 + l!Jx - 8у + 4 = U; 
б) 1Ux2 + 12ху + 5у2 + 4х - оу = U; 
в) 15х2 + loxy -15у2 + 44х + о2у + 13 = U; 
l') 7:с2 - 48ху - 7у2 + 34х + о2у - !J8 = U. 

9.9. При.ведите к канони.'-1ескому ви.ду СJ1е,цующие уравнения: 
V V 

1юверх!iостеи второ1·0 норя:дка и ностроите эти новеµхности в 
V 

кaliOliИ. 'iескои си.стеме кооµди.liат; 

а) 2xt + 2х1 + !Jxi - 4х1х3 + 4х2х3 = l; 
6) 4xt + 4х1 + xg + 2х1х2 - 4х2х3 + 4х1х3 = 2; 

в) 2xt + 3х2 + 2 + xg + 4х1х3 + 4х1х2 + 2х2 - 4х3 = l; 
г) 3xt + 3х1 + oxg - 8х1х2 + 4:с2х3 + 4х1х3 + 32х1 + 44:с2 + 

+ 2Ux3 = 15; 

д) 2xt + 3х1 + 4xg - 4х1х2 - 4х2х3 - бх2бх3 - 3 = U; 

е) xf- х1 + 5xg - ох1х3 -4х2х3 + ох1 - 4х2 + 2х3 = U; 

ж) 5xt + 5х1 + 8xg - 8х1х2 - 4х1:с3 - 4х2х3 + l8x1 - 3ох3 + 
+ !J = u. 



10. ЭЛЕМЕНТЫ 
u 

ТЕНЗОРНОИ АЛГЕБРЫ 

13 l)ёtЗди. Lпiых нµи.дожени.лх наµлду t;O скалЯ,рн,ь~мn и. (j ектир­
'Н,ЫМ 'U веJн1'iи.нами. акти.вно и.t;нодьзуютt;л и. тензоµньш веди. '!И­

ны. llонлти.е тензоµс\. можно вводить 11O-µёtЗному. Со1'дс\.t;НО 
u 

одному и.з нодходов, l'OBOJ)ЛT , 'iTO В ди.неином lll)O(.;Tl)aH(.;'l'Be за-

дан тензоµ, еt;ди каждому бёtЗиt;у в t;Оответt;'l'вие 11оt; 1•авдена 

у1юµя:до'iеннм t;Иt;"гема 'iИt;ед (комнонент тензоµа) и. нµеобµа­

зовани.е этой L:и.t;темы нµи. неrеходе и.з одноt'О бёtЗи.t;а в дl->Уl'ОЙ 

нод'iи.нлетL:л онµе,деденному закону. Комноненты тензоrа ну­

меµуютt;л, как нrави.Jю, неt;кодьки.ми. и.ндекt;ами., котоrьш t;та­

влтt;л не тодько внизу, но и. ввеµху буквенноt'О обозна'iенил. 13 
µамках тензоµн01·O И.l: 'iИ.L:дени.л 1->ёtЗl)абатываютс.;л нµи.емы и. нµа­

ви.да нrеобrёtЗовани.й комнонент тензоrов нrи онеrацилх ш1д 

ни.ми.. 

10.1. Сопряженное пространство 

Определение 10.1. Отобµажение /: L • lR, котоrое оnµе­
ДеJШно на л·ин,ейн,им пристран,с:т,(jе L и. нµи.ни.мает деЙL:тви.тедь­

ные значенил, нёtЗывают .л,ипейпой фупкцией (также .л,"иnей­

пой фор.мой, .л,ин,,ейпы.м фупкцион,,а.л,о.м) 1 еL:ди. оно у довде­

твоµлет двум у(;Jюви.лм: 

а) / (х +у)= / (х) + / (у) , х,у Е: L; 
б) / (лх) = л/ (х), х Е: L, л Е: II. 

Сrавнив данное O11µедеJ1ение t; онµедедением 4.1 Л'uн,ейн,и-;:,и 

uneparnupa, у ви.ди.м мно1 'О обще~ ·о . ЕL:ди. rаt;L:матµи.вать множе-
u u 

L:тво деиt;твитедьных 'iИt;eJt как одномеµное ди.неиное нµоt;тµан-

l:'l'ВО, то можно t;КёtЗать, 'iTO ди.нейнал фу нкци.л - это ди.нейный 

Ollel->a.TOI->1 111->0t;TI->a.Hl:'l'BO Обi->ёtЗОВ KOTOi->Ol'O ОДНОмеrно. 
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Выберем в JПHieЙliOM 11роt;трс1..1it;тве L некоторый биз-ис е = 
= (е1 ... e,i). '1'01'дс1.. для. любо1'0 вектuри а; Е: L t; кuupdш;,urnuм-u 

г 

х = (х1 ... Хп) 

l'де и= (и~ ... ип) , Ui = f" (ei) , i = 11 п. llоэтому JlИ.lieЙшm фуliк­
ция. 0Дli03licl..'ili0 онредешrетt;л (;ВОИМИ 3Ш:.L'iен.ия.ми Н.i:t ба.3И(.;Н.ЫХ 

векторсtх. .1:-iсtоборот, еt;ди функцил / ( х) 'iepe3 координсtты х 

JJeKTOpi:t ;:!; llЫpi:tЖcteTt;Я. ll JJИДе j" ( ;:!; ) = UX 7 ТО ЭTi:t фу liКЦИЛ J1И­

неЙНi:tЛ1 а, t.:троксt и (;0(.;Ti:tllJШН.cl.. И3 3Нсt'iен.ий этой фу н.кции Hi:t 

бсt3иt;ных JJeктopctx. Тсtким обрi:t3ом, между МliОЖеt;твом линей­

liЫХ форм, 3а.Да.Н.liЫХ н.сt лин.еЙliом 11роt;трс1.,н.t;тве L , и (.;Троксtми 
ДЛИН.Ы 'fl, yt;Tcl..Н.OBJleН.O В3с1..ИМНО ОДН03Н.с1.,LIН.Ое L:OOTJJeTt.:TJJИe. 

Jlин.ейн.ые формы можн.о (;KJli:tДЫlli:tTЬ и у МН.ОЖi:tТЬ lii:t дей­

L:ТВИТеJIЬНЫе 'iИ(;Jlc:I, L:01 'Jlcl.,(;HO 11рс1.,вилс1..м; 

(/ + g)(x) = / (х) + g(x), (Л/)(х) = Л/(х) . 

tlllеден.н.ые Та.КИМ (;110(.;Обом онерсtции нpellpi:tЩi:tIOT МliОЖеt.:т.1:ю 

лин.ейн.ых форм в нроt;тра.н(.;тве L в диlieЙlioe нроt;трсtнt;тво. 

Это диliеЙн.ое 11pot;тpc1..1it;TJJO на,3ывс1.,ют соnряжеnnы.м nро­

страnств о.м 110 отн.ошеliию к лин.еЙliому нроt.:трсtн.с;тву L и 
обо3н.сt'iсtют L *. 

Опирсtлt.:ь н:а. бi:t3Иt; е, выбpct.li.liЬIЙ в нpot;тpct.lit;Tвe L , поt;тро­
им бi:t3иt; в с;онрлженном нрос;три,нt;тве L *. Ддя. кс1..ждо1 'О вектори, 
ei И3 бсl..3И(.;а, е рс1..t;(.;М0Трим линейную форму г· 7 ДJIЛ которой 

f" i (e i ) = 1 и f" i (ej) = О дш1 вt;ех векторов ej , кроме ei . Мы 
нолу 'iИМ (.;Иt;тему лин.ейн.ых форм I l I • , , 7 г~ С L *, llоксtжем, 
'iTO это J1,'U'Н,eU'Н,U 'Н,е;зив ·ис·имия с·истеми. liус;ть некотора.Л J1,'U­

'Н,eU'Н,UJ1, ·кuмбU'Н,U'ЦUJf, этих форм pcl..lllicl.. liУJШ1юй JlИlieЙlioЙ форме 

/ = cxi/1 + ... + схпf"п = О. Формс1.. / нс1.. вt;ех бr;t.3Иt;liыx векторr;t.х 
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LipИHИMr;t~T нуд~ВЫ~ 3Нr;\,'i~НИЯ. Но 

f' (ei) = (cx1f'1 + ... + cxnf'n) (e i ) = 

= cx1/1(ei ) + ... + a i f' i(ei ) + ... + cxnf"n(ei ) = 

= СХ1 • 0 + ... CXi • 1 + .,. + СХп • 0 = CXi, i = 1, n. 

Нуд~вые ЗН.r;t'iен.ил j' н.r;t бr;tзи<.:н.ых векторс1.,х экви.вс1.11ен.тн.ы рr;tвен.­

<.:твr;tм CXi = О, i = 1, п, и. ноэтому <.:и<.:темсL дин.ейн.ых форм / 1
1 ••• , 

j'n дин.ейн.о н.езr;tви.<.:имr;t. 

Си.<.:т~мr;t дин.ейн.ых форм / 1, . . . , j'n лw1лет<.:л бсlЗи.<.:ом в <.:о-
11ря.жен.н.ом 11ро<.:1·рс1.,н.стве. Дей<.:тви.тедьн.о, 1•r;tк кr;tк это дин.ейн.о 

н.езr;tви.си.мсtя. си<.:темr;t ди.н.ейн.ых форм, то дot.:Tr;tTO'iН.O докr;t3r;tть , 

'!ТО дюбсLЯ: ди.н.еЙн.r;tл формr;t и.з [,* лw1лет<.:л и.х ди.н.ейн.ой комби.н.r;t­

цией. Выб~р~м нрои.зволыrую ди.н.~йн.ую форму j' из L* и п.у<.:ть 
а1, ... , Un - 3Н.r;t'i~н.и.н. формы j' Н.r;t бсlЗи.<.:н.ых в~кторr;tх. Эти. 

ЗН.r;t'i~н.и.л одн.озн.r;t'iН.О 011реде.11лют ди.н.ейн.ую форму. Но ди.н.ей­

ш:1я. комби.шtция. i' = a1f'1 + .. . + a,if·n тr;tкже я.w1я.ет<.:л ди.н.ейн.ой 
формой, которr;tл ш.t бсlЗи.t.:н.ых векторёtх 11ри.н.и.мс1,ет те же зн.ёt'iе­

нил и1, ... , Un. З!:iёt'lи.т, эти. две ди.н.ейн.ые формы <.:овпс1,,цс1,ют, и 

мы ноду'iёtем рс1,вен.t.:т1ю j' = f'' = a1f'1 + ... + ипf"\ т.е. рс13Jюже­
н.и.е нрои.зводьн.о выбрr;tн.н.ой ди.н.~Йн.ой формы 110 <.:и.<.:теме форм 

f·l 1·п ' ... ' . 
llриведен.н.ое рсLс<.:ужден.и.е 11окс1,зьшс1.,ет , '!ТО сонря.жен.н.ое 

нро<.:трс1.,н.ство [,* имеет ту же размt;рnи с:rпь, '!ТО и L. llо<.:тро­

ен.ный Н.ёtМИ бёt3И.(.; / 1
1 ••• 7 г~ 3ёLВИ.(;ИТ от выборёt бсlЗи.<.:ёt е в 

11ро<.:трс1.,н.стве С. 

Определение 10.2. Наз'Uс:Ы е1 , ... , еп и / 1 , ... , j'n 
Jl, 'U'Нtt;U'НtUё-И npuc:mpaнc:mf>a [, и. <.:011ря.жен.н.01 'О 11ро<.:трсLн.t.:твс1., L* 
нсlЗывс1,ют биортоzопа.л,r:,пы.ми, и.ли. взаимпыми, есди. 

i f j; 

i = J. 
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Если б1:1.,3исы е1 1 ••• 7 еп и / 1, ... , /п вз1;1,,имны1 то коорди­
н1;1,,·1·1;1,,ми ароизвольной формы / в 61:1.,3и<.,;~ j" 1, ... , /п ЛВJlЛЮТL:Л 
зн1;1,,'i~нил этой формы н1;1,, в~ктор1;1,,х вз1;1,,имно1·0 б1:1.,3ис1;1,, е1 1 ••• , 

еп, llpи совместном р1;1,,ссмо·1·рении динейно1·0 11роt.:тр1;1,,нств1;1,, .С 

и L:011рлженно1·0 11роL:тр1;1,,нств1;1,, .С* ЭJШменты к1;1,,ждо1·0 из этих 

11роL:тр1;1,,н<.,;тв н1:1.,3ыв1;1,,ют вектор1;1,,ми, но ЭJrементы L:онрлженно-

1 ·о нроL:транL:тва ,С* им~нуют ковариантными вектора.ми 
(ковектора.ми) 1 а эд~м~нты из дин~йно1·0 пространства ,С -
конrnравариантны.м·и векrnора.ми (ю1и нроL:то векторами). 

Координ1;1,,ты т~х и дру1·их онредедлютсл нреимущеL:твенно во 

вз1;1,,имных 61;1,,зиL:1;1,,Х 7 нри этом у координ1;1,,г контр1;1,,в1;1,,ри1;1,,нтных 

векторов индекL: ставитL:н: вверху 7 а у ковариантных - внизу . 

Н1;1,, з1;1,,11ись j" ( х) можно смотреть двоя:ко. Зсtфиксиров1;1,,в фор­
му j" 7 мы варьиру~м в~ктор х' lШду'iсtЛ ВL:~ВОЗМОЖНЫ~ ЗН1;1,,Ч:~НИЛ 

лин:~йаой формы. Но ~L:JIИ мы за.фикL:и.ру~м в~ктор х и. буд~м 

ва.рьирова.ть динейную форму f' 7 то ноду'iим функцию, оареде­

денную на. сонрлженном нростра.нL:тве ,С*. Нетрудно убедитьL:л 1 
'iTO эта. фу нкцил динейншr, та.к ка.к, L:Огда.сно онредедению сум­
мы линейных форм и произведения диаейаой формы а1;1,, Ч:ИQЮ7 

(/ +у)(х) = f"(x) +у(х), (л/)(х) = л/(х). 

И1·а.к, к1;1,,ждому в~ктору х Е: ,С соотв~тс·1·ву~т дин~ЙнаЛ фор­

ма. на. L:онрлженном 11ростр1;1,,н<.,;тве ,С , иди эдемент двойноео 

сопряженноео пространс"~ва (.С*)* = ,С**. Мы ноду'iа.ем 

uтuбра.ж~ни~ ер ; .С ➔ .С**. Н~L:Jюжнu убедитьсл1 'iTU этu vтпибра­
жен.:ие л,пн,ейн,v и ч:то оао ·ин,ъект·иf>н,v. Из и.н:ъективности L:ле­

дует, 'iTU diп1i111 ep = dirн,C = п. Но L:оар"1ж~ннu~ арuL:тра.нствu 
,С* имеет ту же р1:1.,3мерноL:ть1 'iTO и ,С, а. dirн,C** = dirн,C* = dirн,C. 
Та.ким uбр1:1.,3ом 1 р1:1.,3мерность л,·ин,ейн,ис:,и пиdприс:тприн,с:тnf> а irн ер 
в ,С** L:ов111;1,,д1;1,,ет L: р1:1.,3мерноL:тью все1·0 двойно1·0 со11ря.женно1·0 
нроL:трсtн<.,;тва.. Зна.'iИ'l', irнep = ,С** и отобра.ж~ни~ ер лш1л~тL:л 

·и~vм,uрф·и~м,им,. Обра.тим вним1;1,,ние, 'iTO этот изоморфизм не 
L:влза.н с выбором к1;1,,ко1 ·о-дибu ба.зис1;1,,. lluэтому естеL:твенно 
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отожде<.;т1:н1ть JП1lieЙliыe формы1 3ада1iliЬШ lia L* 1 <.; ЭJшме.liта­

м11 11po<.;·1,pa1it;'l'Bct L. Это 031ia'iae'1', 'iTO двоЙtlое <.;онрлжеlil!Ое 
V 

нро<.;тра!i(.;ТВО t.:овнадает t.: 11t.:XOДliЫM Jll11ieИliЫM нpot;тpalit.:TBOM ; 

Lн = L . Et.:J111 L* лвдл.ет<.;л <.;011рлже1i1iЫМ к L , то 11 L я.вдл.етt.:л 

(.;O11(.>Л.ЖeliliЫM К [,, *. 
H3al1Mli0t.:TЬ Jll11ieЙliOL 'О 11ро<.;тра1it.:тва 11 t.:O11pлжe1i1iOl 'O К !!е­

му нро<.;тра!it.:тва у ка3ывает lia. t.:11мм1:п·р11 'iliОl:ТЬ <.;вл311 между 

векторами и ко векторами. llоэтому вме<.;то 3а.1111<.;и j' ( х) бо­
дее у добliо 11t.:11одь3овсtть дру1'ую форму 3а1111t.:и , <.;11мметр11 'iliую: 

( / 1 х). Jl111ieЙ1iыe формы мы тсtкже будем тенерь обозl!а'iать 

полу ж11р1iым курt.:ивом; (f , х) . При!iлтое 0603.lia'ie.liиe похоже 

.lici oбo31ia'ie.liиe С:КU.!1.,Ярnиё-И nрИ'UЗf:н;де·Н,U,}{,, .liO В OTJlИ'iИe от LIO­

t.:JП:ЩlieL '0 ар1'у ме.liты в .liОвом 0603.lict'ie.liии берут<.;л и3 раз.liых 

11pOt;'l'pa1it.:тв . Саму 3а1111t.:ь (f , х) можliо раt.:t.:матр11вать как 3а-

11и<.;ь отображеli11л, 011peд;eJie.liliOГO .lia множеt.:тве L* х .С, которое 
V 

111:tpe 113 ковектора и вектора t.:тавит в t.:оответt.:твие ,цеиt.:тви-

'1•едь1iое 'il1t.:Jю. llpи этом yкaзalil!Oe отображеliие диlieЙlio 110 

ксtждому 113 ар1'умеliтов. 

Теорема 10.1. llус.:ть Ь и с - два базис.:а п-мерниё-и ,f/,'Uneй­

·Нtuё-u npuc:rnpanc·rnrзa .С, И - матрица нерехода И3 Ь в с. 1Jаз11<.;ы 

Ь* 11 с* t.:011pлжe1ilio1·0 11рос.:тра!it.:тва .С*, в3а11м1iые t.: баз11<.;ам11 Ь 

11 с с.:оответс.:твеliliО, t;BЯ.3ctliы между t.:обой с.:оот1iоше1i11я.м11 

• Коорди.liатами г;, = (It ... I,~) JlИlieЙliOЙ формы f в базиt.:е 
с* яВJ1лютt.:л 31:ia'ie.liия этой формы .lia векторах базиt.:а с = 
= ( с1 . . . сп). Ныя.t.:1i11м, ксtк t.:вя.заliы коорд111iаты формы f в 

двух бази<.;ах с* и Ь*. 

Нази<.;ы Ь и с <.;влзаliы между с.:обой нри номощи матр11цы 

нерехода. ма.тр11'i1iЫМ с.:оот1iоше1i11ем с= ЬИ (с.:м. 1.8). Это 

с.:оот1iоше1i11е нредt.:тавдя.ет t.:обой равеlit.:тво с.:трок дд111iы п, 

r.;o<.;тa.ВJШliliЫX из вект·оров. Из ра.ве.liс.:тва. t;трок векторов 

t.:J1едует равеlit.:тво <.;трок 31:ia'ieliиЙ диliеЙliОЙ формы f .lia этих 
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иди. 

1·де /IJ и. /r: - обозю:t'iени.я: <.;трок коорди.нсtт формы f в бсtЗи.<.;сtх 
Ь* и. с* <.;оответ<.;твенно. Трсtн<.;нони.ровсtв это рсtвен<.;·1·во, мы но­

ду'iи.м нри.ня:тую форму с;вя:зи. коорди.нсtт эдементов ди.неЙнОL'О 

11рос;трсtнс;·1'ва., в которой коорди.нсtты зсtни.<.;ывсtютс;я: но <.;тодб­

цсtм: 

Этu с;uотношени.е uзнct'icteт, 'iTU мсtтри.цсt И т я:шrя.етс;я. мсtтри.цей 
нерехuдсt и.з бсtЗи.<.;сt с*, и.грсtюще1·u в фuрмуде рuль c;тctpuгu, в 

'l ' 
бсtзи.с; Ь* , и.1 ·рсtющи.й родь нuвu1 ·о. СJшдuвсtтедьнu, Ь* = с* И , uт-
ку дсt у мнuжени.ем нсt мсtтри.цу ( И 1') -

1 11uду 'icteм с* = Ь* ( И т ) - 1 . • 
Е<.;ли. ди.нейное нрос;три.нс;тво [, t:,r;ri;,11.:udvr;v, то <.;ксtюrрное нро­

и.зведени.е норождсtет и.зоморфи.зм между [, и[,* , не зсtви.<.;я:щи.й 

от ба,3и.с;сt, который 1юзв0Jшет отождес;тви.ть евюrи.дово нро­

с;три.нс;твu с; e1'u с;uнря:женным. Дейс;тви.Тt',JIЬнu, ДJШ дюбu1·u 

вектuрсt а Е С, uтuбри.ж~ние х • ( а, х) пр~дс;тсtвля:~т с;uбuй ли­

нейную фuрму в L, ти.к ки.к с;кш1.нрнuе нрuи.звед~ни.е ди.н~йнu 

нu втuрuму и.з с;вuи.х ctp1 'У ментuв. tluзни.ксtет uтuбрсtжени.е ф, 

кuторuе вектору а Е L с;·1·сtви.т J:3. с;uо·1•13-~ ·1тт13-и.е ди.нейную форму 

/и (х) = (а 1 х) . Этu отuбрсtж~ни.е ди.н~йно J:3. с;и.ду с;13-uЙс;т13- с;ксt­

дн.рнu1 ·о lll)UИ.313-едени.я. и и.нъекти.1>нu. Инъекти.1>нuс;·1ъ с;Jшдует 

из ·1·01·0, 'iTU е<.;ди. (а,х) = О ддя: дюбо1·0 х Е L , то и (а,а) = О, т.е. 

а = О. Тсtк ксtк ди.нейные нрос;трсtнс;тJ:3.сt L и. [,* кuне'iномерны 

и. и.меют uди.нсtкUJ:3.ЬШ l)сtЗмеrнu<.;ти. , uтобrсtжени.е ф би.екти.внu и. 

rеш1и.зует и.зомоrфи.зм эти.х нroc;тrctнt;'l'J:3.. Итсtк, ДJLЯ: е13-кJ1и.доJ:3.сt 

11roc;'1•rctн<.;·1·вct L* = L. tl этом с;мы<.;JШ е13-ю1и.до13-о нrос;тrсtн<.;·1•13-0 

е<.;ть ,, (.;а,МU(.;Оlll)Я:Женное ;~ lll)O(.;'l'l)ciH(.; l'J:3.0. 
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10.2. Полилинейные формы 

llyt.:ть [, - п-мерние .11;инейние npucmpuнcmrJu и [,"' -
сипр.№;ж.;енние к tleмy npucmpuнcmrJu. ~i:Lt.:t.:мo1·pим фуliкцию 

'P(X1 , ... ,xp;f1, ... , fЧ), i:Lp1·yмetlTi:LMИ которой ЛВJlЛЮlТЛ р r>ек­
тпириr> Xi Е L и ч кurJeкmupurJ fJ Е L"'. 

Определение 10.3. Фу liкцию 'Р от р векторов и ч ковек­
торов lii:LЗЬШi:LIOT nо.л,и.л,ипейпой формой, et.:J1и Olii:L диlieЙlii:L 110 
ксLждому отдедьliо взлтому i:Lp1·yмeliтy. llapy '-!Иt.:{:;11 (р, q) lii:LЗЫ­
вают типом nо.л,и.л,ипейпой формы. 

Пример 10.1. Проt.:тейшие 11одиди1шЙ1:iые формы - это 

.л;и,·,.,,ейные фуnк·и/U'U, завиt.:лщие от одного ар1·умента. Линейные 

фуJ:iкции tla [, 11редt.:тав.r1лют t.:обой ковекторы, т.е. ЭJШМеl:iты 

t.:011ря:женно1·0 нроt.:трсLнt.:твсL [,*. Jlинейные фуliкции. на [,* 

отождеt.:тВJ1лютt.:л t.: векторами.. Таким обрi:LЗом, поди.диl:iеЙнсLл 
форма тина (1, ()) - это ко вектор, а 1юди.ди1:iеЙю:tя: формi:L типа 

(О, 1) - это вектор. 

Пример 10.2. 1lоJ111ди1:iеЙ1:iал форма ти.11а (2, О) - это 

б·и,4 ·(1,нейн,u,Л фирми, 011ред{:;11е1:iнi:LЯ. 1:ia динейном 11роt.:трсLнt.:тве С. 

АнсLJюги. '!НО полиди.неЙнсLл формi:L ти.11сL (О, 2) предt.:тсLвдя:ет t.:обой 

би.ли.нейную форму Hi:L t.:опрлженном проt.:траl:it.:тве L*. 

Пример 10.3. llоди.диJ:iеЙtlую форму (f)(x; f) тина (1, 1) 
можно аt.:t.:оци.и.ровать t.: л;ин,ейnым иперитирим, дейt.:твующи.м 13-
ди.liеЙном нpot.:тpatlt.:Tl3-e С. Дейt.:т13-ИТ{:;11Ьно, зафи.кt.:и.рова13, 11ер­

вый ар1·умеtlт, мы ноду'-iи.м ди.liеЙtlую фуliкци.ю lii:L t.:011pя.жetltlOM 
нроt.:траtlt.:тве L* 1 т.е . вектор. Тi:Lки.м обрi:LЗом, каждому векто­

ру х Е [, 11оt.:тав.r1ен 13- t.:оответt.:тви.е 13,ектор 1 11редt.:тi:Lв.r1енный 13-
ви.де ди.liеЙной формы Hi:L [,*. Мы ноду'-!аем отобрi:Lжени.е нро­

t.:транt.:·1•13,а [, 13- t.:ебя:. llокажем, '-!ТО это отображеl:iи.е ди.нейно. 

Et.:J1и. вектору х t.:оответt.:твует Jlи.lieЙюm: форма (f) (x ; ·) lii:L 
L * ('1·0'-lка oбo3lii:L'-J.i:Leт меtlя:ющи.Йt.:я: i:Lp1 ·y меtlт), i:L вектору у 
t.:оот13,етt.:·1•13,ует ди.неЙliая: формi:L 'Р(У; ·), то сумме этих r>eкrnupur> 
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'f(X + у;·)= 'f(X; ·) + 'P(Yi ·)1 

'!ТО t;JП:щует из диш:~Йности 'Р 110 нервому сtр1'ументу. Аншю1'И'i­
но вектору лх соответствует формсt 'Р(лх; •), рсtвна.я: Л'f(х; ,). 

Итсtк, Jrюбой подидиliеЙной форме 'Р типа. (1, 1) соответству­
ет динейный 011ера.тор 1 действующий в .С. Можно нока.За.ть, ч:то 
это соответствие б'Ueкm.:ufЗnue, и мы можем отождествить ноди­

динейные формы тина. (11 l) с динейными 01шра.тора.ми. 
Соответствие между 11одидинейными форма.ми. ти.11а. ( 1, 1) 

V V 

и. линеиными. онера.тора.ми и.с1юльзует ра.нее ностроенныи 'UЗИ-

мирф·и-зм между ди.liеЙliыми. нростра.liства.ми. .С и. .С**. Обра.тliое 

соответствие бодее нростое. Ксtждому ди.liеЙliому онера.то­

ру А можно ностсtви.ть в соответстви.е ноди.ди.нейную форму 

'Р А ( х; f) = (f, Ах) ти.11сt ( 1, 1). llpи. фи.кси.рова.liliОМ векторе х 

мы ноду ч:а.ем ди.неЙliую форму на. сонрлженном нростра.нстве, 

нри'iем эта. форма. отождествллетсл с вектором Ах. Зна.ч:ит, 
V 

это деистви.тедьно то же соответст1:>ие, ч:то и ра.ссмотреliное 

выше. # 

llодидинеЙliые формы можно скда.ДЫ1:>а.ть но обы 'iным нра.­

ви.да.м t;JIOЖeliи.я фу liкци.Й; ДJHJ. ксtждой комби.liсtци.и. 3lia.'ieliи.Й 

р + q а.IЯ'ументов СКJlа.дыва.ютсл зна.ч:енил фуtiкций. Подидиней­

liЬШ формы MOЖliO 'l'а.КЖе YMliOЖa.Tb На. действи.тедЬliЬШ 'iИ.CJJ.a.. 

Теорема 10.2. Множество Рр,ч нодиди.неЙliых форм тина. 

(р, q) в п-мерliом ди.liеЙliом 11ростра.1iстве .С лwшетсл ди.liеЙ­

ным нростра.нством относитедьно обыч:ных онера.ций СJЮЖеliил 

фу liКЦИ.Й И. у MliOЖeliИ.Л фу liКЦИ.И. lia. 'iИ.t;JIO . 

• Онерсtци.и. t;JIOжeliи.я фуtiкци.Й и умножени.л функции на. 'iИt;JIO 

у довJШ1'ворлют всем икс;·иимим J1:uneйnu;:,u npur;mpunr;rnfЗu. llо­

этому lia.,M liYЖHO JlИ.ШЬ lIОКа.За.,Т'Ь, ч:то в результсtте СJЮЖеliИ.Л 

двух форм OДliOl'O TИ.lla. И.JlИ. YMliOЖeliИ.Л llOJJ.И.JJ.И.lieЙliOЙ формы 

На., дeЙCTBИTe.JibliOe 'iИt;JIO поду'iсtетсл ПUЛИJIИНеЙна.я: фuрмсt того 

же тина.. 
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i->1;1,,Lтмотµим 11олилию~йные фоµмы tp(x1 , ... , хр; f 1, ... , fЧ) и 
ф(х1, ... , хр ; f 1, ... , fЧ). Их L:умм1;1,, 11µедL:т1;1,,ш1лет L:обой функцию 
х(х1 , ... , хр; f 1 

i ••• , fЧ) ) KOl'Of-)a.Я. 011µедеJНШТL:Л µ1;1,,вetlL:Tl:.IOM 

x (x1, .. . ,xp;f1, ... ,fЧ) = 

= tp(x1 , · · · , Хр ; f 1, · · ·, fЧ ) + ф(х1 , · · ·, Хр; f 1, · · ·, fЧ). 

llµовеµим диlieЙliOL:1ъ этой фу liкции, liШif->имeµ , 110 11еµвому 

1;1,,µгументу 1 ИL:110JIЬ3УЛ МНОГОТU'iИЛ ДJIЛ uбuзн1;1,,ченил UL:Ta.ilbliЫX 

1;1,,µгументuв полилинейных фuµм; 

х(х1 + х~, . . . ) =tp(x1 +х~, ... )+ф(х1 +х~, ... ) = 

= (tp(x1, ... ) + tp(x~ , ... )) + (Ф (х1 , ... ) +Ф(х~, ... )) = 

= (tp(x1 , ... ) + ф(х1, ... ) ) + (tp(x~, .. . ) + ф(х~ , .. . ) ) = 

= х(х1, .. . ) + х(х~, . . . ), 

х (Лх1 , ... ) = tр(Лх1 , ... ) + Ф(Лх1 , ... ) = 

= Лtр(х1, ... ) + Лф (х1 , ... ) = 
= Л(tр(х1, . .. ) +ф(х1 , ... )) = Лх(х1 , . .. ). 

JlинейноL:ть функции 110 0L:та.11ьным 1;1,,µ1 ·у мент1;1,,м 11µоверлетL:л 

TU'iliO l'i;l,,K же. 
i->1;1,,L:L:мотµим те11еµь функцию ( , 011µедеденную 'iеµез 11оли­

динеЙtlую фоµму tp µ1;1,,веtlL:твом ~( ... ) = Лtр( ... ). llµовеµим ее 

линеиtlоL:ть 110 11еµвому 1;1,,µ1·умеtlту; 

((х1 + х~ , .. . ) = Лtр(х1 + х~ , .. . ) = 

= Л(tр(х1 , ... ) +tp(x~ , ... )) = 

= Лtр (х1, ... ) + Лtр(х~ , . . . ) = ((х1 1 ••• ) + ((х~ , . . . ), 

~(схх1, ... ) = Лtр(схх1, ... ) = Лсхtр(х1, ... ) = сх~(х1, .. . ). 

ЛинейноL:ть функции ( по 0L:та.11ьным 1;1,,µгумент• 1;1,,м пµоверя:ет•t,;л 

i;l,,lia./IOL' И'iliO. • 
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Ра,t.;t,;мотри.м в ди.неЙliом 11роt,;·1'ра..нt.;тве L liекоторый базис: 

е = ( е1 . . . еп). Иt.;IlOJIЬЗyя. (.;ВОЙt.;ТВо., JIИ.lieЙliO(.;TИ. llOJIИ.JIИ.lieЙ­

liOЙ формы ер ти.на, (р, q) 110 каждому ap1'yмeli'I'Y , мы можем 

вырёL3и.ть ее Зliа.'Шни.е на. фи.кt.:и.ровс1нном на.боре зю:t'Шни.й с1р-

1 'ументов 'Шрез ее же знс1ч:ени.л lia. бёL3И.ПiЫХ векторс1х. llyt.;ть 

выбра.liы 11рои.з.1:юдьliые векторы Xi = х}е1 + ... + х?еп, i = 1, р, 
и. 11рои.з1:юJ1ьньш ковекторы f i = J"[e1 + ... + J"/ie'\ i = l, q, J:)ёL3JЮ­
женные по f:>за·импиму базис:у е"' = ( е1 . . . en). Тогда. 

ep(x1, .. ,,xp;f1, ... ,fЧ) = 

= l"(f>t'e;" ... , t ,{J'e;"; t !}, ei1
, •• • , t !J, еiч) 

i1-l ip= l j1=l jч=l 

п п п п 

= L · · · L L · · · L Xi 1 
· · · x;J f" }1 • · · i"Jч х 

i1-l ip-lj1-l jч-l 

х ер ( ei1 , • • • , ei"; ej 1 , ... , еjч ). 

Мы ви.ди.м, ч:то lia.бoµ ч:и.t,;ед ер]~ :J; = ер ( e i 1 , • • • , e i"; ej1
, ••• , еjч ) 

0Дli0Зlia.'-iliO зс1дс1ет ноди.ди.liеЙliу ю форму . }f.t,;liO, ч:то, взлв 11µ0-
и.зводыiыЙ liaбoµ ч:и.t,;ед ер{1 

···{~ , мы с;можем 011р1:щеJ1и.ть 11оди.ди-
• 1 ... •р 

нейную форму, иt,;11одьзуя эти ч:и.t.:да ка.к коэффициенты J:>ёL3JIO-

жeliи.л в бо.,3ис;е е. Тсt.ки.м обµёL3ом, 11одобliо тому, ка.к кс1ждому 

вектоµу t,;оответс;твует t,;тодбец е1·0 r,;uup(J-unarn, кс1ждой 11оди.­

ди.1iеЙliоЙ фоµме t.;Оответt,;твует liaбoµ ч:и.с;ед, у 11оря.доч:еliliЫХ с; 

номощью р + q индекс;ов. Эти ч:иt.;дсt. нёL3овем координата.ми 

nо.л,и.л,инейной фор.мы. Теµмин 011µc1вдcLli, та.к ксLк в линейном 

11µot,;·1·pa1it.:твe Рр,ч liet.;JIOЖliO у кёL3ать бёL3и.t.:, в котоµом эти. Ч:И.(.;JiёL 

дeЙt.;TBИ.TeJIЬliO будут КООJ:)ДИ.liёLТа.МИ. Дa.liliOЙ llOJIИ.JIИ.lieЙliOЙ фор­

мы. Этот бо.,3ис; будет t.:ос;тоя.ть из ·пР+ч ноди.JIИliеЙных фоµм, и 

ноэтому dirн Рр,ч = r,,Р+ч . 
Уже но нµиведенной выкдадке видно, ч:то большое коли­

ч:еt,;тво Зliа.ков t.:уммы зсt.1'µ0мождает выч:иt.;JШliи.л. llоэтому в 

теизоµш.>м Иt.;Ч:И(;Jiеliи.и. и.с;нодьзуют nрави.ло сумм·ирован·ия 

no у.мо.л,-ч,анию1 и.ли. nрави.л,о индексов. Иliдекс;ы в вы­

µа.женилх тенЗОJ:>liОЙ UJП'ебµы t.;'I'сt.влт ввеµху и. Вliизу. Ес;ли 
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в выраже.1:iи.и. какой-либо верх.1:iи.Й индею.: и какоЙ-ди.бо ниж­

.1:iи.Й и..1:iдею.: обоз.1:iа'-iе.1:iы оди..1:iаково, то 11uдра3умевае 1'(.;n, '-!ТО 110 

этому и..1:iдек(.;у нрuвuди.т(.;л. сумми.рова.1:iи.е в нредt;ш:.tх от еди..1:iи.­

цы д;u ра3м~рНU(.;ТИ лин~йнuго про(.;тран(.;тва . llpи этом знак 

~ <..:умми.рuва.1:iюI 011у(.;кает(.;Л. Нанри.мер, формуду ра3Jюже.1:iи.л 

11оди.ди..1:iеЙ.1:iUЙ формы в ба3и.(.;е в (.;Оответ(.;тви.и. (.; нµави.дом и..1:i­

дек(.;UВ зани(.;ывают так; 

( . ·fl fЧ) _ f1 ... fч,.i1 ,_ip j·l 1·ч 
'{) Xl,· · ·,Xp , , ... , - 'Pi1, .. ipxl ... Хр f 1 ... fч· 

ДаJ1ее мы будем И(.;11ользовать это нµавюю. 

Итак, ноли.линейную форму ll данном ба3и(.;е можно нред­

(.;Тави.ть .l:ictбopuм ~~ кuuрди..1:iат . .Ны.Н(.;.1:iИ.М, как и.зм~.1:inЮТ(.;n эти. 

коорди..1:iаты 11µ.и. и.змеш:ши.и. бази.(.;а. lly (.;'l'Ь Ь = (Ь1 . . . Ьп ) и. 
с= ( с1 . . . сп) - два ба3и(.;а в п-меµ.1:iом линейном 11µ0<..:тµа.1:i(.;ТВе 

L, Ь* = ( Ь1 . . . ьп) И. с* = ( с1 . . . сп) - ба3И.(.;Ы В (.;011pnжe.1:i.1:iUM 
11µ0(.;'l 'i->cL.1:iGTBe [,* 7 В3а,И.М.1:iЬ!е (; ь и. с. O603.1:icL'-iИ.M '-!ерез и матµи.цу 

нереходсt и.з ба3иt;сt Ь в ба3И(.; с. 

Теорема 10.3. Кооµдинаты tpi~::}; 11оди.ди..1:iеЙ.1:iОЙ фоµмы 'Р 

б j 1 .. ,fч V ф 
в а3и.(.;е с (.;ВЛ3сt.1:iы (.; кuuµди.нсtтами. 'Р · . этuи же uµмы в 

i 1 ., .i p 

ба3.И.(.;е ь GOUT.l:iUШe.l:iИ.ЛMИ. 

1 'де ('и}) = И - маrr1,р·и·ца nepexuda из бази(.;а Ь в ба3И(.; с; 

('и})= V = u- 1 - матµица uбµагно1'0 11~µ~хuда (в~µхний И..1:iД~К(.; 
(.;Uотве·1ттвует .1:iомеру (;'!'рок.и.). 

• Kuuµди..1:ictтct 1п~ 1 
· .. ~ч, сuuтветствующсtл фи.к(.;и.µuвсt.1:i.1:iUМУ .l:ictбu-r i 1 ... ip 

µу и.ндек<..:оll i1, ... 1 ip, j1 1 ••• 1 jч, нµед(.;тавллет (.;Обой зна'-iение 

11оди.ди..1:iеЙ.1:iоЙ фоµмы; 

~f1 ... fч _ ( . . . _i1 сfч) 
'Р i l .. . i p - 'Р Ci l ' ... ' C ip ' (;' ' ... ' . 

Иснодьзул выµаже.1:iи.е llекторов .l:ioвo1·0 ба3и(.;а '-iерез t;тарый нри. 

11uмuщи. матµи.цы 11~µ~хuда 

с . - Ь 'Uk J - k j' 
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liёiХ.ОДИ.М 

~j1 ... j'-J _ (Ь , Г1 Ь , Гр., j1ь~1 , jчь~ч) -
'Pi1 ... ip - ер г1Ui11···, Гpuip,v~l , .. • ,v~ч -

-,vj1 'VJ'-J ,U"1 ·и1·Р rп (Ь Ь -ь~1 ь~ч) - Ь°l '.. ~Ч. i 1 . '' i p r ГL 1' •' 1 Гр 1 1 • • • 7 = 
_ , j1 , jч ~1 . . . ь-ч . 1·1 , 1·р 
- v~1 ... и~ч 'Рг1 . ..гр u i 1 .. . u i p. • 

Пример 10.4. Ддя. ди.lieЙliOl'O онерсtторсt А с.; мсtтри.цей А= 
= (а}), который отождес.;1'1:SJ1летt.:я. с.; 11oдw1и.lieЙliOЙ формой ти.нсt 
(1)) (с.;м . нример 10.3), формудсt нреобрс\.Зовсtliи.л нри нереходе 
к li0130MY ба,3и.с.;у, l:Ol'Jlc\.(;liO теореме 10.3, и.меет 13И.Д ui = ·v{a~·u;:. 

Этсt форму де\. Л13длетt.:я. кoopди.lictTliOЙ зсtни.r..:ью И.313еt.:·1'1iОЙ фор­

муды А = И - l АИ нpeoбpc\.3013ctliIO-I мсtтри.цы ди.lieЙliOl 'O ош~рсtто­
рсt ( L:M. теорему 4.о). 

10.3. Тензоры 

Определение 10.4. l '013орлт, 'iTO 13 п-мер'Нtим ,Л/U'Нtей'Нtим 

npucmpu'Нtcrnf>e L 3ctДctli тепзор типа (р, ч)*, еt.:ди. ксtждому би-

з·ису Ь 13 L t.:01юt.:тct13дelict yнof)лдo'ielilictЛ с.;и.с.;темсt L1ш.:ед а~ 1 
.. . ~ч (Ь) 

L"' i 1 ... ip 7 

liс\.3Ы13сtемых комnопептами тензора, нри. '!ем с.;и.с.;темы 'iИ.-

с.;ед, с.;оот13етс.;т13ующи.е рс\.Зliым бс\.Зи.t.:сtм Ь и. с, l:13Л3ёLliЫ между 

с.;обой l:OOTliOШeliИ.ЯMИ. 

( 10.1) 

где И = (и}) - мump'U'ЦU nepexudu из бсt3И.l:ёL Ь в ба,3и.с.; с; 
V = ('v3) - oбpct'l'liё:l..я. к И м1::1,три.ц1::1, (13ерхliи.Й и.liдекс.; у п} и. ·v} 
oбo3lia,'icteт номер с.;троки. в мсtтри.це). Сумму р + q liсt3ывают 
ваJ1,еnтпостью тензора (и.ди. е1'О рапzом) . 

lloliлти.e тен:зор1::1, liOL:и.т сtбс.;тр1::1,ктliыЙ х1::1,рсtктер; нрои.t.:хо­

ждеliи.е t 'PY 1111 'iи.t.:ед, форми.ру ющи.х тeli30p, lie и.1 'рсtет роди.. 

•u u 
и диг~рагур~ вL:гр~ч:а~гL:н. и д,ру1·ои порн.д,ок L:ОL:гавднющих. в тип~ 

1' ~1i30pa; .LJ, Jlli р ра3 ко~ари.ё:tН1'1Юl '() И. Ч ра3 К()НГрё:t~ё:tрИ.ё:ttiПЮl '() 1' ~ 1i3CJpi:!., 1'.и.ll 

обС>31iач:аюг ( ч I р) . 
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llри.мер тензора ти.шt (р, ч) дают коорди.liаты 'fIOJ/,UJI/UnE:йnuй 

фирмы тина (p,q). ДеЙL;тви.тедьliо, закон 11реобразова1iи.л 110-
ди.ли.нейных форм нри. замеliе базиL;а ( L;M. теорему lU .3) и. закоli 

нреобразованил тензоров то1'0 же тина ( L;M. онредедение lU.4) 
L;Овнадают. BepliO и обратliое: любой теliЗОр можliо интернре-

V V V 

ти.ровать как L;Овоку111iоL;·1ъ коордиliат liекоторои 11ош1ди.неИ1iОИ 

формы. Е(.;.11и теliзору 1·и.11а (р, ч) L; комноliеliтами. а~1 ·)ч (Ь) 
i 1 .,.ip 

в . ба~иL;е Ь L;ОНОL;тавить нолиди.нейную форму L; координатами 
а~ 1 

.. ·~ч (Ь) в том же базиL;е то в (;Иду L;Овнадеliи.л фовмуд 11необна-
~1 ... ~р 7 . l' l' l' 

зоваliи.я. и. в дюбом .цру 1 ·ом бази.L;е ком1101iе1iты теliзора будут 
L;Овнадать L; коордииат·ами. поди.линейиой формы. Эти L;ООбра­

жеliи.л 11оказываю·1', '!ТО теtlзоры нри tlеобходи.моL;ти. можliо 

трактовать как 11оди.ди.1iеЙ1iые формы и liаоборот. 

ИL;ходя. из онредедени.я. lU.4 можно 11ред1юJюжи.ть, '!ТО р > U 
и. ч > U. Но это необя.затедьно. Нанример, еL;ди. р = U, то в закоliе 
нреобразованил lU. l небу дет иL;нользоватьL;л матри.ца И, а е(.;.11.1:1. 
ч = U, то не будет иL;11одьзоватьL;л V. 

Определение 10.5. TeliЗOp тина (р, О) называют кова­

р·иан.,1пн.,ым, а теliзор ти.на (U, ч) - кон.,травар·иан.,1пн.,ым. 

Теизор тина (р, ч) смешаnnый, еL;ди. р > О, ч > О. llpo такой 
V 

тензор 1·оворлт, '!ТО он р раз ковари.антныи и. ч раз контрава-

ри.антныи. 

llри.ведем нроL;тейши.е ар.и.меры тензоров. 

Пример 10.5. До11уL;ти.ма L;И.'1'уаци.л, ко1'да р = ч = U. Это 
ОЗliа'!ает, '!ТО объект 011.И.(;ЫВаетL;Н: ОДliИ.М 'iИ.(;JIOM (и.liдеК(;ОВ 

нет), нри'iем это 'iИL;JIO не зави.L;и.т от выбора бази.L;а ( в зако­
liе 11реобразова1iи.л lieт L;y мми.роваliи.л и. Oli нриобретает ви.д 
а (с) = а(Ь) ). Такой объект предL;тавдлет L;обой тензор типа 

( U, О). Е1 'О также называют U'Нtб ариан.,rпом. Можно также (;Ка­
зать, что инвариант - это нопроL;ту c:r,;uляpnuJ(,, вr;лпч,-unи. 

Пример 10.6. Tetlзop образуют коорди.liаты вектора. Это 
вытекает из интерпретации. вектора как п:оди.ли.иейной формы 

тина (О , 1) ( L;м. нример 10.1). llровери.м не110L;редL;·1,венно, '!ТО 
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кооµди.нсtты вектоµсt нµедt.:тсtвJшют t.:обой тензоµ ти.нсt (U, 1). Et.:­
J1и. И - мс1тµи.цс1 11еµеходс1 и.з t.:тс1µ01·0 бё:13.и.t.:сt в новый, с1 V -
обµс1тнм к И 1 то t.:тодбtщ х 1Iовых кооµдинс1т вектоµс1 х t.:вл­

зсtн t.:o t.:тодбцом х t.:тсtµых коорди.нсtт t.:001·ношени.ем х = V х, с1 в 
тензоµной Зё:111.И.L:И. это ВЫL'JПLДИ.Т l:JШд,ующи.м обрс13ом: xi = ·u(J.,·!j . 
Ни.ди.м, 'iTO это 11реобµс13овс1ни.е кооµди.нсtт L:Ов11с1д,с1ет t.: 11ре­

обµс1Зовс1нием (ll>.l) нµи р = U1 ч = 1. 
Рсtt.:L:уждм сtнсtJЮL'И.'iным обµс13ом1 убеждс1емt.:л 'iTO ·киf>ек­

тир (ди.неЙно.J-J. формсt) нµед t.:тс1ш1.я.ет t.:обой тензор тинсt ( 1, l)). 

Пример 10. 7. Линейный онеµсtтоµ А1 дейt.:твующий в ди­
нейном нроt.:тµсtнt.:тве .с, можно ctt.:L:OЦИ.И.IJOBi:i'l'Ь L: llOJlИ.JlИ.HeЙнoй 

формой ти.на. ( 1, 1) ( t;M. нример ll>.3) . Это знсt'iи.т, 'iTO ди.­

нейный 011еµс1тор можно рсtt;t.:мсtтривсtть ксtк тензор тинсt ( 1, l). 
llµовеµи.м это неноt.:µед,t.:твенно. Н дс1нном бё:13.и.t;е Ь ди.нейный 

011еµс1тор они.t.:ывсtетt;я. t;воей мсtтµицей А. llpи нереходе в новый 

бсtзиL: с мс1тµицс1 А ди.нейного 011ерс1торс1 нµеобрс13уетt;л в мсtтµи.­

цу А L:Ol'Jli:i(;HO форму де А= u- 1 АИ = V АИ . Зa.llИ.L:i:iB Mi:i'l'IJИЦЫ В 
тензоµliоЙ форме (верхliи.Й и.liд,екt; t;оответt;твует liOмeµy стро­

ки В Mctтr) ице с1 НИЖНИЙ - номеr )у t;ТОдбцсt) llOдy 'iИМ и/ = 'VJ: и/ 'U(. 
l:' ' l:' ' i ti г i 

(t.:м. нримеµ ll>.4), т.е. форму.11у (ll>.l) нµи р = 1, ч = 1. Знсt'iит1 
V V 

ЭJ1емен1ъ1 мсtтри.цы ди.неино1·0 011ерс1тоµс1 нµи. нереходе в дру1·ои 

бё:13.и.t.: меliлютt.:.я. ка.к комноliеliты тeliЗOIJi:i ти.на. ( 1, l). 

Пример 10.8. Симво.л, Кропекера - это тeliЗOIJ б} ти­

на. ( 1, l), котоµый в дюбом бё:13.и.t.:е и.меет зна.'iени.н. бf = l д,дн. 
дюбо1·0 i и. б} = U, et.:J1и. i I j. Этот тензор t.:оответt.:твуе1· тижdе­
с1nf>е'Н,'Н,ИМУ j(,'U,'/-1,eUnuмy unepurnupy1 'l'i:iK Ка.К KOMllOlieH'l'Ы CИMBOJli:i 

Kµolieкepct соответствуют эдемента.м eд,и.liиL1liOЙ ма.трицы. 

Пример 10.9. Н ef>K.Л,'Ud(Jf>(JM npucmpU'Н,C'!nf>e t Зi:iДi:iHHO~ 

скиллр'fiие npu'UЗf>ede'fi'Ue 11редстс1вдлет t.:обой б'Uд'U'Н,t:U'Н,ую фирму, 

т .е. теliзор Yii тинсt (2, l)) . Этот теliзор нс1Зывс1ют ков ари­
аптпы.м, метри'Ческим тепзором. Роль тс1ко1'0 тензоµс1 

(ина.'iе, скс1J1ярного нрои.зведенил) может игµс1ть дюба.л с: ·им­

меmр'Uчес:кил б:ил·и'Н,еU'fiил фирми, 11орождс1ющс1л пи.л,иж·итель'fiи 

unpedeлe'fi'fiyю Kf> иdрит·и·ч'Н,ую фирму. 
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1:i;.вкдидu.1:ю 111.ю1;тµё:tю;т.1:ю t: и.3uмuµфliu 1;вuему Guнµлженнu­

му t;t- 1 11µ11 <tем 113uмuµфи.3м1 u11µед~1я.емый GкадЯ.l)liЫМ 11µuи.3ве­

деliием1 lie GBЛ3ё:tli t; выбоµом бс\.3иGё:t ( Gм. 10.1) . Этот и3омоµ­
фи.3м 11еµено1;ит 1;ка..11лµliое 11µои.3ведение и.3 [ в t;t-, ноµождая: 
тeli3oµ yii ти.нё:t ( U 1 2). Этuт тeli3uµ liс\.3ЫВё:tют копrправ ари­
аптпы.м, метрич,еским rпепзором. 

KoмнolieliTё:J..Ml1 KOBё:J..l)И.ё:J..liTliOl'O метµи.'iеGКОl'О тeli301)ё:J.. В Дё:J..li­

liOM бс\.3иGе е лВJ1лютсл эдемеliты митр·ицы Гр ими 1 \ тё:tк кё:tк , 

GОГдё:tGНО онµедедению метµи. ч:е1;ко1 ·о тен3оµё:t1 Yij = ( ei 1 ej ). Мё:t­

тµицей KOliTl)ё:J..Bё:J..l)Иё:J..liTliOl'O метµич:еGКОl'О тeli301)ё:J.. yii В е ЛВJlЛ­
еТGЛ мё:tтµи.цё:t, uбµё:tTliё:J..Л Мё:tтµи.це 1 'µё:tмё:t. Дей1;тви.тедьliо, комно­

liеliты тeli3Ul)ё:t yii - этu эдемеliты мё:tтµи.цы 1 'µё:tмё:t 1 't- в бс\.3и.се 
f 1 взё:tи.мliом G е. llусть И - мё:tтµи.цё:t неµеходё:t и.з бс\.3и.Gё:t е в 

бс\.3иG f. То1'Дё:t f = eU (f и е, кё:tк обьг-rliо1 нµедстё:tнллютсл н 
виде Gтµuк). Мё:tТl)ИЦё:J.. Гµё:tмё:J.. гt- ДJIЛ бс\.3ИGё:J.. f 3ё:J..П.ИGЫВё:J..еТGЛ В 

т 

~>и.де 1 ч = f f. llоэтому 
l't- = fтf = f тeU = EU = И. 

С Дl)У 1 'ОЙ GTOl)OliЬ11 
т т т т т 

E=f e= (eU) е=И е е=И 1' 1 

откудё:t И= (l'т) _1 = l' - 1 и. lч =И= l'- 1. 

llµимеµы теliзоµов можliо 11o<teµ11liy ·1ъ н мехё:tliике и ф11зике. 

Пример 10.10. Мехё:tliи. <tе<.;ки.е t;1>ОЙ<.;·1·нё:J.. тнеµдо1·0 тедё:t Gнл­

зё:tны <.; е1·0 моментё:tми. инеµци.и. ОТliО<.;итедьно 1)с\.3дИ'iных о<.;еи . 

llусть ДJIЛ 111)0(.;ТОТЫ ТЕ:',ДО <.;О<.;ТОИТ 113 коне'iНОЙ <.;овоку 111!0(.;ТИ 

мё:tтеµи.а.JIЬliЫХ точ:ек, нё:tпµимеµ и.3 N то'lек. Моменты инеµции 
Tё:tKOl'O тедё:t отl!о<.;и.тедьliо кооµди.liё:J..ТliЫХ осей Ох1, Ох'2, Ох3 

11µлмоу1'Одьной си<.;темы кооµдинё:tт 3ё:J..Дё:tютсл фоµмудё:tми 

N N 

Ii = Enik((xt)'2 + (xt )'2) , ['2 = Erпk ((xl)'2 + (xt)'2 ) 1 

k-l 

N 

13 = Errч~((xt)'2 + (xt)'2), 
k-' 1 
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1-д·е х1 х'2 х3 - кооr)ди.н1:1,ты k-й м1:1,теl)ис1..J1ьной точ.ки· т,1~ -. k1 k' k .. .. ' "' 
MiJ..t.:t.:iJ.. k-й м1:1,теµис1..J1ыiоЙ точ.ки. Еt.:ди t.:иt.:тем1:1, кооµдин1:1,т и3ме-

u 

нид1:1,t.:ь 1 мы nuду'iим lluвyю гµuику мuменгuв ииеµции1 llU эг1:1, 

HOtlШI тµойк1:1, не мuжет быть ноду '-ШliiJ.. и.3 t.:т1:1,µой нµи. но мощи 

тодько м1:1,тµицы 11еµеход1:1,, т1:1,к как в фоµмуды 11µеобµа.3ованил 

вкдюч.аютt.:я. и центµобежные моменты 

N 

I1 '2 = L 'ГТ/,f.:Хk х~, 
k-l 

N 

l13 = L·rп,."xkxt1 
k-l 

N 

[ '23 = L nikx~:гf . 
k-l 

i->аt.:t.:мотµи.м t.:овоку ннut.:ть ч.иt,;е,11 

i,j = l,2,3, 

ч.еµез котоµые выµажают't.:л к1:1,к момеllтъ1 инеµци.и (liапµимеµ, 

I1 = и'2'2 + и33 ) , так и. центµобежньш моменты (I ij = uii нµи. i ~ j). 
llµи. неµеходе к новой t.:иt.:теме кооµди.н1:1,т Ox.1x.i x.3 мы нолу ч.им 
нuвую L'IJYLLLLY Ч.И.t;ед a/i , кuтоµш~ (.;BЛ3ёl,liёl, t; иt.:ходной l'IJYllllOЙ 
L:J1едующи.м uбµа.3uм; 

N N N 

а/1 = L rnkx~x{ = L 'ffl,k'U;.x',,;ul xJ. = ·и;:и{ L '{{1,kXkXk = ·и;:и! и,.~ 
k= l k= l k= l 

( в выкдадке иt,;1юдь3ованы 3а,кон xi = 'И~.хг 11µеобµа.3ов1:1,ния. кооµ­
ди.нат µади.у t;-век.1'uµ1:1, точ.ки и npafJ'UJl,U c:yмм:upu fJan·u}(, пи умu.r~­

чапию ДJIЛ и:ндекt.:ов г и: s). '1'1:1,ким обµа.3ом, гµупн1:1, чиt,;е,11 aii 
11µедt;т1:1,ш1лет t.:обой н1:1,60µ комнонент тен3оµа тина (О, 2) - тен-

3оµа инеµции.. 

10.4. Операции с тен3орами 

Линейные операции. Мы в.и.цели, что множеt.:тво fIOJ1,'U­

J1, 'Unt;йnыx фирм uднuгu типа uбµа.3уег Ji,'Unt;й-н,u t; npuc:mpanc:rn fJ u 

отноt.:и.те,11ьно обыч.ных онеµаций L:Jюжени.я. функций и. умноже-
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нил функции Ш:1.. '--lИL:JlO. Ка.ж.цой НОJlИJlИЮ:~Йной форм~ t;ООТВ~Т­

t.:тву~т rп~нэир, и, на.оборот, дюбой т~нзор можliо р~с\.J1изовать 

как нодидин~йную форму. Зна.'--lИТ t.:труктуру дин~йно1'0 нро­

t.:тра.lit.:тва. t.: Мliожеt.:тва. нодидинейных форм можliо нереliеt.:ти 

на тензоры. 

Определение 10.6. Суммой двух тепзороб А= и{~::}; и 
В = Ь~~ .. )ч TИllc\. (р q) lic\.3bll:3c\.IOT тензор С= А + В= j_i .. )ч TOL'O 

/. l .. , /.р 1 l, l .. ,/.р 

же TИllc\. (.; KOMIIOlieliтaми 

(10.2) 

Нетрудно уб~дитьс.;л '--lTO lictбop ком110li~нтов d.1 ··?-1 выLrи-
' i1 ... iv' 

t.:J1лемых в каждом бс\.3иt.:е 110 формуде (10.2) , онредедлет теl!зор 
типа. (р, Ч). ДеЙ<..:ТВИТt:;JIЬ.Н:О , ДJIЛ двух бс\.3Иt.:ОВ, t.:та.рого Ь И. .Н:0-

ВОl'О с, с.; матрицеи нерехода. И = ('и}) и матрицей oбpa.тliOl'O 

нер~хода. V = ('uJ) 

j1 ... j'l ( ) _ j1 ... jч ( ) + ьji ... j'-1 ( ) _ 
с;. . с - и - . с . . с -

i 1 ... ip i 1 ... i v i1 ... iv 

- ' j1 ' jч г1 ... гч (Ь) · ii°l ' iip ' j1 ' jчьг1 ... гч (Ь) · ii°l ' iip --u.,.1 ··• UгчUs 1 ... Sp u i 1 ... u iv +и.,.1··•U1·ч s1 , .. sv u i1 ... u iv -

_ , j 1 , jч ( г1 ... гч (Ь) + Ьг1 ... гч (Ь)) , s 1 , sv _ 
- u"1 ... Игч Us 1 ... •sv s1 ... sv u i 1 ... u iv -

_ , j 1 , jч /1 -.. гч (Ь) · s1 , sv 
- u,.1 ... и"ч c;s1 ... sv u i1 ... u iv. 

Нидliо '--lTO !!а.бон кoмнolieliTOB Ji .. )ч ннеобна,3уетt.:л но теl!зор-
' J:" l, l .. ,/.р J:" J:" 

.н:ому закоllу, Т'.е. t.:oглat.:liO формул~ ( 10.2). 
HJJeдeliliaJl. онерация. t;JIOЖeliИЛ теliЗОров OДliOl'O TИllc\. t.:OL 'Jlc\,­

t.:yeтt.:я. t; онера.ЦИЯ.МИ t;JIOЖeliИЛ объ~ктон, Л!J.llЛЮЩИХ(;Я. '--lc\.L:TliЬIMИ 

с.;ду '--la,}lMИ T~liЗOpOJJ. Дд}l rJeкrnupurJ T~liЗOplioe (.;JЮЖtШИ(:; t.:ОВНа.Дс\.­

(:;Т t.:o t.:JIOЖt:;liиt:;м векторов, ДJIЛ ,11.:иней·н,ь~:с или б'Uл·инейнь~:с фирм 

ген:зорliое c.;JIOЖeliИ(:; pa.BН:Ot;ИJlЬliO t;JIOЖl:;liИIO фу liКЦИЙ. На.конец, 

тензорное t.:Jюжение л'Uнейнь~:с uneparnupurJ и их обы '--lное t.:JIO­

Жt:;l!Иt:; - ОДНО И то ж~. Ддл ПОJIИJlИН:t:;Йн:ых форм Tl:;li30pн:o~ 

t.:Jюжение озна'--lа.ет t.:Jюжeliиe форм ю:1..к функций. 
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Определение 10. 7. Произведением тензора А= и{~::}: 
па дейсmв 'иmе.п,ьпое ·ч.ис.п,о л ш1зы.1:нtют те.1:iзор лА t; комно­
ненга.ми ЛU~l ··-!ч. 

i 1 . , .ip 

Та.к же ка.к и в t;JJ.Y'ia.e (;JJ.OЖe.l:iИJJ. те.1:iзоров, убежда.емt;л, '!ТО в 
резульга.те УМ.1:iОЖе.1:iИЛ Ка.ЖДОЙ KOMlJ.0.1:ieliГЫ те.1:iЗОра. .l:ia. 'iИL:JIO Л 

мы 1юлу '!а.ем теllзор того же типа.. У мliоже.1:iие те.1:iЗОра. fia. '-iИL:JlO 
в 'ia,(;TJ:iЫX. l:JJ.Y 'iа.ЛХ. (;J:ЮДИТ(;Л к у М.1:iОЖе.1:iИЮ .l:ia. 'iИ(;JJ.0 вектора., 

JJ.ИfieЙ.l:iOЙ ИJJ.И биJJ.ИfieЙliOЙ формы, JJ.ИlieЙliOJ. 'O онера.тора.. 13 
иliтернрета.ции те.1:iЗОра. ка.к нодиJJ.И.1:iеЙ.1:iОЙ формы yмlioжeliиe 

теllЗОра. .l:ia. 'iИ(;JJ.0 pa.BJ:iO(;ИJJ.Ь.l:iO YMllOЖe.l:iИIO фуfiКЦИ.И. .l:ia. 'iИ.(;JJ.0 . 

Теорема 10.4. Мliоже(;гво Тr,ч В(;ех. тензоров типа. (р1 q) 
в п-.м,ерни.м, ./1,'U'Нtейни.м, npuc:mpuнc:m,f>e L oгliot;итe.1rь.l:io онера.ций 
L:JЮЖе.1:iИН. те.1:iзоров И у М.1:iОЖе.1:iИН. те.1:iЗОра. .l:ia. 'iИ.(;.110 Н.BJJ.Н.eT(;}J. 

JJ.ИlleЙ.l:iЫM 11pOt;Tpa..1:i(;'l 'BOM риз.м,ернис:m'U пР+ч. 

• llроверка. икс:ии.м, Jl,'Uнейниё-и npuc:mpuнc:m,f>a .l:ie 11ре.цt;та.В.11лет 
L:JIOЖ.l:iOt;ти. Дока.жем утвержде.1:iие о ра.3мер.1:iОt;ти. проt;тра..1:i(;ТВа. 

Т!:;.1:iЗОров. Ддл Ка.ЖДОJ.'0 ВОЗМОЖ.1:i01'0 .1:iа.бора. И.1:iдекt;ОВ ковс1ри.-
. . . . 

a...l:iT.l:iЫX i1, ... , ip И KOJ:i'l'pa..вa..pиa..fiT.l:iЫX )1, ... , Jч ра..t;(;МОтри.м 

т1:;.l:iзор T ~i---~v (; комно.1:iе.1:iта.ми (ti_i ... ir )ri .. .rч нри'iем ра.в.1:iы .l:iY-
J1 ---Jч VJL•••Jч k1 ... kv' V 

JJ.IO все KOMllO.l:ie.l:iTЫ, кроме О.Ц.1:iОИ, И..1:i.ЦеК(;Ы которои t.:OBlla..Дa..IOT 

(ti1 ... i,,)J.l···j,, 1 'Т' б V (; И.1:iД!:;КСа..МИ те.1:iЗОра,; - : - -' = . .1. 01 'Да.. JJ.IO ОИ те.1:iЗОр 
)l· ••Jч ?.1 .,.ip 

А = u~1 ···fч нред(;та.В.JJ.Лет(;Я н ни.де ди.1:iеЙ.1:iОЙ комби.1:iс1ции. yкa.3a..1:i­
i 1 ... iv 

.1:iых. l'!:;.1:iЗоров; 

Докс1жем, '!ТО .1:iа.бор те.1:iзоров T ~1 ···~v обра.3ует .11и.1:iеЙ.1:iО .l:ie-
J L·••Jч 

за.виt;имую t;Иt;тему. Возьмем динеЙ.1:iую комбина.цию этих. теli-

зорон и нрира..н.1:iлем .1:iудево~у :ге.1:iзору , у которо1·0 нt,;1:; комно­

.1:iе.1:iты ра.В.1:iЫ .l:iYJJ.IO; (il-- -~чT~l· ··:v = 0. 13 JJ.!:;BOЙ 'iс1(;ТИ pa.Be.l:i(;THc1 
i 1 . . . iv J l•••Jч 

t,;·1:ои•~> те.1:iЗОр, KOMlIO.l:ie.l:iTc1MИ. кuторОl'О ЛВ.IJ.ЛЮТ(;Л коэффицие.1:iТЫ 

u:~ 1 --·~ч .11и..l:iеЙ.1:iОЙ комби..1:iа..ции.. Та.к ка.к этот T!:;llЗOp лвшштt;л .1:iy­
i 1 ... iv 

деным1 вt;е 1:;1 'О комно.1:iе.1:iты , О.1:iи ж1:; коэффицие.1:iты JJ.И.1:iеЙной 
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комбиш:tции1 vс1вны 1:iудю. Итс1к1 113 vc1вel:iL:твc1 1:iудю диней-

1:iОЙ комб11шtц1111 L:Jшдует vс1ве1:iL:тво liY дю ее коэфф11ц11е1:iтов. 

Зlia.'-!111', выб!)a.1:il:ic\JJ. L:ИL:темсt теl:iЗО!)ОВ диlieЙl:iO l:iезс1виL:имс1 и 

я.ВJrлетL:л базш.:ом в ll!)OL:T!)c:tliL:Tвe Тµ,ч· llод(.;ч:.1:1тс1ем коди '-iе(.;тво 

тензоvов в 11O(.;тvoel:il:iOM ба.Зи(.;е. Ддя. это1·O необходимо онvеде­

дить KOJI.1:1 '-iel:'l'BO В(.;еВО3МОЖНЪ1Х комбиl:iа.ЦИЙ И3 р + Ч индеК(.;ОВ. 

Так ка.к иl:iдек(.;ы меl:iя.Ют(.;л l:iезс1в.1:1(.;.1:1мо дl>Yl' от дl>Yl'a. и кс1ждый 
V 

индек(.; может иметь ·п возможных знач:ении1 то (.;уммаvное ко-

ди '-iеL:тво индекL:ных комбинс1ций !)cLBl:iO пР+ч. Сдедовс1теJ1ьно1 и 
ба.3.1:1(.; Т~1 .. •~р l:Од,еvжит пР+Ч ЭJШМе/:iТОВ7 '!ТО !)ёLB/:iO !)a.3Me!)J:iO(.;TИ 

J1 ... Jч 
11!)0(.;T!)ёLl:i(.;TBёL ½J,Ч· • 

Транспонирование. У 11oд.1:1J1.1:11:ieЙlioЙ формы можl:iо 1шvе­

(.;Тсtвить ксLкие-дибо двсL ёtpгyмel:iTcL одного тинсL (двсL вектоvс1 

иди двсL ковектоvёt). В резудьтсLте мы 11одуч:им1 вообще 1·ово­
ря: 1 1:iовую 11одид.1:11:iеЙ1:iую фоvму. Нш1римеv1 нри 11ере(.;·1·а1:iовке 
сL!)гументов билинейной фоvмы мы поJrуч:сLем новую билиней­

ную форму, МёLТ!)ИЦёL котоvой ЛВJIЛеТL:Л тра.1:i(.;ПОНИрОВёLННОЙ к 

мсLтvице иL:ходной формы. Тёtка.л онерёtцил l:ie меl:iлет бюrиней-
1:iУЮ фоvму дишь в l:J1y'-iёte 1 ко1·д,сL эта. формёt с:·иммеrпр·и·ч,ес:ка,j/,. 

Tpёtl:i(.;1101:iИpOBёL/:iИe Ма.Т!)ИЦЫ В тel:i30pliOЙ 3ёL11И(.;И ВЫl 'JlЯ.ДИТ КёLК 

11epe(.;'l'ёLl:iOBKёL Ме(.;'l'ёLМИ .1:11:iДеК(.;ОВ, ука.ЗЫВёLЮЩИХ l:iOмev (.;'l'!)ОКИ И 

номеv (.;'l'Одбцёt. 
. . 

Определение 10.8. Тензор В = Ь~1 
• .. ~ч, получ:енный 11з тен­

~1 .. ,'/,р 

зорёt А= с/1 ·· -~ч неvеL:тсLновкой двух нервых 1:iижних Иl:i.д,екL:ов: 
i 1 ... i y 

на.ЗьшсLют траНtсnон,иров ан,н,ым к теl:iзору А. Т'vанL:нониvо-
V 

BёLl:i/:iЫM.1:1 1:iа.ЗЫВёLЮТ также те/:i3OРЫ1 ноду '-ie/:i/:iЫe нере(.;'l'ёL/:iОВКОИ 

дюбой другой нёtры верхних или 1:iижних индекL:ов. 

Ну жl:io, e(.;·1·eL:твel:i1:iO, убед,итьL:я., '!ТО el:J1.1:1 мы 11еvеL:таВJ1я.ем 

ДВёL Ве!)ХНИХ ИJI.1:1 ДВёL НИЖНИХ ИНДеК(.;ёL1 Т'О В !)е3удЬТ'ёLТе П:O­

ду'iа.ем набор комнонеl:i·1' 1 меl:iлющихL:л нvи за.мене базиL:а но 
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T(;J:i30IJl:ioмy зако.1:iу (lU.l). llr1111зм(;J:i(;J:i11111юrлдка 111:iд(;кt;ов J:ia­
бor кoмнOl:i(;l:iT T(;l:i30IJa в данном базиt;(; Оt;Та(;тt;л н(;11зменным, 
но меtпrеТt;Л ПОIJЛДОК ЭТ11Х KOMllOJ:leHT. Ha..ПIJИ.MeIJ, компонен­

ты тel:iзora вaJ1,t:юnnuc:rrи1, 2 мож.1:iо за1111t;ать в матr11цу . То1·да 

TIJёLl:i(;llOl:iИIJOBa.J:iИ(; 'l'el:i30IJa буД(;Т 031:iач.ать TIJёLl:i(;ll01:il1IJOBa.l:iИe 

ма·1'р11цы. Но то же нроиt;ходит 11 в общем t;Jry ч.ае. Koмнo­

J:i(;J:iTЫ 'l'(;J:i30IJa. Ba.JШl:iTJ:iO(;TИ р + q MOЖJ:iO IJёL(;(;Матривать как 

ЭJI(;Менты (р + q )-M(;IJHOЙ Ма.ТIJИЦЫ ( llIJИ р + q = 2 это обы Ч.Нс\.Л ма­
тр11ца.., а..t;t;оц1111рующмt;л L: ква..д,ра..том 1 11р11 р + q = 3 комноненты 
матр11цы за1111t;ываютt;л в лч.ейк11 куба 11 т.д.). Et;J111 ф11кt;11ро­
вать В(.;(; 111:iдекL:ы, кроме двух ll(;p(;t;TёLBJIЯ:(;MЫX, мы lЮдуч.11м В 

Ml:iOl'OMep!:iOЙ матр11Ц(; ШЮ(;КО(; t;eЧ.(;J:il1e, Нр(;Д(;Та,ВJIЛЮЩее t;Обой 

обы ч.ную матрицу. ТранL:нон11рован11(; тензора (;1,;ть т·ран1.;11он11-

рова.1:i11е ка..ждо1 ·о тако1 ·о L:еч.е.1:i11.н. 

llере1.;тановка в тензоре одно1'О верхне1'О 11 одного н11жне­
го ин:дек1,;а не 11меет какого-либо 1,;о,цержательного 1,;мыt;Jra, T<i,K 
как 11р11 этом !:iарушаетL:л те.1:iзОр!:iыИ зако.1:i 11зме.1:iе.1:i11л комно-

1:iе.1:iт. Это Jrуч.ше вt;е1·0 1:iаблюд,<i,ть ю1 нроt;тых те.1:iзорах. тина 

( l, l): налич.ие донолн11т(;дьных. 11ндекL:ов УL:Jюжнлет выкладк11, 
но не дает принципиа.1rьных. 11зменеа11Й. Теазор типа, (l, l) бу­
дем трактовать как д111:iеЙ.1:iыЙ онератор. То1·да нepet;'l'a,l:iOBK<i, 

Иl:iд,ек1.;ов в комно.1:iе.1:iтах. матр11цы онератора оз.1:iач.ает тpa!:i1.;-

1101:i11poвa.1:i11e этой матр11цы. Но тpa.1:it.:1101:i11poвa.1:i11e матр11цы 

д111:i(;Й.1:iо1·0 01шратора в раз!:iых баз11t;ах 11р11вод11т к раз!:iым 

01шраторам. Чтобы такм 011ерац11л была законной1 нужно 
01'р<i,н11ч.итьL:л раL:L:мотреаием тодько r:::вKJt, 'Uдuвa npuc:rnpanc:rnвa 

и uprnunupм·upuвannыx баз-ис:uв в 1:iем. Н этом t;Jryч.ae тран1.;1101:i11-

рова.1:i11е матр11цы 031:iач.ает нереход к L:oнpя:жel:il:iOMY онератору. 

Онерацию тра.1:i1.;1101:i11роваl:iил мож.1:iо уt;JЮЖ.1:i11ть, новтоrя:л ее 

L: разн:ым11 нарами ин:дек1,;ов. llyt.:ть, 1:i<i,11p11мep, 1,;ред11 верх.1:i11х. 

и.1:iдекL:ов выбра!:iа 1·ру1111а 11з s и.1:iдекt.:ов. Иt.:аодьзу.н разл11ч.1:iые 
u 

нере1.;тановки в этои 1'ру1111е индекt.:ов, мы можем р<i,t.:t.:тав11ть 

эти s ин:декt;ов в дюбом норлдке. Код11 '-!е1.;тво вар11ан:тов еt;ть ко­
д11 ч.еL:тво nr:::pr:::c:manuвuк из s эдеме.1:iтов, которое paвl:io s[ [I-2.6] , 
[III]. Онерацию Ml:iOЖ(;(.;TB(;J:iJ:iOЙ нер(;t.:Та.1:iовки и.1:iдекt;ов мы 
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тсtкже будем liа.Зывсtть ·1·rсtю..:11ош,1ровсtliИем1 выдедял ;:и~е.меп­
тарпое трапспопиров апие, зсtкдю'iсtющеесл в нерес·1·сt1iовке 

нсtры иliдексов. 

Определение 10.9. Teliзop liа.Зывсtют си.м.метри'Чrески.м 
по zpynne ипдексов, е<.:J1и Oli lie измеliлетсл нри дюбой 11е­
рестсtliовке в этой 1 ·ру 1111е иliдексов. Tetlзop кососи.м.метри­

'Чrеский по -группе ипдексов ( аптиси.м.метри'Чrеский по 
-группе ипдексов) , есди нри 11epec 1'ctlioвкe дюбой нсtры Иliдек­

сов из группы оа менлет зюtк. 

Особый иliтерес в <..:вя.зи с этим онредедеliием 11редс·1·сt1:шя.ют 

ковсtрисtнтliые и контрсtвсtрисtliтные тензоры. Си.м.метри'Чrе­

ский тепзор - это кoвctpиctliTliЫЙ (кoliтpctвctpиctliTliыЙ) теli­

зор, симметри '-!еский но 1 ·ру нне всех. иliдексов. Аш:t.1101 ·и 'iliO 
ноliлтие кососи.м.метри'Ческоzо тепзора1 относлщеесл к ко­

всtрисtнтным иди коliтрсtвсtрисtнтliым теliЗОрсtм. 

Симметрирование и альтернирование. 1-'сtссмотрим 

1·ру1п1у из ·г верх.liих. (liИЖliиx.) индексов у тeliзopct А тинсt (p,q), 
L'де ,,. ~ ч (г ~ р). llepecтctliOBKOЙ этой L'рунны Иliдексов MOЖliO 

нолучить ·г! тензоро1> Аст , 1>КдЮ'iаЛ исходный. Умliожим сумму 

всех. этих. теliзоров нсt 'iИCJIO 1/т[ Мы 1юду'iим новый тензор AI,'; 

который будет симметрич.еским по выделенной группе из ·г 

индексов. OниcctliliYIO оперсtцию преобра.Зовсtаил тензорсt, в 
u u 

резудьтсtте которои ноду'iсtетсл тензор, <.:имметриL1ескии 110 
1·ру1п1е иliдею;ов, liа.Зывсtют си.м.метрировапие.м . 

.1::3 'iёi<..:TliOM <.:JIY'icte нсtры Иliдек<.:ов симмеТl-)Иl-)ОВёiliИе ВЫL'JlЯ­
дит liсtибодее нрОt;ТО. Нсtнrимер, ДJ1Л TeliЗOl-)ёi Uij симметrиrо­

ВёiliИе СО(.;l'ОИТ В 110ду 'ieliИИ liOBOl 'O симметри 'iel:КOl'O теliЗОрёt 

( 1,') ( 1,') 1 ( ) а i j = а ji = 2 Uij + Uji . 
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Суще(.;твует та.кже 011ерация. 1 которая. 1шз1:юдл~т из да.нно1 'О 
т~нзора. llОду'iИТЬ т~нзор1 КО(.;0(.;ИММетри'i~lЖИИ 110 1 'рунне ин­

Д~К(.;ОВ. ?а.(.;GМОТрим l'py1111y 113 S в~рхних (нижних) ИНД~К(.;ОВ. 

Jlюбой т~нзор A cr , полу'iа.~мый из тензора. А пер~Gта.новкой 
этих 11ндекl:ов1 можно ониl:а.ть нереl:та.новкой ст = ( i1 , ... 1 i:;) из 
S ЭJШментов, нри 'iем 11(.;ХОДНОМУ тензору будет (.;00TBel'GTB0Ba.TЬ 

гожд~с;тв~ннёJJI н~ре(.;та.новка. ( 1, 2, .. . , & ) • Обозна.чим ч~р~з I ст 1 

коди 'i~Gт.1:ю 11н.13~рс;11Й tl- н~р~Gта.ноtl-ке ст [III] и ра.GGмотрим с;у мму 

А и = ~! I:)-1) lcr l A cr , ( lU.3) 
cr 

котора.л берет(.;л но вс;ем нерес;та.новка.м ст из s эдементов. Оне­
рсtцию 11реобра,3овс1н11л А➔ А и нс13ывсtют а.л,ьтерпировапием 

110 у Кс13сtнной l'PY 1111е инд~кс;ов. Н резудьтсtте аJ1ьтерн11ровс1н11я. 
V 

тензора. 110дучс1ется. тензор 1 кос;оL:имметри'-lе(.;кии 110 1'ру 1111е ин-

декL:ов. ДеЙ(.;'l'В11ТЕ:;11ЬНО 1 нepeL:TctHOBKct двух индеК(.;ОВ В l'py1111e 

менлет 'iетнос;ть ка.ждой нере(.;та.новки ст в с;умме (lU.3). Зна.­

L111т , ю:tждое t.:Jla.i'cteмoe и вс;л t.:умма. в цеJюм менлют зна.к. 

Н t.:J1y 'ia.e теазорсt. Uij тина. (2, U) аJ1ьт·ерн11рова.аие выгJшдит 

нсtибодее нрос;то ; 

Прои3ведение тен3оров. Дв~ нодидин~йны~ формы мож­

но неремножить, обрсtзуя функцию от бодьше1'О ч11t.:J1ct неремен­

ных. Нсtнример , из 110J1идинейных форм 'P(;z:1 , . . . , ;z;p ; f 1, .. . , fЧ) 
и ф(у1 , .. , , уг ; g1, ... ,g:;) т11110.13 (p,q) и ('г,&) можно обрс13овсtть 
новую 11од11линейную форму 

х(,,. ,,. у у . f l fЧ gl gs ) _ ...,1, .. , , ..... р, 1 , . .. , п , . .. , , , . .. , -

= 'Р( ;z;l, ... ';z;p; f 11 ••• ' fЧ) Ф (У1 ' ... ' У,·; g\ ... 1 gli)' 

имеющую тип. (р+·г, q+ &). А.1:lсLJюгичнёJJI оп~рсt.цил t.:ущ~t.:тву~т и 

ДJ!Л тензоров. 
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Определение 10.10. Произведеn'ие.м двух тепзоров 

А = а~~ .. )ч. И. В = ьti".l,; ТИ.Ш)В (p,q) И. ('г,8) lia3ЫBi:iIOT Teli30p 
i1 .. . i " k1 ... k1• 

С = А ® В ти.11i:i (р + г, q + 8) t.: ком11онентi:iми. 

Необходи.мо, кою~ч:но, убе,ци.тьt.:л, ч:то ука..зi:iнный Hi:iбop ком-

11онент дейt.:тви.тt;11ьно 11ре,цt.:тi:iВ.11Лет t.:обой тен3ор, т. е. менл­

етсл 11ри 3а.мене ба..зиt.:i:i 110 тен3орному 3i:iкону ( lU .1). Не110-

t.:редt.:твеннi:iл ароверкi:i 3i:iKOHi:i и.3менени.л ,цot.:Ti:iTO'iHO t.:Jюжнi:i. 

Moжlio ее обойти. t.:Jrе,цующи.м обрi:i3ом. Кi:iж,цый тeli30p мож­

но тpi:iKT()Bi:iTb Ki:iK ll()JlИ.дИ.НеЙную форму Ti:iKOl'() же '1'11.lli:i. llpи. 

этом 11рои3ведеliи.ю тен3оров будет t.:оответt.:твовi:iть 11рои.3ве­

деliи.е ll()JlИ.JlИ.lieЙliЫX форм, Ti:iK Ki:iK K()MllOlieliTi:iM 11epeMli()Жi:i­

eмыx тен3оров будут t.:оответt.:ТВОВi:iТЬ коор,цинс\.ТЫ llOJlИJIИHeЙ­

HЫX форм, т.е. 3lii:i'ieнил этих форм Hi:i рi:i3дИ'iНЫХ комбИНi:iЦИЯХ 

бi:i3иt.:ных векторов. Убе,цитьt.:л же в том, 'iTO 11ри 1шремliо­

жеliи.и. 11од11..1111.1iеЙ1iых форм 11оду 'ii:ieтt.:л 110.1111.ди.lieЙlii:iЛ формi:i, 

lie(;JI()ЖliO. 

llрои3ведени.е теli3Оров не лвдлетt.:л коммутi:iтивным. Дей-
V 

t.:TBИ.Tt;/lbHO, 11ри. 11epe(;Ti:iHOBK(; t.:OMHOЖИ.Tt;IIeИ менлетt.:я 11орл,цок 

и.н,цекt.:ов в и.х 11рои.3ведени.и.. А это ведет к и.3менени.ю ре3удь­

тсt·1·сt. Чтобы 11роi:iнсt.11и.3ировсt.ть t.:итуi:iцию 110,цробнее, можно 

рсt(;t.:мотреть 11рои.3в1:щ1:ши.е двух кивекrпирив А= ai и. В= bj, Их 
тен3ОрliЫМ 11рои.3ве,цением будет KOBi:ipИi:iliTliЬIЙ Teli30p С = (;ij 
pi:ilil 'i:i 2 t.: ком1юliеliтi:iми. c;ij = щЬj. Еt.:ди. и.3меliи.ть норн:,цок t.:о­

множителей. то 11оду '111.М с/- = Ь-а - = с;- - т е rneНtзup С' трапе:-' i J i J Ji , . . ' 

nuНt·upuвanНtый к тен3ору С. Тен3оры С и С' t.:ов11сt,цi:iют, et.:Jrи 

ксtж,цый И3 них явдлетсл t.:имметри'iе(;ким. Ншrример, еt.:ди. 

i - 1· v-' 
i 1 1; 

j = 2; 
. + 2 

J f ' 
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У мнuжени:е Teli3Upuв Я:ВдЯ:еТL:Я: аL:L:uциати:вным 11 ДИ:L:три:бу­

ТИJ:НiЫМ нu UTJ:iUШeliИIO к (.:JЮЖеliИЮ. Этu liaHUMИliaeт L:J:IOЙL:TJ:Щ 

у MliUЖeliин. диliеЙliых uнератuрuв. О дш1кu uтметим, 'iTU нрu-
V V V 

изведеliием двух J1111ieИliыx uнератuрuв я:вJ1я.ет<..:я. диliеИliЫИ uне-

ратuр , а их нрuизведеliием как теliзоров я:вдя:ет<..:я: теJ:iзор тина 

(2, 2), который трактовать как диliеЙliыЙ онератор J:iеJ1ьзя:. Эти 
две онераци:11 11p111iц1111иaJ1ьlio раз!iые, хотя: и обдадают liекото­

рыми ОДИJ:iаковыми аJП'ебраи 'iеL:КИМИ L:ВОЙL:твами. 

llроизведеliи.е тензоров открьшает возможноL:ть ноду'iать 

нuвые тензuры из тeliзupuв бuдее liизкuй ваJшнтнuL:ти. . ОттаJ1-

к11ванL:ь uт вектuрuв 11 кuвектuров, мы можем ноJ1у 'iа1·ь тензоры 

дюбо1·u тина. Одш1ко lie каждый тензор может быть нред­
L:ТсtШШJ:i в виде нроизведеliиЯ: теliзорuв. Нанример , бидиliеЙшиr 

фuрма, я:шнrющая:L:л нрuи.зJ;Sедением двух ковекторов, имеет ма­

трицу L:11еци.аJ1ь1iо1 ·о видсL, pct1i1' которuи pcLвeli едиliице. Н 

Ксt'iе<..:тве КО!iтрнримера ДOL:TёtTO'iliO В3Я:ТЬ биди:liеЙliуЮ форму 

L: pёL!il'OM, ра1шым 2. 

ОказывсLет<..:я:, '-!ТО любой тензор тина (р, q) может быть 
нредL:тавден в виде ди.нейной комбинсLции эдемеliтсLрных тензо­

ров видёL х1 ® .. . ® хР ® У1 ® ... ® Уч , лвдя:ющихL:я: прuизведением 
р кuвекторuв x i и q векторов YJ. ДеЙL:твитедьно, в<..:помним бёL­
зиL: в нро<..:трсL!i<..:тве Тр,ч теliзоров ти.нсL (р, q), pcLL:<..:мoтpeliliЫЙ 

в доказатеJrьL:тве теоремы 10.4. КсLждый из тензоров это1·0 

базиL:сL я:мя:етL:л эдементарным. Тензuр T i 1 
... ip , у которuго еди-

J1 • · •J ч _ 
ничное знсLч.ение имеет компонентсL <..: индек<..:сLми нижними i 1, ... , 
- - -
ip и верхliи.ми J1 , . .. , Jч, я:вдя:ет<..:я. нроизведеliи.ем 

T i 1 ... iv _ f i1 19. 19. f iv 19. . 19. 19. _ 

J- J- - '<У .. . '<У '<У e J1 '<У . .. '<У e J . 
l ·•· 1J Ч 

векторов бази<..:а ( е1 . . . еп ) и. ковекторов двоЙ<..:твеliliОL'О ему 

базиL:а (f 1 .. . fn) . llоэтому дюбой тензор А= и~1 ·· -!ч 11ред <..: 1·а­
~1 . .. l-p 

вим в виде 

А _ ii- --iч f ii 19. 19. f iv 19. . 19. 19. -- u i i . '<У • • • '<У '<У e J1 '<У .. . '<У e J .. 
•L .. ·• p Ч 
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Свертывание. БL:ди тензор.1:iое умножение нозводлет 1юду­

ч.а,ть те.1:iЗОры более ВЫL:ОКОЙ Ba,JШ.1:iTHOL:TИ.7 то (.;Jleдy ющм 011ера,­

ЦИ.Я, 7 .1:iа.оборот 7 110.1:iи.жа.ет ва,,11е.1:iТ.1:iОL:ть те.1:iзора.. 

Определение 10.11. Сверткой тепзора А = a{~:J: 
ти.11а, (р1 q) 110 од.1:iому верхш~му и. од.1:iому .1:iИ.Ж.1:iему и..1:iдекL:а.м 1 
.1:ic\,llp11мep 110 11.1:iДeKL:c\,M i1 11 jl 

7 
.1:iс\,ЗЫВс\,ЮТ Те.1:iЗОр В = ь~~•)ч Tl1llc\, 

i 2 .,.ip 

(р - 1, Ч - 1) (; KOMllO.l:ie.1:iTc\,MИ. 

На.помним, ч.то на,,11и. '--Iи.е оди..1:iа.ковых верхнего и н:иж.1:iего 

11.1:iдею;ов 11редуема.три.ва.ет L:y мми.рова..1:i11е 110 этому и..1:iдекL:у 

(npuв·uJ/,u инdекr.:uв) . Мож.1:iо убед11тьL:я., ч.то введе.1:i.1:iМ 011ера,ц11я. 

нриводи.т к тензору 7 т.е. ддл нового .1:iа.бора, ком11онент ОL:та.етL:л 

вер.1:iым за.ко.1:i ( ll) .1) 11реобра,3ова..1:iю1 те.1:iзоров. 

Пример 10.11. Сверткой те.1:iзора, т1111а, (1, 1) лв.,1летL:л тtш­
зор ва,,1шнтноL:ти. О, т.е. и.нва.ри.а,нт. Тензор ти.11а, ( 11 l) нредL:та.­

вля.ет L:обой L:овоку11.1:iоL:ть элеме.1:iтов ма,три.цы ди..1:iеЙ.1:iо1·0 011е­

ра,тора,1 а. его L:вертка. - это L:умма. диа.гона,,1rьн:ых эдементов 

ма.три.цы 011ера.тора,1 т.е . .l:ie ч.то и..1:iое, ка.к r.:.л,ed мump'U'l.fЫ .л,·иней­

нuс:,u unepurrщpu7 который от выбора, ба,311L:а. .l:ie за.в11L:и.т. # 

1 'овор}iт та.кже о сверrпке двух тпепзоров , 11одра,3умеваJ-1 

110д этим L:вертку нрои.зведенил этих те.1:iзоров, нри.ч.ем оди..1:i 

из двух И.1:lДеКL:ОВ, по которым ВЫПОJl.1:lЛеп.:л L:Вертка., OTliUL:И.TL:Л 

к 11ервому тензору, а. второй - ко второму . На.11ри.мер, 

выра.же.l:i11е a1jbkli ОЗ.1:iа.ч.а,ет L:вертку те.1:iзоров А т1111а. (2, 1) 11 В 
ти.11а. (1, 2), в резудьта,те которой 11одуч.а.етL:}l те.1:iзор тина, (2,2). 

Свертка, тензора. или двух тензоров может вы110д.l:iлтьL:л 

lШ 110 ОД.1:iОЙ 11а,ре 11.1:iДeKL:OB ) а. 110 .l:ie L:KOJlЬK11M. На.11р11мер7 

ра.L:L:мотрим тен:зор а{ типа. (1, 1). llроизведен:ием этого тензора. 
.l:ia. L:eб}i будет те.1:iзор а{ а~ т1111а, (2, 2). Это 11ро11зведе.1:i11е мож.1:iо 
L:вернуть п.о двум п.а.ра,м и.ндекL:ов. llолу'--Iим и.нва.риа,нт (те.1:iзор 

т1111а, (О,О)) а{а}, которыи .1:iа,Зьша.ют 11.1:iва.р11а..l:iтом второ1·0 
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11uрндка, в uтJ1.1:1 'iие uт .1:11iвap.1:1aliтa 11ервu1 'U нuрндка - r.;деда 

д.1:1нейнu1 'U uш:~ратuра. Отметим, 'iTU дру 1 'UЙ вариант r.;вертк.1:1 

но двум 11арам и.ндекr.;ов a~al дает квадрат .1:11iвap.1:1aliтa 1шрво1·O 
нuрлдка. 

Н евкдидuвом нpor.;·1·pa1ir.; 1·вe выд~1ен киf>ар'Ur.1,нт,ный мr::mp'U­

ч,r::c:к'Uй тr::н:зир Yij и. кинтпраf>ар'Uантт-1,ый мr::тnр'Uчr::с:к·ий тпr::н-:зир 

yif. Свертка тензора А тина (р, q) r.; Yif нр.1:1вод.1:1т к тензору 
тина (р + 1, q - 1) и. нредr.;таВJпшт r.;обой O11ерац.1:1ю опускания 

индекса rпензора, а r.;вертка А r.; g iJ 11р.1:1води.т к тензору ти.на 

(р - 1, ч + 1), т .е. к поднятию ипдекса тензора. Комнонен­
ты метр.1:1'iеr.;ко1·O тензора в ортонормированном базиr.;е r.;оr.;та­

ВJ1лют еди.н.1:1 'iliУЮ матри.цу. llоэтому J:3. тс\.ком базиr.;е O11уr.;кс\.н.1:1е 
( ноднлти.е) и.ндекr.;с\. J:3.Ыl 'J1л.д.1:1т как нроr.;тс\.л нереr.;тс\.НОJ:3.Кс\. и.ндек­

t;с\. t;верху вни.з ( r.;ни.зу 1:3-верх), т .е. рс\.ЗJ1и.'i.1:1е между верхни.ми. и. 

ни.жни.ми. индекr.;с\.ми. и.t; 'iеЗс\.ет. Еr.;ди. ра.r.;t;мс\.три.1:3-а.етr.;л евкдидо­

J:3.О 11pO(.;'l'Pc\.H(;TJ:3.O .1:1 J:3. нем TOJlbKO ортонорм.1:1рО!:3-а.1iliЬШ базиr.;ы, то 

1:3-r.;e и.ндекt;ы можно За.НИ.(.;ЫJ:3.а.ТЬ И.JlИ. TOJlbKO J:3.1:3-epxy' И.JlИ. TOJlbKO 
1:3-ни.зу . Нозникающи.й нри. этом объект нс\.зывс\.Ют евк.лидовым 

тензором. 

Поливекторы. П о.ливекторами ( му.лF>mивекторами) 
НазЫJ:3.аЮТ KO!:3-c\.p.1:1aHTlibШ .1:1 КОНТра.1:3-а.р.1:1аНТНЬШ 'KUC:UC:'UMMf:1np'U­

'Ч,t;C:K'Uf: теазоры. Коатравариантный коt;оr.;имметрич:еt;кий тен­

зор тиnа (O,q) называют также q-вектором, а ковариантный 
коr.;ur.;.1:1мметр.1:1 'iеtжий тензuр т.1:111а (р, О) - р-формuй. Н 'iаt;тнuм 

t;J1y 'icte 2-формсt, т .е. коr..:оr.;и.мме·1'ри. 'iеt;к.1:1Й тензор т.1:111сt ( 2, О) , 

предt;тсtвллег t;обой кис:ис:·иммr::тnр'l1,чr::с:кую бпл,пнr::йную фирму t; 
V V 

коr.;оr.;имметри'!еt;кои мс\.три:цеи. 

Jle1·кo нровери.ть, 'iTO множеt;тво 110д.1:1векторов одно1·O ти.на, 

нс\.нри.мер (р, О), образуют отноt;ит~rы:ю t;JЮжен.1:1.я. теliзоро!:3- и. 

умноженил тензора. на. 'i.l:1t;JIO линейное п.роt;трсtаt;гво. Это 
V V 

динеиное нpot;тpa!i(;'l'BO ЛВJIЛетr.;л Jl.l:1lieИHЫM ноднроr.;тра.Н(.;ТJ:3.ОМ 

в нроr.;транt;тве Тµ,u вr.;ех тензоров тина (р, O). 

Комнонеliты коr.;оt;и.мметри. 'ie r.;кo1·O тetlзopct, имеющие хотл 

бы одну lHtpy ОДИ.Нс\.КОJ:3.ЫХ и.ндеr.;O1:3-, рс\.1:3-НЫ нудю, Та.К Кс\.К , r.; 
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V 

ОДliОИ t;торо!iы, нри Ш:~pet;TcLliOBIO:~ этих иадекt;ов 1,;оответ1,;тву-

юща.JI комноаеtlТсi мею1ет1,;л Нс:\. комноliе!iту 1,; нротивоноложиым 
V 

3J:Iciкoм в 1,;илу у1,;Jювил ко1,;O1,;имметрич:Rо1,;г1·и, с:\. t; другои 1,;торо-
liы, нереt;Тё:\.!iОВКёL ОДИliёLКОВЫХ Иtlдекt;ОВ tle нриводит К И3Metle­
liИIO KOMllOtletlTЫ. З!iёL'-iИТ, BcLJletlT!iO(.;TЬ tletlyдeBOl'O нодивекторсL 

lie может нревышсLть рсL3мер!iОt;ти п диtleИliOl 'O нpot;тpcL!it;TBcL, 

110 1,;кольку у тен3орсL вшшитиоt;ти бодьше п любсLл комноиентсL 

имеет одиисLковые иидекt;ы. 

У КО(.;О(;ИММетри '-ie<.;KOl 'O тetl30pcL BcLJletll'tlO (;TИ п, 1 'де n -
рёL3мерtlоt;ть диtleЙtlOl'O 11pot;·1-pcL!it;'l'BcL, имеетt;я. п! tletlyдeвыx 

KOMllOlieliT. НсLнример, ДJIЛ KOBcLpИcLJ:iTJ:iOl'O КО(;О(;ИММе'l'РИ '-iе<.;ко-

1 'О TeJ:i30pcL KOMllO!ietlTcL и - · OTJIИ '-iJ:icL от J:iYJIЛ et;JIИ в<.;е ИJ:iДеКt;Ы i1 ... iп 1 • 

рёL3ди '-iJ:iЫ, cL вt;е тсLкие комби!iсLЦИИ ИJ:iдекt;ов 110дy'-icLIOTt;Л нри 

110мощи нере<.;тсLиовок норлдюt п. Ht;e не!iудевые комноненты 
Гё\.КОL 'О геН30рёL pcL3JIИ'-icLIOTt;Л JlИШЬ 3НёLКОМ, ГёLК КёLК LIOJiy LfёLIOT'(.;Л 

дРУl' И3 дру ГёL нepet;TcLliOBKOЙ индек1,;ов. 8 '-iа,(;ТНО(.;ТИ, ОТ(;ЮДёL 

<.;Jiедует, '-iTO дюбые два. иеную~вых коt.;O1,;имметри'-iеt;ких теи3о­

ра. ВёLЛ.еliТНО<.;ТИ n одного ТИПёL могут быть получ:еRЫ друг И3 
дру L 'ёL у MJ:iOЖeJ:tиeм liёL '-iИC..:JIO. Это O3J:ia.'-ia.eт, '-iTO лиJ:teЙJ:toe 11ро-
1,;трёL!it;'1·во п-векторов (п-форм) лвдя.етt;я. одJ:tомерJ:tым. 

Ита.к, у любо1'О ко1,;оt;имметри'-iеt;кО1'О тен3ора. имеют1,;л ком­

понеRты, которые рёL3дИ Ч:ёLЮТ'(.;Л JIИШ:Ь 3НёLКОМ ИJIИ t;ОВПёLДёLЮТ. 

Чт·обы определить тен3ор, ДOt;TёLTO'-iHO укёL3а.ть те компонен­

ты, у которых иtlдекt;ы у норлдо '-iеJ:tы , J:iа.нример, но вo3pcLt;TcL­

liИIO. Нс..:е 0(.;TёLJlЬliЬШ KOMlIOJ:ietlTЫ MOЖtlO ноду '-i11ТЬ 11р11 110-

мощи 11ереt;тсL!iовк11 иtlдек1,;ов. '1'сLк11х ведущих комnон.ент 

у кососимметри·ческо-го тензора вш1еJ:tтtlо 1,;ти р имеетt;л 

р п' 
Сп = . · . Нетрудно увидеть, '-iTO у тен3оров вш1еtlтtlо1,;тей 

р!(п-р)! 

р И n - р OД11J:icLKOBOe KOJlИ '-iе<.;тво веду Щ11Х KOMllOJ:ieJ:iT. f->cLt;t;MO-

тpим, на.11р11мер, р-вектор 1,; комноliеJ:tта.ми ui1 •••fp, j 1 < ... < jp. 
Ка.ждой KOMllOJ:ieнтe ui 1 ... jp (;0110(;'l'ёLB11M ра.вное ей '--111(.;JIO ь1· 1 .. , f"п-р 

1 

в3лв в ка.'-iе <.;тве 11J:tдекс..:ов 'Г1 < ... < 'Гп-р те, которых J:teт t;ред11 

Иtlдекt;ов j1, ... , jp. Moжlio нокёL3а.ть, '-iTO в ре3удьта.те мы 11O­
дуч:11м J:ia.бop комнонент коt;ос;имметр11'-iеL:ко1 ·о (п-р )-вектора., 
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с.:оотве'l'L:l'ви.е .1:ш зс1ви.с_:и.т от выборсL бсLЗи.t;сL и. лвдJ~етсл. и.зомор­

фи.змом линейных 11рос_:трс1нств р-векторов и. (п-р )-векторов. 

Ана.1ю1'и.'iный и.зоморфи.зм сущес_:твует дшr 11рос_:трс1нств q-форм 

и. (п-q)-форм. 

llрои.зJ>ед,ени.е кос.:ос_:и.мметри.'iес_:ки.х тензоро!>1 J>ообще 1 'ОJ>О­
ря1 .н:е лвJrлетсл кос_:осимметри'iес_:ки.м те.н:зором. Нсtпри.мер1 
11рои.зJ>едени.е АВ кос_:ос_:и.мметри.'iес_:ко1'О тензорсL А ти.11с1 (р, О) 

нс1 кососи.мметри. 'iес_:ки.й тензор В ти.11с1 ('г1 О) будет тензором ти.­
псt (р + 'Г1 0), который является кос.:осимметри'Iеским по первым 
р и.ндекссLм и. 110 11оt;J~едни.м r· и.ндекс_:с1м, но не 110 вс_:ем и.ндекс.:сLм 

J>мес.:те. Ч:гобы 11оду'iить косос.:и.мметри.'iеский тензор, нуж­

но вы11одни.ть 011ерс1ци.ю а.11ьтерни.ро!>сtни.л 110 вс_:ем и.ндексс1м. 

Н резудьтс1те 110J1у'iи.тс_:л кос_:оси.мметри.'iес_:ки.й тензор С ти.11с1 

(р + ·г1 О) 1 который обознсt'iсLЮт А f\ В и нсLЗьшс1ют вnешnим 

nроизведеnием тензоров А и. В . 

Пример 10.12. Внешнее 11роизJ>едени.е двух J>екторо!> х = 
= (х1 1 х2 1 х3) и. у= (у1 1 У2, Уз) в !R3 11редс_:тс1J>J1.нет с_:обой кос_:о­
си.мметри. 'iес_:ки.й 2-J>ектор с_: !>едущими. ком110.1:ш.1:iтс1ми. 

и12 = О15(х1у2 - х2у1), 

и13 = О,5(х1у3 - х3у1) , 

и23 = О15(х2у3 - х3у2) 

и мсtтри.цеи 

А= (-~12 
-U13 -Uz3 

llодожи.в Ь1 = 2u23, Ь2 = -2u13 1 Ьз = 2и12, 11оду'iи.м вектор, 

который t;ОJ>11с1дс1ет с векторным 11рои.зведени.ем х х у. 

Вопросы и задачи 

10.1. llyc_:,1ъ А= (Uij) - мсtтрицсt ком11онентоJ> тензора. 

u ij ти.11сt (01 2) (двсtжды контрсtвсtри.сtнтно1'0) . Найди.те за.кон 
и.зменени.л мсtтри.цы А 11ри. за.мене бсtзи.с_:сt. 
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10.2. Rсtйди.те за.кон и.зменени.я: мсtтри.цы двсtжды кoвctpи.­
a.l:iTl:iOI'O тензора. (t.:м. зct.дct.<ty ll>.l). 

10.3. Н евкди.довом нроt.:трсt.нt.:тве ~? t.:o t.:тсt.ндсt.ртным t.:ксt­
дя:рным нрои.зведени.ем зсt.дсt.ны два. ди.1:iеино 1:iезсt.ви.t.:и.мых век­

торсt а1 = (иt 1 иf) 1 а2 = (и} , ui). Эти. векторы обра.Зуют бсtзи.с;. 
Нсt.йди.те ба.Зи.t.:, би.орто1'она.11ьный ба.Зи.с;у а1, а2, 

10.4. lly t.:ть А - ди.нейный O1шрсt.тор1 дейt.:твующи.й в ди.­
нейном нроt.:трсt.нt.:тве ,С. Нсt.йди.те комноl:iенты тензора. и}, с;о­
ответt.:твующе1 'О 110ди.ли.нейной форме tp(x; f) = f (Ах) 1 х Е: L 1 

f Е: ,С*. 

10.5. Пу t.:ть Uij - t.:и.мметри.<tес;ки.Й тензор, bij - коt.:оt.:и.~~ 
метри'--Iе t.:ки.Й Т'ензор. Доксt.жи.те, <tто и.х нолнсtя: t.:вертксt. ЩjbiJ 

рсt.внсt. нулю. Что можно l:Ка.За.ТЬ о тензоре Uif~ьkj ·r 

10.6. Нсtйди.те ш.>дную t.:вертку Yi jYiJ двух метр и. <tе t.:ки.х 

тензоров n-мepl:iOl 'O евкди.довсt. 11роt.:трсt.нс;·1'всt.. 

10. 7. Н уt.:Jюви.я.х Зсt.Дсt<tи. 10.3 зсt.ни.ши.те коорди.нсtты контрсt.­
всt.ри.сt.нтно1'О и ковсt.ри.сt.1:iтно1'О метри. <tе t.:ки.х тензоров в ба.Зи.t.:е 

а1, а2. 

10.8. В нроt.:трсt.нt.:тве JR3 зсt.дсt.н т·ензор Ui j тина. (2, l>). При. 
ксt.ки.х уелови.я:х l:ict. ком1101:iе1:iты Uij этот тензор можно рсt.t.:t.:мсt­

три.всtть ксtк кoвctpи.ctl:iTliЫЙ метр и. <tес;ки.Й теl:iзор'! 

10.9. Нсt.йд,и.те тензор , который 11OJ1y<tcteтc;л нри. ноднлти.и. 

oдl:io1·O и.1:iдекt.:сt.; ct.) у метри. <tet.:кo1·O тel:iзopct. Yij ; б) у t.:и.мводсt. 

Kpol:ieкepct. 6} . 
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Зсtдсtч:с:L ч:и.l;денно1'0 µешени.я. сш"тем ди.нейных а,.1п'ебµсtи.ч:е­

lжи.х урсtвнени.Й (CJIAY) l: невыµожденной мс:Lтµи.цей быдсt µct(..:­
t.:мo·1,µeнct в [III] . Методы ч:и.(..:JШнноt'О µешени.л CJIAY можно 
µа,3,цели.ть нсt две 1'µун11ы; нµлмые (иди. точные) и. и.теµсtци.он­

ные. Н [ llI] О(..:новное вни.мс:Lни.е было у дедено 11µ.я.мым методсtм. 

оыд µёL(..:(..:МОтµеи мr:::rпид Гаус:с:а ·uc;r-,;J1,юч,r::Н,,UJ{, Н,, r:;·изr-.нхmН,,ЫХ, ct тсtк­

же методы, 0(..;НОВсtННЬШ lia, MYJl,Ыf/,'U1tJl,'UKU'fn'U(j 'Н.,blX pU3J1,(JЖ~'Н., 'UJ(,X 

маn~р·и·ц. 

Н :этой l'дс:Lве мы (..:Коицеитµи.µуем вии.мсtии.е ИёL и.теµсtци.оиых 

методсtх 'iИ.(.;JШИИОl'О µешеии.я. CJIAY. Издожи.м тсtкже иовые 

(..:110(..:Обы мудЬТИ.ШlИ.КёLТИ.ВliОl'О i>сt3JЮЖеии.л Ма.тµи.цы. 

11.1. Обусловленность квадратных матриц 

llµи. µешеии.и. J1юбой ма.темсtти.ч:е(..:кой зсtда.ч:и. вс:Lжиую µодь 

и.1 'µа.ет вонµоt.: (..;ущеt.:·1,вова.ии.л и. еди.и(..;·1,веииоt.:ти. µешеии.л. Но 
V 

lЮJЮЖИ.ТеJlЬНЫИ ответ На. :этот вонµО(..: еще ие l' ёL!->ёLliTИ.I->YeT 

ДU(..:тuвеµиut.:ти. 11µсtк1'и. 'iе(..:ки.х µез у дьтс:Lтuв, кuтuµые нuду ч:еиы 

в µезуJ1ьтсtте µешеии.л мсtтемс:Lти.ч:е t.:кой зсtдсtч:и. . llолt.:ии.м :это 

нuдµuбнее. 

llµи. 1IO (..; 'l'cLHoвкe мсtтемс:Lти.ч:е t.:кuй зсtдсtч:и. , кс:Lк нµс:Lвшю, и.ме­

ютt.:л па.µсtметµы, котоµые ие фи.кt.:и.µовс:Lны и могут пµииимс:Lтъ 

нµои.зводьиые зиа.ч:еии.л и.з некотоµых и.итеµва,.1юв. Н ка.ч:е(..:тве 
V 

тсtки.х нсtµа.метµов мо1 -ут µсt(..;l:Ма.тµи.ва.тьt.:л да.ииьш и.змеµеии.и, 

µезудЬТёLТЫ µешени.л Ка.КИ.Х-ТО д!->Уl'И.Х 3ё:\.Дёt'i, µезудЬТё:\.ТЫ :ЭК(..;­

неµтиых оценок и. т .11. , котоµые 3ёLДс:Lютсл нµи.бди.женно. Е(.;J1и. 

нµи. кёLждом дону t.:ти.мом иёtбоµе знёtч:еии.й нёtµёtметµов ( вход­
'Н,ЫХ да'Н,'Н,ЫХ .м,ате.м,аmи'Ческой зада'Чи) 3ctДcL'icL имеет µеше­

ии.е, и. нµи.том еди.и(..; 1'веииuе1 то вuзни.ю::1..ет 3ёtви.t.:и.моt.:ть µешеии.я. 

от у Kct3ё:\.liliЫX llё:\.!->а.Метµов. 
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Резудьтатом rешения математи.'шL:кой за,д,сL'iИ. явдлетt.:л вы­

'iИ.t.:деliи.е lia Ot.:liOBe ВХОДliЫХ дaliliЫX lieKOTOl)Ol 'O liaбora 'iИ.­

t.:JIOBЫX Зlia'ieliи.Й - выходпых даппых матемаmи'Чtеской 

задач/и. Ка.к входные, та.к и выходные да..нные можно J>а..t.:­

t.:ма1·rи.вать в ка'iеt.:тве эдемеliтов t.:оответt.:твующи.х нирм·ири­

rJанных npuc:mpaнc:m,rJ. Это нозводя.ет t.:µа..вliи.ва..ть между t.:обой 

l)а..ЗJIИ.'iНЬШ Ва..J>И.а..НТЫ входных (выходliых) данных и. оцени.ва..ТЬ 

t.:TelШlib и.х бдИ.30(.;ТИ., '!ТО lll)И.ВОДИ.Т К ноня.ти.ю lieнreJ>ЫBliOЙ за­

ВИ.t.:И.МОL:ТИ. µешени.я. задаLIИ. от входных Да..ННЫХ. 

llyt.:тъ х 1 xu Е !Rm нrед<.;та..ВJ1лют <.;обой rJeкrnupы входных 

Дa..liliЫX lieKOl'Ol)OЙ Ма..тема..ТИ. 'iе<.;кой За..Да'iи., i:L у' Yu Е ll{m - t.:О­

отве·1т·1·вующи.е эти:м входным ДсLliным rешеliи:л, и.ди. выходliые 

дсLнные. Ска..жем, ч:то rешеRи.е Зi:LДi:L'IИ ш:~пrеµывно зсLви<.;ит от 

входliых дctliliыx, е<.;J1и. ддл J1юбо1'0 xu и. ддл дюбо1·0 е: > U <.;уще­
<.;твует тсtкое 6 > U, '!ТО нµи. l lх - xu ll < 6 и.меем IIY -yu ll < е:, I'Де 
11. 11 - liекотоrм нирма в IR'n. 

Мс1темс1ти. 'iеt.:кую зctдct'iy liа..Зывают корректпой и.ди. кор­

ректпо nocmaв.fl,ennoй1 еt.:ди. ее µешени.е t.:уще<.;твует1 еди.н­

t.:твенно и непrеµывно Зi:LВИt.:ИТ от ВХОДllЫХ Дi:LННЫХ. EL:Jiи ОДНО 

и.з тµех уt.:Jюви.й lictl)yшcteт<.;я. (µешеliи.е lieeди.li<.;твeliliO, lie <.;уще­
<.;тв у ет и:ди. наµу шсtетt.:я. тµебовани:е lieнreµывlioЙ Зi:LВИ:<.;и:моt.:ти: 

от входных дi:Lнных), то говоrлт о пекорректпой матема­

mи'Чtеской зада'Чtе. 

lloliя.ти:e коrµектной зсtдсt'iи. Jie1·кo коliкµети:зи:µовсtть ддя. 

<.;и.t.:темы ди.liеЙliых cLJlL ·ебrс1и. '!е<.;ки.х у J>ёtBlieliи.Й ( СЛАУ) t.: liевы­
µожденной мсtтµи.цей. Нсtномни.м, СЛАУ Ах = Ь t.: квс1дµс1тной 
мс1тrи.цей А ноµя.дксL п имеет еди.н<.;твеliliОе reшeliи.e то1-да и: 

только тогдсL1 когда матrицi:L А невыrождена [III]. Входными 
дctliliыми. Зi:LДi:L'iИ. µешени.л CJIAY <.;щщует t.:'iи.тать эдементы ее 

V 

Ма..Тl)И.ЦЫ и: lIJ>i:LBЫe 'ii:L(.;TИ. урсLвнени:и. 

Стодбец 1iеи.зве<.;1'1iЫХ х и. <.;тодбец 11rс1вых 'ii:Lt;тeй Ь CJlAY 
Ах = ь MOЖliO Tl)a..Kl'OBёtTЬ Ка.К вектоrы п-мерНUё,(} Jl,'U'Н,f:йHU',:,(J 

ар'ифмеrп·шч,еr.:киё-и npur.:mpaнr.:mrJa IR'i, в котоrом Зi:LДi:Llia.. liеко­

тоrм liOJ>Mi:L 11 · II • Этой liOJ>Me <.;оответ<.;·1·вует ·uнdy·ц·upurJaннu.Jl, 
·1-юрма маrnр'UЧЫ7 ДJIЛ котоµой будем и.<.;110J1ьзовс1ть то же обозна..-
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•-шние 11 ·11, Изменение входных Да,Нных OЗHa,'ia,e'l' 1 '!ТО На,рлду t.:o 
CJlAY Ах= Ь t.: реш~нием~х На,ДО ра,l:t.:м~греть дру1'ую воз.м,у­

щеппую систе_~у Ах = Ь t.: Ма,трицей А = А + ЛА и t.:толбцом 

нра.вых 'iа.t.:тей Ь = Ь + ЛЬ, которан отли 'iа.етt.:я. от иt.:ходной 

r.;иr.;темы воз.м,ущепие.м, матрицы с'исте.м,ы ЛА и воз.муще­

пие.м сто.л,бца правых 'Частей ЛЬ. t>ешени~м возмущенной 

r.;иr.;т~мы буд~т н~который r.;тодб~ц х 1 который отдИ'iа,~тt.:л от х 

на. r.;толб~ц Лх = х - х, на.3ыва.~мый воз.м,ущепие.м решепи.я.,. 

н~lИ'iИНЫ IIЛA l li 1 1ль1 1 и I IЛx l l можно инт~рнр~тирОВа,ТЬ Ка,К 
сtбr.;одю'1·ньш 1101·решноt.:ти t.:оответt.:твенно мсtтрицы t.:иr.;темы , 

V V 

нра,ВОИ '!а,r.;ти и решения., еr.;ди комноненты иr.;ходнои t.:иt.:темы 

ра.t.:(.;МёtТривсtть КёiК ТО'iНЫ~. llpи этом ОТНО(.;ИТ~JlЬНЫ~ 1101·реш­

ноr.;ти будут выражатьr.;л формудами 

бА = IIЛA I I 
IIAII ' 

оЬ = 11ль 1 1 
1 1ь 1 1 ' 

I IЛx l l 
Ох = llxll · 

Корректноt.:ть За,Да,Liи решенил CJlAY Ах = Ь t.: КВа,Дра,тной 
V V 

невырожденнои матрицеи заю1ю'iаетr.;л в том, 'iTO ма,.11ым от-
ноr.;ит~1ьным 1101·решноt.:тлм мсtтрицы t.:иt.:темы и нрсtвои 'ictr.;ти 

отве'iсtет ма,.11ан отноr.;итедьнан 1101·решноr.;ть решенил t.:иr.;темы. 

Чтобы 11ок1tЗсtть1 'iTO это дейr.;твитедьно тсtк, нужно отноr.;и­

тедьную 1101·решноt.:ть решения. оценить t.: номощью отноr.;итедь-
V V 

ных 1101'решноr.;теи мсtтрицы и нра.вои '-lа.t.:ти. 

Определение 11.1. Для квсtдрсtтной невырожденной мсt­

трицы А в~1и'iину 

с(А) = IIA II IIA-1 II (11.1) 

на.3ывсtют ее 'Чис.л,о.м обус.л,ов.л,еппости. 

Чиt;Jю обуt.:JЮВJШнноt.:ти мсtтрицы вt.:е1·дсt 110Jюжит~1ьно и 

зсtвиr.;ит от зсtдсtнной нормы ма.триц. Этсt хсtрсtктериt.:тиксt име~т 
V 

t;JШДующи~ (.;ВОИt.:ТВс\.. 

Свойство 11.1. Для любой н~вырожденной матрицы А 

'!И(.;JЮ е~ обуt.:JЮВJ1~нноt.:ти t.:овнсtдсtет t.: 'iИt.:Jюм обуt.:JЮВJ1~нноt.:ти 
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обµсtтной мсtтµи.цы А-1 : 

• с(А- 1 ) = IIA-1ll ll(A-l)-1II = IIA-1
11 IIAII = с(А). • 

Свойство 11.2. Е(.:.11и. ноµмсt мсtтµиц KU.fl,(;}'U,eвaл, то с(АН) ~ 
~ с:(А) с: (Н). 

• COl'Jla.GHO Gl:IOЙGTBa.M обµсtтной мсtтµи.цы, (Ав)-1 = в-1 А-1 , 
а, GOl'Jla.GtiO уt;JЮВИЮ, 'iTO tiOJ->Mёt КОJ!ЬЦЕ:Шсtл, IIAHII ~ IIAII IIHll­
lloэтoмy 

с:(АН) = IIAHll ll(AB)-1
11 ~ IIAII IIHII IIH-1II IIA-1II = 

= (IIAII IIA-1
11) (11 3 11 IIB-1

11) = с (А) с:(В). • 
Свойство 11.3. Е(.:.11и. мсtтµи.'iна.л ноµмсt кодьцtшсLЯ:, то 

с(А) ~ 1 ддя. дюбой невыµожденной мсtтµи.цы А. 

• Ддл еди.tiи. 'itiOЙ мсtтµицы Е, GOГдa.GtiO µсtве1-н.:тв у ЕЕ = Е и 
GВОЙGтву 11.2, llOдy'icteм 

с:(Е) = с: (ЕЕ) ~ с:(Е) с:(Е). 

'Га.к ка.к с ( Е) > О, то, t;OKJ->a.ЩcLЯ: в неµсtвенGтве tia. с ( Е), имеем 
с(Е) ~ 1. 
Дшr ю~выµождеtitiОЙ мсtтµи.цы А Gущеt;1•вует обµсtтtiа.Я. мсt­

тµи.цсt А- 1 , 11µи. этом АА-1 = Е. Со1·дсtt;но GвоЙGтвсtм 11.1 и 
11. 2' 3ёtKJlIO 'icteм' 'iTO 

Знсt'iи.т, с (А) ~ 1, та.к ка.к LIИ(.:JIO обу(.:JЮВденноGти. мсtтµицы 

неотµи.ц;:tтедьное. • 
Свойство 11.4. Et;J1и. 11· 11 - cneкrnpa.f(,t>'J-1,(),Л нuрма, то 'iИ.(.:.110 

oбyGJювдetitiOGти. <..:и.мметµи. 'iеGкой мсtтµи.цы А µctвtio 

с: (А) = IЛншх. 1 1 
IЛшi11I 
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1 ·де Лшах, Лшiп - ее сuбств енные ;знач,ен·ил, t;Ooтвe·1•t;твetltlO 

ю;1..и.бодьшее и. шtи.меliьшее 110 a.бt;OJlIOTliOЙ в~1и. 'iи.lie . 

с 
u • нектра.J!Ьliа.л tiOpмa. t;и.мметри. 'iеt;кои ма.три.цы pa.Blia. ма.кt;и.-

Ма.Jrьной из а.бt;олюгных велич:ин I Лi I ее t;Обt;твенных зна.ч:ений. 
Дейt;тви.т~1ьно1 et;J1и. t;имметри'iеt;юш ма.трица. имеет норлдок 

·п, то в ~ 1
• t;ущеt;твует uртuнuрм'Uрuванный ба;з·ис е1, ... , еп из ее 

сuбственных tзектuрuв. llyt;1ъ t;Оо1·ветt;твующие им t;Oбt;·1·вetl­

tlЫe 31ia.'ietlил. t;BЛ3a.liы liера.веш;тва.ми I Л.11 ~ IЛ.21 ~ ... ~ l лпl • То­
l'Да. .ЦJHJ. дюбо1·0 вектора. х = сх1е1 + ... + схпеп и.меем 

IIAxll = IIA(cx1e1 + .. . +cxneп) I I = l lл1cx1e1 + ... +лпсхпеп [ I = 

= ✓(л1сх1)2 + .. . + (лпсх,J2 ~ lл11✓ cxf + ... +сх; = lл1 I llх l l ­
поэтому 

Но Юt (;а.МОМ Д~lе В нри.ве.цеlitlОМ tlepa.Beli(;TBe ,цоджеtl l:ТШJ.ТЬ 

3lia.K ра.В(:Ш(;ТВа., Та.К Ка.К ДJ!Л Х = е1 имеем 

Отметим, Ч:Т'О е r.,;ди л - r..:обt.:твенное зна.'iение невырождеli­

liОЙ ма.трицы А, то л.- 1 - t.:oбr..:твeliliOe 3lia.'ietlиe ма.трицы А-1 , 
та.к ка.к ра.веtlr..:тво Ах = лх, х ~ О, pa.вtlot.:ш1ьlio ра.веlir..:тву 

А-1х = л.- 1х . Кроме того, eQIИ А - r..:имметричеt.:ка.л ма.гри-
1· l 

ца., т.е. А = А, то и А- - t.:имметри 'iеr..:ка.н: ма.трица., та.к ка.к 

(А-1 )г = (Аг) _1 = А-1 . llоэтому, eQlИ Лшах. и Лшi11 - r..:ooтвeт­
t.:твetltlO liа.и60J1ьшее и liа.имеliьшее 110 а.бr..:одЮТliОЙ в~1и 'iИlie t.:oб­

r..:твeliliыe 3lia.'ieliИ.Л. ма.три.цы А, то IIAII = lлншх.1 , IIA -1
11 = 1л.~J1J 

Следова.Т~!ЬНО7 с(А) = IIAII IIA-1 II = lлшах l lл~Jпl• • 
Lfи.t;Jю oбyt.:JювдetltlOL:'l'И ма.три.цы А в 31iа.'iит~1ьliоЙ r..:тенеtlи. 

опредедлет '-lувt.:твительliоt.:ть СЛАУ Ах = Ь к погрешаоr..:тлм 
в коэффици.еliта.х ма.три.цы и в нра.вых 'iа.L:тлх ypa.вlieliи.Й; 'iем 
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бодьше это 'iИ.t.:JI0 7 тем выше 1101'решliоt.:ть решеliи.Л 11ри. ДctliliOM 
уровне ногрешliоt.:тей вход;liых данных. Эт·у t.:влзь ноксtЗывсtет 

t.:дедующан теоремсt. 

Теорема 11.1. Еt.:ди. мсtтри.цсt А li~выpoжд~lict и. 

llдA I I < 1 1л-1 1 l - 1 1 (11.2) 

13~ 11 · 11 - ll()OИ.3BOJIЬliaJI. кодьцевсtл liO()Ma. Mct'l'JJИ.Ц7 то Ма.Т()И:Ца, 
А = А + дА тоже невырожд~на. и в~plia. t.:Jщд;ующа.Л oц~liKa. длл 
OTliOt.:И.Te.llЬliOИ 1101 '()eШliOt.:TИ. решеliИЛ 

с:(А) 
бх ~ 1 _ с: (А)бА (бА + бЬ) 1 (11.3) 

13е б~ ~ llx - xll / llxll; i - реш~tlи.е возмущеliliОЙ t.:ш..:темы 
Ах = Ь; Ь = Ь+дЬ. # 

Замечание 11.1. Еt.:.11и выноднлетt.:л liepa.вelit.:твo ( 11. 2) 1 то 

Н этом t.:.IIY'ia.e в ll()a.BOЙ 'ia.t.:TИ. liepa.Belit.:TBct (11.3) Дt',.JШliИЛ lia, 
liY JlЬ lieT 1 И Olict llOJIOЖИ.T~JIЬliaJI.. 

11.2. QR-разложение. Сингулярное разложение 

0 ДliИМ И.3 Ва.рИаНТОВ мy.л,ып'U,f/,,.Л,'Ur'KUm'Uf>'Нt(Jё,.(J раз1~ижr::'Нt'U,Я, мa­

mp'U'lltbl л.шrн.еп..:н Q R-раз.ложепие1 т.~. нредt.:тсtшrеliие мсtтри­

цы А в в.и.де А= QR, l'де Q - uprnuё--una.л,f/nax маmр'U'Ца7 ct R -
верхнлл треугольнсtЛ мс:1.,трицс:1.,. 

llot.:тpoeliиe Q R-JJctЗJIOЖeliия мсtтрицы А t.:води.тt.:л. к 11реобрсt­
зовсtliию это и МсtТJ)ИЦЫ ну тем llOt.:.IШДOBo.:l'eдЬliOl 'O у MliOЖeliИ.Л. lict 
OJJl'Ol'Olicl,JlЬliЫe МсtТJ)И.ЦЫ Р1, р',!,7 •• • 7 p!j t.:lleЦИ.cl,JlЬliOl'O ВИ.Дсt тсtк, 

'iтобы в µезудьтсtте ноду'iшШ,lЪ верхнл.л треу1'ОJ1ьнсtл. мсtтри.цсt 

R = Р, .... Р1А. lloдct1'c1,л. Q = (Р,з ... Р1)- 1 , 11одуL1с:1.,ем 11редt.: 1'с1,­
вдени.е А = Q R 1 l'де мс1,·1'ри.цс:1., Q 1 co1'дc1,ctlo t.:войс·1,вс1,м 7.4 и. 7.5 
OJJTOl 'Olicl,JIЬliЫX Mcl,'l'JJИЦ ( GM. (;. 200) 1 ЛВJIЛетсл OJJTOl 'Olicl,JlЬliOЙ. 
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llримеш=rют два ос.;новных с.;нос.;оба нос.;троения. НО(.:.1Iедова­

теды1ос.;ти матриц J--\, ... , Pri. Ддя. онис.;аliиЯ. этих с.;нос.;обов 

у добliо Иliтернретировать opтo1 '0liaJ1ьliыe матрицы как маmр'U­

'Ц-Ы ирrпиёин,а4ьн,ых иперитирив в с:тин,dарт,н,им, ирrпин,ирм'Uрu­

tщн,н,и.м, баз·ис:е в lltn, а матрицу А как liaбop с.;тодбцов а1, . . . 1 

Un, нредс.;таВJнrющих с.;обой r,;иирd·ин,аты вer,;mupuf3 а1, ... 1 ап из 

!Rn. То1·да ОА = О(а1 ... a,i) = (Оа1 ... Oa,i} , 1·де ис.;нодьзова­
liЫ с.;войс.;тва умliожеliил бJIO'iliЫX матриц, и ноэтому yмlioжetlиe 

мс.1..трицы А (.:Jieвa.. lia.. opтoгOliaJIЬliYIO мс.1..трицу О равliос.;идьliО 

нримеш~liИЮ к кс.1..ждому из векторов a i opтoгoliaJIЬliOl 'O 011ерс.1..­

тора О, матрицей ко·1·оро1·0 я.вш-1е1·с.;я. О. Таким образом, зада'iа 

(.;ВОДИТ(.;Я. К 110(.;JleДOBaтeJJ.ЬliO(.;TИ uprnUё(J'J-(,a,l(.,b'Н,blX преибризива'Н,'Uй 

с: ·ис:rпемы веr,;тирив а1, ... , ап, в резудьтате которой с.;тодбцы 

коордиliат этой с.;ис.;темы образуют верхliюю треу годьную ма­

трицу . 

Метод вращений. Н ка'iес.;тне :эдeмeliтapliOl'O opтo1·0-

liaJJ.ьlio1·0 нреобразощtliия ра.с.;с.;мотрим нреобразона.liие ноноро­

та Q ij (r..p) н днумерliом ноднрос.;тра.1iс.;·1·не 1 oбpaзoнctliliOM i-м и 
j-м некторами crnandaprrmuёu баз'Uс:а н !Rn (:это ноднрос.;траli­

L:тно ec.;тec.;тнeliliO ё:\.(.;(.;Оциирощtть (.; ШЮ(.;КО(.;'1ъю) . Матрица тако-

1 ·о нреобразона.liил имеет вид 

1 

- юнr..р 

Slll r..p (.;OS r..p 

1 

и отди 'iаетс.;л от едиliи 'iliOИ ЭJН:~меtlтами lia нере(.;е'iеliии ~-и и J-И 

с.;трок, i-1·0 и j-1·0 с.;тодбцон. Эти :эдемtжты образуют матрицу 
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l:П'UpUl 'U нuряд,юt 

-t:Шlep) 
(.:0~ ер ' 

кuтuрс:1..я: lia. шюL:коL:ти (в нроL:тра.liL:тве V2) онредедя:ет новорот 
вектора. lia. у 1 ·од ер. ЕQ1и нримеliеliить 11реобрс:1..зовс:1..liие t; 

мс:1..трицей Q ij (ер) к нроизводьliому вектору а = ( с.х1, ... , c.x,i), 
. . 

то измеliЯ:Т(.:Я: ТОдЬКU е1·0 ~-я: И J-Л кuордиliа.ты, а. UL:To.JlblibШ 

UL:Ta.liYTL:Я: нрежними. llpи этuм за. L:'ieт выбuра. угJ1а. ер мuжliu 

добитьL:я., 'iтобы j-я. коордиliа.Та. вектора. обliудида.t;ь. Ддя. это1·0 

нри i < j ДUL:Ta.TU'iliU выбра.ть ер И3 уQЮВИЯ: 

Ра.L:t;мотрим 110L:Jн:щовс:1..т~1ыiОL:ть нреобра.3овс:1..ний Q1j ( ep1j), 
j = 2, п, в результс:1..те которых вектор а1, нредL:та.вJШliный 

1шрвым t;толбцом мс:1..трицы А, 11реврс:1..титt;n в вектuр at = 
т 

= ( at1 l) ... о) . llpи этuм вектuры а2, ... , Un, нpeдL:'l'a.ВJleliliЫe 
0L:то..11ьными L:толбцс:1..ми мс:1..трицы А, нреобра.3 уютL:я: в некото-

т 

рые вектuры а~, ... , a;i t; кuuрд,иliс:1..тс:1..ми ( atr ... a;ir) , l = 
= 2, п. До..11ее ра.L:L:мотрим LlO(.:Jleд,OBa.T~lbliO(;Tb нреобра.3ований 

Q2j ( ep2j) 1 j = 31 п1 нри которой вектuр а~ нереходит в вектор 
т 

а~ = ( at2 а~2 О . . . О) . llpи этом вектор at не измен.итt;я:, 
Та.К Ка.К 11реuбра,3ую1•t;я лишь те коuрдиliа.ТЫ, кuтuрые у ЭТОL ·u 

вектора. рс:1..вны liудю. llродолжс:\Л нроцеL:t;, мы нолу ч:им L:и­

L:тему вектuрuв at 1 ••• , a~t, коорд,инсtты которых L:ОL:т,шля.ют 
верхliЮЮ треу1·uдьliую ма.трицу. 1luQ1едовс:1..т~1ьliОL:ть uрто1·0-

ю:t-11ыiых ма.триц Qij (epij), i = 1, п - 1, j = i+l, п, и еL:ть иL:комм 
110L:J~едовс1,тельноL:ть /\ 1 ••• 1 Р;-. 

Метод отражений. Н этом метuде в кс:1..'iеt;1•ве эю~мен­
тсtрных opтo1·olio..11ьliыx 11реобра,3овсtний берут 11реобра,3овс:1..liия. 

L:имметрии. f->аt;t;мотрим нроизвольный 'Н,е'Н,удеt>uй t>eкrnup хо из 

~п. llyt;ть Н J_ - uртпuс-u'Н,адь'Н,Uе duпuд'Н,ею1,е uдliuмepliOL'U д'U­
'Н,еU'Н,UёU nudnpucrnpa'Н,C'fnf:> а 1-lu = ~рс:1..п { xu}. Сuглс:1,t;нu Qiедt;т•вию 

3.1, ксtждый вектор х- Е: ~_п нредL:тсtвллетL:л в виде х- = лх0 +x-j_, 



11.2. QН-рсtз1южение. СингулJJ.рние рсtз.1южение 299 

1·де ЛХ() - иртиёинадьная uрие·кц'Uя .13ектоµсt х lict 7-l() , ct х.1.. -
~1 ·о иртuёинадь·н.,ах с:uс:тпавдяющах. i->сt<..:<..:мотµи.м 11µ~oбµa30.13ct­

liи.e 

Qx = Q(лх() + х .1..) = х 1.. - ЛХ() = х - 2ЛХ() 

(ри.<..:. 11.1). Нетрудliо 11окi::1.3сtть 1 
ч.то это нреобрi::1.3О.13сtние лш1я.ет<..:я. 

ди.li~Йliым. Кµом~ то1·01 t.:Ol'Jlctt.:lio 
тпеиреме п-·ифаёuра1 

( зде<..:ь µсt<..:<..:мсLтµи.13сLет<..:л евкд'Udu­

ва ·н,uрма1 <..:оот.13е•1·t.:т.13ующаЛ с:тан­

dартгюму с:кадхрниму при·и;зf:>еdе­

н·ию 13 IRn). llоэтому ди.liеЙliыЙ 

онеµсtтоµ Q Я..13JНtет<..:я. оµто1 'Olia.11ь­
liым. 

Qx 

Ри:t.:. 11.1 

\ 

\ 

\ 1io 
\ 

Jly ч.ше .13(;~1 '0 .13 Kct'-l~t.:T.13~ .13~КТОрёL Х() .133ЛТЬ .13~Ктоµ n <.; 

еди.liи. ч.liоЙ liоµмой. То1 ·д ct л = ( х, п) , ct ди.liеЙliыЙ оаеµсtтоµ Q 

Qx = х - 2 (х, n)n, llnll = 1. 

Jlи.li~ЙliыЙ онерёtтор Q у кi::l.3aliliOl'O .13и.да бу д~м lii::1.3Ы.13ать отра­
жен·ием. 

llокажем, ч:то ДJIЛ дюбых н~нуJiевых векторов х и: у из 

!Rn liаЙде1тл 1·ако~ 0·1·раж~liи.~ О, ч.то Ох = и:у , т.~ . .13~ктор х 
нреобрi::1.3ует<..:л .13 .13ектор, кодди.liеарliыЙ у. Из оаµедедеliи.я. от­
раж~liил <..:д~ду~т, '-!ТО 0'.1: - х = - 2('.1:, п)п. Зliа'iи.т 1 и.<..:комо~ 

отраж~liи.~ доджliо опр~д~шть<..:л еd'Uн'Uчным вектирим п1 КОJl­

ди.liесLµным .13ектоµу Ох - х = и:у - х. Отметим, '-!ТО .13 этом 
t.:J1y L1cLe '-lИ.t.:JIO и: онредед~liо <..: тоLiliО<..:тью до знёLксL, тсLк ксLк 

llu:yll = IIOxll = llxll и., Зliсtч.и.·1·, lu:I = llxll / IIYII- tlыбоµ 3lictкct -
это .13ыбоµ OДliOl'O и.з д.13УХ .13О3мОжliых µешеliи.Й (µиL:. 11.2). 
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Ри~;. 11.2 

Итак, выбиrаем u = JlxJJ / [IYII 
и вы 'iИt.:длем вектоr xu = uy -
- х. Еt.:дИ этот вектоr нуде­

.l:ЮИ1 то вектоrы х и у кодди­

неаrны (дюбой из них нrинад­

JШжит J1инейной обоJЮ'iке дIJY­

l'Ol'o), и в ка'iеt.:тве отrаженин. 
L:дедует взлть тижdес:rпве'Н,'Н,Ый 

иперитир. ЕL:ди же xu f 0 1 то 

отrажение О задаетL:я: едини 'i­
ным вектоrом n = xu( [lxu[J. Дейt.:твитедьно, 

2 
11 uy - х 11 = ( uy - х, uy - х) = 

= tx2 IIYll2 
- 2u(x, у) + llxll2 = 2(llxll2 

- u(xi у))• 

llоэтому 

Ох = х - 2( х, n )п = х - 2 (х 1 uy - ~) ( uy - х) = 
lluy - x[I . 

2 u(x, у) - llx[I = х + 2 ( ау - х) = х + ( ау - х) = uy. 
u(x, у) - llx[I 

Стодбцы матµицы А будем тµактовать как L:тодбцы кооµ­

динат некотоrых вектоµов а1 , ... 1 ап из !Rn. lly t.:ть е1 1 ••• 1 еп -
t.:тандаµтный оµтоноrмиµованный базиt.: в !Rn. f->аL:L:мотµим оµ­

то1 'ОНаJ1ьное нµеобµазование Р1 , котоµое вектоµ а1 неµеводит 
в вектоµ ar = u1e1 . Еt.:ди вектоµ а1 ненулевой1 это нµеобµа­
зование t.:тµоитt.:л ониt.:анным выше t.:ноt.:обом, а еt.:ди вектоµ а1 
ну девой, то в ка'iеt.:тве Р1 можно взя:ть тождеt.:твенный онеµа­

тоµ. 

Онеµатоr Р1 нµеобµазует вектоµы а2 1 ••• 1 а2 в некотоrые 

вектоµы а} , ... 1 a;i· f->сtt.:t.:мотµим 01шrс1тоµ Pi, котоµый нrе­
г 

обµсtЗует вектоµ а~ = ( ur2 а~2 . . . a;i2) в некотоµый вектоµ 

Ра~ =а~= (aI2 U~2 () .. . 0) г_ Ддя: ЭТОl'О В Ка'iеt.:тве вектоµа у 
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можtlо в3я.ть дюбую д·инейную кимб·ини·u/ию бс:1.3.и.t;tlых в~кторов 

е1 и. ei. Некотора.Л с.:вободс1, выборс1, 011ерс1,торс1, Pi 1103воJ1лет 11ри. 
этом доби.тьt;я: того, ч:тобы в~ктор е1, с1, 3нс1,ч:ит и. at 1 не и.3м~ню1-
t;Я:. Дейt;твигельш>, вt;е векгоры1 попс1,дс1,ющие в ортогонмьное 
ДOllOJIIO:~ни.e 1-l 1- 7 Оt;Та,ЮТС.:Л 6~3 И.3Melieliи.Й, и. J:ia,M ДOC.:Tё:\.TO'iliO 110-

требО.13-а,"l'Ь, 'iтобы .13-ектор xu = Pia~ - а~ = ау - а~, 3ё:\.дающи.й 
отражеliи.е Pi, быд ортоr'оншшн вектору е1. Это и будет о3на­
'iё:\.ть, 'iTO вектор е1 11011ё:\.дает в ди.lieЙlioe 1юд11роt;трё:\.1it;'l'ВО 7-l 1-, 

которое t;Ot;'l'OИ.T и.3 .13-t;ex векторо.13-, opтo1'0tlaJ1ьtlыx xu. Yкa3atl­

tlOe уt;Jюви.е будет .13-ЫllOJIJ:i}i 'l'Ьt;}J. 1 еt;ди. онератор Pi 11ере.13-оди.т 
т 

.13-ектор а~- иtie1 = ( () и~~ . . . u}ii ) J3. .13-ектор cxiei, так как этот 
онератор онределя.етt;я. вектором xu = cxi ei - ( а~ - иti е 1), и.мею­
щи.м liудевую 11ервую коорди.tlату и. 11отому opтo1'0liaJIЬliЫM е1. 

Ит'ё:\.К, оператор Pi 1ш и.3меня:ет вектор at, п:реобра3ует вектор 
а~ в вектор ai = (ufi uii О ... О) т' с1, векторы а}, j = 3, п, в 
liекоторые векторы aj. 

llрододжа.Л нроцеt;t; 7 мы lia, k-м шс1,1·е t;трои.м 11р~обра30.13-с1,-

1iи.е, которое lie меliя:ет бс1,3и.t;tlые векторы ei, i = 1, k - 1, liO 

нр~обра3у~т вектор az-1 
- а~;1 е1 - ... - aZ=t kek:-1 J3. некоторый , 

вектор1 кодди.liесt,рliыЙ ek: . Et;Jrи. k-й t;тодбец И.t;ХОДliОЙ мс1,три.цы 

oкa3aJlt;}i liY де!:$ЫМ, то и. 1$ектор ak: будет liY де!:$ЫМ и. 1$ нроцеt;­

t;е 11реобра30.13-с1,J:iи.Й Р1, ... , Pk:-l Oli Ot;Talieтt;я: liуде.13-ым. Н этом 

t;Jiy'--lae в кс1,qеt;тве о'--Iередного оп:ерс1,торс1, Pk: можно в3я:ть тожде-
V 

t;тве1пiыи онерё:\.тор. 

Процесс ортогонали3ации. К Q R-ра3Jюжению lieнo-

t;редt;твеtпiое oтlioшeliи.e и.меет причеп; ирт,и-,:,ин.,а,л/uзи·u/и'и Гри­

ма - Шмпdти. Любую к.13-с1,дрс1,·1·J:iую lie.13-ыpoждeliliYIO матри.цу 

А норя:дка п можliо раt;t;мс1,три.1:.щ·1ъ как с.:овоку Пl!Оt;ть t;тодб­

цов, 11редt;Та,ВJIЯ:ЮЩИ.Х t;Обой КООрДИ.J:iа,'l'Ы векторов f l, ... , fп 

J3. liекотором фи.кt;ирова,J:ПiОМ ба,3и.t;е n-мepliOI'O евкди.дова, нpo­

t;Tpa,li{.;'l'Ba, Е. 

Та,к Ка,К Ма,Три.ца, А tlевырождеtlа,1 ее t;тодбцы ди.lieЙtlo tlе3а,­
ви.t;и.мы, поэтому векторы f1, ... , fп обра3уют в Е бс:1.3.и.t;, вообще 

1 'ОВОря:, J:i~Op'I'OliOpми.poвctliliЫЙ. llpoцe(.;(.; орто~ 'OJ:iaJlИ.3cLЦИ.И. нри.-
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1:юди.т к 1:iО1:юму, у же opтol:iopми.poвal:il:iOMY бази.L:у е1, .. . , еп. 
Характ~рl:iОЙ OL:06~1:il:iO(;TЪIO llJ-)OЦ~(.;(;a, ОJ-)ТОГОЮ:i.11И.3а.ЦИ:И: ЯШl.Я:~Т­

(;.Я: то, ч.то матри.ца ш~рехода и.з 1:iово1·0 бази.L:а е к L:тарому Ь 

яш1.я:етt;.я: верхl:iеЙ треу1·одь1:iОЙ. ДейL:тви.тедьl:iО1 и.з L:OOTl:iOшe-

1:iи.Й ( 3. !J) (.;JШДУ ет 1 'iTO 

!1 = llg111 е1 , 

f'l, = (f'l, е1) е1 + llg'l, 11 e'l,, 

f3 = ( f3, е1) е1 + (f3, e'l.) e'l. + llg3 IJ е3, 

а матри.ца нерехода и.з 1:iО1:ю1·0 бази.L:а е в L:тарый f и.меет ви.д 

llg1 II ( f'l, е1) (fп, е1) 

R = () IJg'l,11 ( fп, e'l.) 

() () l lgп l l 

ЗctllИ.(;1:tB коорди.1:iаты векторов ej в фи.кt;и.poвctl:il:iOM бази.-

t;e евкдИ.ДОВёl., 11pot;тpct1:iL:TB1:t, llOдy'iИM OJ-)TOl 'OJ:iёl.,Jlbl:iY Ю матри.цу 

Q. Иt;xoдl:ictл. м<Lтри.цс1., А и. орто1·01:iс1.,J1ь1:iс1.,.я: матри.цс1., Q t;J:ШЗёl.,1:iЫ 
между L:обой L:оотношеl:iи.я:ми А= QR, т.е. мы 11оду'iю1и QR-paз­

Jюжel:iиe мс1.,три.цы А . 

Еще раз отметим, 'iTO нроцеL:L: орто1 ·онс1.,J1и.заци.и. 1 "'рама -
Шми.дта может и.L:11одьзоватьt;я. дд.я: 11оду 'iel:iил. Q R-разJюжеl:iи.л., 
еL:ди. матрица лш1л.етt;л. невырождеl:il:iОЙ. Кроме то1·0, оказы-

v V 

ваетL:л, 'iTO такои метод уt;тунает методу вращеl:iии и. методу 
V V 

отраж~нии t; точ:ки. зр~аи..я: точ:аоt;ти выч:ш .. :л~нии. 

Единственность QR-разложенил. Het;JIOЖl:iO 11ри.в~t;1•и 

нри.мер, ноказьшающи.й, 'iTO Q R-разJюжеl:iи.е дctl:il:iOЙ матри.цы 

н~ явл.я:~тt;я OДl:iOЗIO:t'iHЬIM. Д~Йt;твительно, нредL:тавш~ни~ Е = 
= ЕЕ еди.1:iи 'il:iOЙ матрицы можl:iо раt;L:матри.вать в каL1~L:·1·ве ее 

Q R-разлuжения, T<LK ка.к ~ди.1:iи. ч:1:iа.я: мс::1,три.цс::1, .я:вл.я:егL:я uднuвре­

менно орто~ ·онс1.,J1ьной и верхl:iеЙ треу 1 ·0J1ьной. Но и. нредt;тсtвде-
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l:iиe Е = ( - Е) ( -Е) тсtкже 1шJ1лет<;л Q R-ра.зJюжеl:iием едиl:iи 'iliOЙ 
мсtтрицы. 

llрироду l:ieoднoзl:ia.'il:iO(;'l'И, которую иллю<;трирует нри!:3е­

деl:iliЫЙ нример, ра.L:кры!:3сtет <;ледующее pa.L:L:yждel:iиe. llyL:·1ъ 

Р - К!:3а.Дра.тl:iа.Л ма.трицсt, которсtл OДl:i0!:3peмel:il:iO ю~ллет<;л и 

opтOl 'Ol:ia./lЬliOЙ, И 1:3epxlieЙ треу 1 'OJlЬliOЙ. То1 'Да. р Я!:3JlЯ.еТL:Л l:ie ­

выpoждel:iliOЙ мсtтрицей, а. p -l - opтo1'0l:icUlЬliOЙ и верхliеЙ 
треу годьliоЙ. IIоэтому ДJШ любого Q R-рсtзJюженил мсtтрицы 
А имеем А= QR = QPP-1R = (QP )(P-1R) = Q'R'1 т.е. еще 
oдtlo QН-ра.ЗJюжеtlие мсtтрицы А (нри Р I Е). Нозtlика.ет во­

нроL:, Ка.кие Ма.трицы ЛШlЛЮТL:Л OДtlOBpeмel:itlO opтOl'Ol:ia./lЬl:iЫMИ 

и верхними треугольными'! 

llуеть р - opTOl'Otla./lЬtla.Я. 1:3ерХtlЯ.Я. 'l'pey1'0J1Ьtla.Л Ма.трица.. 

1'Оl'Да., (; ОДliОЙ (;'l'OPOliЫ7 p - l = рт я.шшеl'(;Я. l:iИЖlieЙ тpey1'0JlЬ­
tlOЙ, а. <; дру1 'ОЙ L:тopol:iы p- l , буду'iи обрсtтtlоЙ к верхtlеЙ 

треу l 'ОдЬliОЙ мсtтрице, Л!:3длетL:л. верхliеЙ треу l 'ОдЬliОЙ. О Дl:i0!:3pe­

мel:il:iO оба. УL:JЮВИЛ BЫllOJll:iЛIOTL:Л, eL:JIИ Ма.трица. p - l лш1летL:л 
ДИa.l'Ol:icUIЬliOЙ. То1'да. и Р - диct1'0l:icUIЬl:ia.Л мсtтрицсt.. Кроме то-

1·01 тсt.к ка.к РР = РР1, = pp-l = Е1 то диct1'0lia.11ьl:iыe эдемеl:iты 
Р могут· иметь лишь двсt. знсt.'iения 1 и - 1. 

ИL:нользул нодходлщую диа.1'О1:iа.11ь1:iую мсt.трицу , у которой 

нсt. дисt.1 'Ol:icUIИ ра.L:НОJюжены '-IИL:Jict. 1 и -1, мы можем любое 
Q R-ра.ЗJюжеl:iие А = Q R мсtтрицы А видоизмеl:iить тсt.к, 'iтобы 
в 1:3ерх1:iеЙ треу l 'OJlЬliOЙ мсt.трице R lict. дисt.1 'О1:iа.11и L:тою1и 1:iе-

0·1·рицсt.тедьliые элемеl:iты. ДейL:твитедьliо, tlct.ДO рсt<;(;МО'l'реть 

мсt.трицу Р = dictg (р1, ... , р,&}, 1:3 которой Pi = 1, eL:J1и i-й диct.­

l'Ol:icUIЬliЫЙ элемеl:iт мсt.трицы R Л!:3J1лет<;л l:iеотрицсt.тедьl:iым, и 

Pi = - 1 1:3 11ротиво110JЮЖ1:iом L:дy 'ict.e. То1'Да. А= QR = QP'2 R = 
= (QP )(PR) = Q' R' и диctl'Ol:ia.ilЬl:iЬШ элемеl:iты мсt.трицы R' вL:е 
неотрицсt·гедьны. 

Теорема 11.2. 
Q Н-рсLЗJюжеl:iие, 1:3 котором диct1 '0l:ia.11ьl:iыe элемеl:iты Н l:iеотри­

цсt.тедьliы, онредедеl:iо OДli03l:ict.'il:iO. 
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• Отметим, 'iTU ю:t.11и'iие .1:iудевых д.1:1с::1,1-uнш1ыiых э.1шментuв 

у мс::1,тр.1:1цы R U3.1:iё:t'iё:te•1·, 'iTU мс::1,тр.1:1цс::1, А вырuжд,е.1:i.1:iа.Я., с::1, д,дл 

.1:iевырожд,е.1:i.1:iUЙ мс::1,тр.1:1цы мс::1,тр.1:1ца.. R в ее Q R-ра..3.1юже.1:i.1:1.1:1 tle 
имеет ну.1швых д,иа..1'онш1ьных э.1шментов. 

Пуt.:ть А = Q R = Q' R'. Тс::1,к кс::1,к А .1:iевырuжде.1:i.1:iМ, тu мс::1,­
тр.1:1цс::1, R .1:1мее1· обра..тну ю мс:1,тр.1:1цу. На..11Uм.1:i.1:1м, 'iTU Q uрто1 'U­

г 

.1:iШ1ьнс:1,; Q Q = Е. llоэтому ра..ве.1:it.:тво Q R = Q' R' ра..внос.1:1.11ь-
г . -~ -~ 

.l:iO с.11ед,ующему; Е = ( Q Q') (R' н-1 ) = Q R, т.е. мы ноду'i.1:1.11.1:1 
Q R-ра,3.1южение ед.1:1н.1:1 ч:ной мс::1,трицы. Но нредноложению, д,ис::1,­

l 'О.1:iШlЫiые эдеме.1:iты ма..тр.1:1ц R ~ R' 11u.1юж.1:11·еJ1ыiы. lluэтому .1:1 
верх.1:iлл треу 1 'ОдЬ.1:iа..Л ма..тр.1:1цс:1, R .1:1меет 110.1юж.1:1тедь.l:iые д,.1:1а..1 'О­

.1:iШlЫiые Эдеме.1:iТЫ. 'l'с::1,к.1:1м обра..3uм, .1:iё:LM ДOCTё:LTO'i.1:iU ДUКё:L3ё:LТЬ, 

'iTO онре_веJш~о oд,.1:i03lia..'iliO Q R-ра..3.1юже.1:i.1:1е ед.1:1н.1:1 'i.1:iОЙ ма..тр.1:1-

цы1 т.е. Q=R=E. 
-- ~ -~ -~ ~ ~г 

И3 рс::1,венt.:твс::1, QR = Е ~rедует, ч:тu R = Q- 1 = Q , т.е. верх-
ш1.л треу 1 ·uдь.1:iШJ. мс:1,тр.1:1цс:1, R лш1летt.:я. oд,.1:iuвpeмeliliO ортu1 'UliШlь­
liOЙ. llоэтому Olia.. Д.l:1a..l'Olia..Jlblia..Л ( t.:M. выше) 1 а, ее Д.l:1a..l'Olia..JlbliЬШ 

ЭJieMeliT~l pa..BliЫ ± 1. У'i.1:1ТЬШа..Л, 'iTO все ~Д.1:1а..1 'Olia..JIЫiЫe ЭJle­

мeliTЫ Н llOJIOЖИTeJIЬliЫe, 3a.KJIIO'ia.eм, 'iTO Н = l!.J. Но тогда. И 
......... ---1, ,....., 

Q=Q =R=E. • 
Сингулярное разложение. f->а..ссмо·1-р.1:1м 11ро.1:13водьliыи 

онера..тор А в евкд.1:1д,овом нроt.:тра..нстве [. Онера.тор А* А 

(А* - uпера.тuр, сuнрлжеliный к А) лвллется t.:а.мuсuпряже.н:­

.1:iым, та.к ка.к ддл дюбых векторов х, у Е: Е, 

Со1'да.сно теореме о.о, в [ t.:уществует ортонорм.1:1рова.liliЫЙ 

ба..3.1:1с Ь = (Ь1 ... Ьп) .1:13 собt.:твеli.1:iЫХ векторов онера.тора. А * А. 
llусть Л1, ... , Лп - t.:uбcтвe.l:iliыe 3liё:t'ieli.l:1Л это1·u uнерс::1,торс::1,1 
t.:оответt.:твующ.1:1е вектора..м Ь1 , ... , Ьп, т.е. А* Abi = ,,\ibi 1 i = 1, п. 

Отмет.1:1м, 'iTO все собствеliliые 3lia.'ieli.1:1л ,,\i liеотр.1:1ца.теJ1ьны, 
Та.К Ка.К 

Лi = Лi (Ьi , Ьi ) = (Ьi, Лibi ) = 

= (Ьi, А* Abi) = (Abi, Abi) = I IAЬi l l i ~ о. (11.4) 
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.о у дем t;'iи.та1ъ, 'iTO вектоµы в ба.зи.t;е Ь у 11оµлдо'iеtlы таки.м 

обµа.зом, 'iTO 11оt;дедоватt;11ьтtlоt;·1ъ t;Oбt;твetltlЫX 3tla'ietlи.Й tle 

во3µаt;·1'ает. Еt;ди. t;µеди. t;Oбt;·1'вetltlЫX 3tla'ietlи.Й ди.tleЙtlOI 'O 011е­

µатuµа А* А k нtшулевых, тu Л1 ~ ... Л1,; >()и Л1,;+1 = ... = Лп = О. 
llоJюжи.тедьtlые 'iИ.t;J1a /J,i = Д1 i = 1, k 7 квадµаты котоµых 
яшrлютt;я t;Uбt;твенными. зна'iеtlилми ли.неЙtlUl 'U uш:~µaтuµct А* А1 
на.зывают сипгу.л,ярuыми -ч,ис.л,ами .л,иuейuого оператора 

А, а ба.зи.t; Ь и.з t;Uбt;твetltlЫX вектuµuв А* А - сипгу.л,ярпы.м 

баэ·исом uнeµctтuµct А. 

f->ctt;t;мu·1·µи.м t;и.t;тему вектuµuв Ci = Abi, i = 1, k. Эта. t;и.t,;тема.. 
t,;Оt,;тои.т из ненулевых 11011а..µно оµтогона.J1ьных вектоµов1 так 

как, t,;O 1 ·даt,;но ( 11.4) , 

2 2 llci ll = IIAЬi l l = лi > о, 

(ci, Cj) = (Abi, Abj) = (Ьi, А* Abj) = (Ьi , Лjbj) = О , 1 ~ i < j ~ k . 

Ни.дим, 'iTU нuµмы вектuµuв Ci µш~ны t;uuтветt;твующи.м t,;и.Н1'у­

дНр!iым 'iШ . .:да..м /J,i ди.tleЙtlUl'U u11eµaтuµa.. А. lluдuжи.м e i = µ,; 1ci, 
i = 1, k, и до11олним t;и.t;тему вектоµов е1 , ... , е1,; вектоµами 

е1,;+ 1, ... , еп до оµтоноµмиµованно1 'О ба.зиt,;а е в евклидовом 11µ0-
t,;'l'I->a..tlt;'l'Be [. llyt;ть Q - ли.неЙliыЙ u11eµctтuµ, кuтuµый ка..ждuму 

вектuµу bi t;UllОt,;та..вллет вектоµ ei , т.е. Qbi = ei, i = 1, п. Этот 
u u 

ди.tlеИtlЫИ u11eµaтuµ 011µедедеtl UДtlUЗtla..'itlU, 11uтuму 'iTU За..Да..tlы 

обµа.зы вt;ех вектоµов ба.зиt,;а Ь. Так ю1к он 11еµеводит оµтоноµ­

ми.µовсttltlЫЙ ба.зи.t; Ь в 0µ·1'0tlOJ:-)ми.µoвcttltlЫЙ ба.зи.t; е, то .лвллетt;л 

OI->l'Ol'OHa.JlbHЫM (t;м. теоµему 7.3). Pa..t;t;MO'l'I->ИM линейный 011е­

µатоµ S = AQ-1 . Еt;ли. i = 1, k, то 

Sei = А( q - 1ei) = Abi = Ci = /J,i e i , 

а.. еt;.11и. i = k+l ·п то 
' ' 

Таким uбµа.зuм, ба.зи.t,; е лвдлегt,;я оµтuаuµмиµuвсtиным ба.зиt,;uм 

t,;Обt;·1'венных вектоµов 011еµа..тоµа S. Зна..'iит, этот онеµа..тоµ 
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t.:aмot.:011pлжeliliыЙ1 так как е1'О матрица в бс\Зиt.:е е лвдлет­

t.:н дио.,1 •011ё1J1ыiОЙ ( t.:м. теоремы 5.б и б.2) и и.мее1· ви.д lJ = 
= dio.,g (µ, 1, ... 1 /J,k: 7 О 7 ••• , О). Обро.,ти.м BliИMctliи.e, '!ТО lieliy девьш 

ЭJШМеliТЫ мсtтрицы lJ - это CИ.liL'YJlЛpliЬШ 'iИ.t.:Jla. JlИlieЙliOL'O онре­

сtторсt А. 

Из 11риведе111101·0 рсtсt.:ужде11ил вытексtе'1' 1 '!ТО дюбой ди11ей-
11ый онерсtтор А в евкJ1и.довом 11роt.:трсt11стве может быть 11ред­

t.:тавде11 в виде SQ, где S - ссtмоt.:онряже1111ый динейный оне­

рсtтор с 11еотрицсtтедь11ыми собt.:тве1111ыми з11сt'!е11инми1 а. Q -
OpTOL'Oliё1JlbliЫЙ JlИШ~ЙliЫЙ О!Шрсtтор. tlылс11им, '!ТО это OЗlia.'ict.­

eт ддя. мсt.триц. 

Jlюбсtл мсtтрицсt А норя.дксt п лВJшетсл мсtтрицей 11еко·1·оро1 ·0 

J1и11ей1101·0 011ерсtторс1 А в п-мер11ом евкди.довом 11роt.:трс111стве [. 

liредt.:тс1вде11и.е А = SQ это1·0 ли11ейно1·0 011ерс1торс1 оз110.,ч.с1ет 1 
'!ТО ДJШ мсtтри.цы А имеет меt.:то мудьти11ди.ксtти.в11ое рё13доже-

11и.е А= SQ, L'де мсt.три.цсt S си.мметри.'iеt.:км t.: 11еотри.цс1,т~1ь-

11ыми t.:обственными Зliсt'iе11ия.ми, ct мсtтрицсt Q орто1·онё1J1ы-1сtя.. 
Тсtкое нредt.:тсtвдение 11сtзьшсtют nо.л,ярпь~.м, раз.л,ожепие.м мсt­

трицы А. 

llyLть А= SQ - 11одя.р11ое рё13Jюжение матрицы А. Тсtк ксtк 

мс1,трицс1, S лвллетt.:л t.:имм~тричеt.:кой и им~ет неотрицсtт~rь­
liЬШ собt.:тве11liьш Зlict'ie11ил 1 t.:уществует тсtксtл opтo1·otlё1J1ьlictЯ. 

мсtтрица. р и Tct.KctЯ. ДИШ 'Oliё1JlblictЛ мсtтрицсt. lJ (.; tleoтpицctт~lb-
'l' . 

liЫМИ ДИctl'Oliё1JlbliЫMИ ЭJП:~ме11тами, LiTO S = р lJ р (t.:м. теорему 
7. 7). tl рез у JlbTctтe ноду '!а.ем му JlbTИШiИKctTИBliOe рё13JЮЖ~liие 

т -~ -~ -~ -~ 
А= Р JJ(PQ) = PJJQ1 L'Д~ Р и Q - орто1'Оliё1J1ьны~ мсtтри-

цы. Это предt.:тсtвдение lie лВJrл~т·t.:л ед;иlit.:твенным: lie(.;JIOЖliO 

зсtм~тить, '!ТО ~(.;ТЬ И дру 1·и.е рё13JЮЖеliиЛ, OTJlИ 'iсtЮЩИеt.:л от у Kёt­

Зa.liliOL 'О норя.дком диш 'Oliё1JlbliЫX эдемеliТОВ В мсtтрице lJ . 
llусть А= PJJQ1 1·де Р, Q - opтo1'0liё1JlЬliЬШ матрицы1 а 

диа1·011ё1J1ь11ые эдементы мсtтрицы D 11ео1·рицат~1ь11ы. Тосда 

lloдy'i~liliOe рсt.ве11ство oз11ct'icte'1· 1 '!ТО Ат А и JJ2 нредt.:тсtвдяют 
t.:обой мсtтрицы OДliOL'O и то1·0 же диlieЙliOi'O он~раторсt А*А1 
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зани.<.:анньш в двух ра.3ди. '-11:iЫХ ор1·онорми.рован.l:iых бази.<.:ах, 

нµи. '-!ем матµи.ца Q - это матрица нерехода из ба.3иt.:а, <.:оответ­

<.:твующе1 ·о матри.це lJ'l. ди.нейно1·0 онµеатора, в дру1·ой ба.3и.<.:, в 
котоµом матµи.цей онеµа.'l'О.[.)а лвшп:~тt.:л Аг А. Матµи.цей обµат­
но1 ·о неµехода, нри котором матрица Аг А t.:амо<.:011рлже.l:iно1·0 
динеЙ.1:iОl'О онератора А 'i< А нреобра.3уетt.:л к диа1·она.11ьному ви­

ду D'l., т.е. неµехода к ба.3и<.:у из t.:ОбLтвенных векторов А *А, 
l г 

явдяетt.:л матри.ца Q- = Q . Диai'OJ:iaJlb.l:iЫe эдеме.1:iты матри.цы 
lJ'l. 11ред<.:таw1лют t.:обой t.:oбt.:твeli.l:iыe 3.1:ia'ie.l:iил онератора А* А, 

г 
иди, 'iTO то же <.:амое1 t.:обt.:твенные З.1:iа'iе.1:iия матрицы А А. Ко-
ди Ltet.:твo нeliy Jtевых диагона.11ьliых элементов матµицы 1J paвlio 

т 
ран1·у матрицы А А и. t.:овнадает t.: рангом матрицы А. Дей-

t.:тви.тt'льно1 ес.;ди Ь = (Ь1 ... Ьп) - ба.3и.<.:, в котором ди..1:iеЙ.1:iыЙ 

онератор А* А имеет матµи.цу lJ'l., то, t.:огдас.;но t.:кa.3a.l:i.1:iOMY вы­
ше, векторы Abi 11011арно орто~ ·она.11ь.1:iы, а ноэтому коди. 'iеt.:тво 
ненудевых <.:µеди. .1:iи.х µав.1:iо µан1·у ди.liеЙ.1:iо1·0 онеµатоµа А. Но 

это KOJlИ.'iet.:твo равно коди'iеt.:тву ненудевых диа~·она.11ьных ЭJШ­

ментов матµицы lJ'l.. Отметим, 'iTO ненуJtевьш диа~·она.11ьньш 
элементы матµицы 1J нµедt.:таwшют <.:о бой t.:ин1 ·удлµньш 'iИt.:да 

онератора А. 

Мудьтинди.кати.в.1:iое разJюжение А= PlJQ, 1·де Р и. Q -
оµ 1·01 ·оJ:iа.11ь.1:iьШ матµицы, 1J = diag (µ, 1, . . . , f.1,п) - ди.а~ 'О.1:iа.11ь­

юш матµица t.: ш~отрицательными диа1·0J:iа.11ьными эдеме.1:iтами 

f.1,1 ~ ... ~ f1,п 7 называют сип-гу.л,J1,рnы.м раз.л,ажепие.м матри­
цы А, а ди.а1 ·она.11ьные ЭJН:~ме.1:iты f.1,1, ... , f.1,п - сип-гу.л,ярпы.ми 

'Чис.л,а.ми .матрицы А. Мож.1:iо 11ока,3а·1-ь 1 '-!ТО у кa.3aJ:iJ:iOe ра.3-

Jюжени.е онред,едеliu uднuзна'iно, et.:J1и. матрица А невырuждена. 

Из нриведе.1:iных µаt.:t.:уждений вытекает t.:Jrедующая: ноt.:Jшдо­

ватt',JIЬНО<.:ть 110t.:троенил t.:ин1·удлрно1·0 разложенил длл невыро-
V 

жден.1:iUИ матµицы: 

а) находи.м t.:обt.:твен.1:iые 'iИt.:Jia Л1, ... , Лп и ортоноµми.рован-
1' 

ный ба.3иt.: из t.:обt.:твеиных векторов матрицы А А, раt.:nодагая: 

t.:обt.:твенные зна'--lения в гшрлдке убыванил; 

б) <.:трои.м матри.цу 1J = diag (µ,1, ... 1 µ,,J, 1·де f.1, i = Д, i = 1, п; 
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·.1· 
в) с;ос;1·авдю:~м матрицу Q , за11иL:ь1вал в 1н:~е 110 с;тодбцам 

коордиliаты licLЙдeliliЫX c;oбLтвeliliЫX векторов матрицы Аг А 
l г 

и 011реде.11я.ем обратl!ую матрицу Q- = Q ; 

l') liёLХОДИМ вторую opтOl'Olict.JlЬliYIO матрицу р 110 формуде 
р = AQтv-1. 

11.3. Описание итерационных методов 

Итерационliые методы решеliия с;ис;темы диliеЙliых сt.Jн'ебра­

и LJ.е<.:ких у paвlieliиЙ ( CJlAY) с;ос;толт в 110<.:троеl!ии 110<.:дедова-
тедьliо<.:ти с;тодбцов х 1 , x'l, 1 ••• , хн, Каждый O'i.epeдlioЙ 
L:ТОдбец xN+l ВЫ'i.И(;JlЛеТGЛ liёL OL:liOBe OДliOl'O иди lieGKOJlЬKИX 
11редыдущих с;тодбцов. Ес_:ди в итерациоliliОМ методе Gтодбец 

XN +1 вы 'lИL:JlЛeTL:Л с; И<.:ПОJIЬ30ВёtllИем ОДНОГО предшес;твующе­
l'О с;тодбца xN, то такой метод liазывают одпоша-говы.м, в 
двухша-говых иптерациоппых .методах текущий Gтодбец 

вы 'i.ИL:д}П:~ТGН с; ис;11одьзоваl!ием двух 11редшес;тву ющих с;тодбцов. 

В общем c;дy'ictt\ еw1и дюr вы'iи<.:деliюI xN+l ис;аодьзуют с;толбцы 
xN, xN-l, ... , xN-k+ l (вGе1·0 k с;тодбцов), то 1·оворн1· о k-ша­
-гов ом итерациоппо.м .методе. Наибодее у 11отребите.11ьliы 

OДliO- и п.вухша1·овые методы. 

Общее 11peдG'l'cLВJШliиe об одl!оша1·овых методах дает метиd 

приr.:тий 'Umepu'Ц'U'U решеliил lieJlиlieЙliOl'O ypctвlieliил I (x) = О , в 

котором j' (x) - произвольная. функция. одного дейс;тви.тедьного 

11epeмelil!Ol'O [II]. Ддл 11риме1iеliия. это1·0 метода liYЖliO ypaвl!e­
liиe 11реобразовать к виду х = 'Р(х). От11равдллс;ь от liекоторо1·0 
lict'ict.JlЬliOl'O 11рибдижеliия хо, <.:тролт ·umepuu/uuннyю nucдeduвa­

me.л,t>·н.,ur.:rnt> {хп} L:Ol'дa.L:liO формуде XN+l - 'P(XN ) , N = О, 1, 2, ... 
Et,;J1и эта п:оw1едоватедьl!ос;ть Gходитс;л к liекоторому зна'iеliию 

'J.:*, т.е. lxN - x*I--+ О 11ри N--+ :)07 а фу1iкцю1 'Р(х) l!e11pepывlia 
в то'iке х*, то, нереходл в равеl!с;тве :t:N+l = 'P(:t:N) к нредеду 

11ри N--+ :)(.) 1 закдю'iаем, 'iTO х* = 'Р(х*) и Зlia'i.eliиe х* я.вднетс;л 
ис;комым решеliием ypaвlieliил I (x) = О. Н ка'iе<.:тве нрибдиже-
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нил TO'iHOl'O решенил Xt берут одно из ЗНа..'iени.Й Х N 1 ДОl:Та..ТО'iНО 

бди.зкое к х *. 
Анёt.1ю1·и. '!НО можно ноt.:ту нить и. в t.:J1y 'ia..e µешени.я. CJlAY 

Ах = Ь t.: невыµожденной ма..три.цей А. llреобµа..Зова..в CJlAY в 
эквивсt.JJ:t:~нтную ей t.:иt.:тему видо.. х = Ф(х) = Нх + с; 1 мы можем 
llОt.:трои.ть итеµа..ционную llOt.:JШДOBo..TeJlЫiOt.:TЬ XN +1 = Ф(xN)i 
N = О 1 1, ... , Hci'ia..B t.: некоторОl 'O Ha..'-ia..JlЬHOl 'О t.:TOJlбЦa.. xu ( и.н­
декt.:ы в но..шем t.:дy'io..e удобнее t.:то..ви.1ъ ввеµху , о.. не вни.зу 1 

V 

оt.:то..ш1яя нижнии индекt.: дш1 ну мера..ци.и. э✓1ементов мо..триц и 

t.:тодбцов). Сходи.моt.:ть то..кой 11оt.:✓1е,цово..тедьноt.:ти. 1 t.:оt.:тоящей 

из t.:ТОJ1бцов 1 иди эдементов нроt.:тра..нt.:тва.. ~п, t.:Jreдyeт ра..t.:t.:мо..­

три.во..ть OTliOt.:И.TeJIЫiO liекоторой liОрмы. llot.:JШДOBa..TeJlЬliOt.:lЪ 

{xN} t.:ходи.тt.:я к liекотоµому t.:то✓1бцу xt 1 et.:J1и. llxN - x t 11 • () 
нри N • ::,о. Некторнсl..Я. функцил Ф (х) = Нх + с; ненрерывно.. 
в дюбой то'iке xt Е: IR!i, и. мы можем нерейти. к 11редеJ1у нод 

Зliо..ком ненреµывной функции; x>i' = Bx>i' + с;. Та..ки.м обра..Зом1 
нредед и.тера..ЦИ.ОliliОИ llOt.:JШДOBc\.TeJlЬliOt.:TИ. до..ет lia..M TO'iHOe µе­
шеliи.е CJlAY, о.. tl Ko..'iet.:тtle нµи.бди.жеliliОl'О решени.я: t.:и.t.:темы 

можно взя.ть нодходя.щий t.:тодбец и.теро..ционной ноt.:JШДОВо..тедь­

liОt.:ти.. 

Каноническая форма одношаговых методов. На..ибо­

дее унотµеби.тедьные одношо..1'овые и.теµо..ци.онные методы µе­

шеliи..н CJlAY у кдо..дывс1..ю·1·t.:.н в еди.liу ю t.:хему 1 t.:Ol 'Jio..t.:liO котоµой 
и.теро..ЦИ.Оliliа..Л. llOt.:JШДOBa..TeJIЬliOt.:TЬ { XN} 1 llOt.:тpoelilicl..Л. 110 То..КО­
му методу, подч:инлетt.:я: уро..внению общего видо.. 

( 11 .5) 

в котором detHN+l ~ О, N = О, 1, . . . 
У µo..вlieliи.e ( 11. 5) liа..ЗЫtlо..Ют капоnu/ческой фор.мой одпо­

шаzов оzо ·итперациоппоzо метпода. Ныбор невырождеliliых 

мо..три.ц Н N +1 хо..ро..ктери.зует коliкретliыЙ метод, итерациоп­
пый пара.меrпр TN +1 не явллетt.:л облзс1..телыiым ( ~го можliо 
бьuю бы у'iеt.:ть в мо..три.це HN+l) и. вводи.тt.:л tl ypo..вlieliиe из 
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t.:оображеliиЙ удобt.:тва. Е1-о иt.:нользуют ддл ноиt.:ка нутей уt.:и­

деliил KO1iKpe·1'1iOl 'O метода t.: ТО'-iКИ 3ре!iИЛ t.:ХОДИМО(.;ТИ итера-
V V 

ЦИOliliOИ 11O(.;JН:ЩОВатедЬliО(.;ТИ И lЖОрости этои t.:ХОДИМОL:ТИ. 

н KёJ..liOliИ'-iecкoй форме ОДНОШёJ..l'ОВОl'О итepaциOliliOl'O ме'l'ОДёJ.. 

измеliеliие xN + 1 - xN теку ще1 'О стодбца факт и '-iеt.:ки t.:вл3ывает­
t.:л с нr::t>хзкuй Ь - AxN, которую дает этот стодбец в расt.:ма­
триваемой CJIAY. Чем меliьше liевлзка1 тем меliьше измеliеliие 
теку ще1 'О С'l'Одбца. Матµица Н N + 1, µеш1из у ющал эту с1:н1зь 

lia N-м ШёJ..l'е , доджliа быть достатО'-iliО нµостой, тсtк ксtк, со­

глсtt.:но ксtRонич:еt.:кой фоµме мегод11, ддл подуч.еliИЛ измененил 

x N + 1 - x N требуетt.:л ВЫ'iИСJШliие обрсtтliОЙ мсtтрицы ДJПI Н N + l · 

~сди это tle тсtк, то бодее нµостым может быть обр11ще1iие мсt­

тµицы А, и то1 'Дсt 11µ.нмой мето,LJ, µешеliия. CJIAY ок11жется бодее 
нµедноLrтитедьным. 

EL:JiИ в КёJ..НОНИ'i!:;(;КОЙ фоµме (11.5) O,LJ,HOШa.l'OBOl'O итeµaци­

OliliOl'O методсt Мсtтµица н N + l ЛВJiЛ!:;Т(.;Л !:;,LJ,ИliИ '-!НОЙ, то итеµа­

ЦИОliliЫЙ M!:;TO,LJ, 1i113ЫВ11ЮТ Jt,6'Н,ЫJИ,, 11 Иlict'ie - neJt,B'Н,Ы,JИ,. Есди 

м11трицы Н N +1 и итер11ционный 1111р11мегр TN +1 от 1iомеµ11 ите­

µ11,ции lie 311ВИ(.;ЯТ; H N+ l = н, TN +l = т, то M!:;TO,LJ, 1i11ЗЫВ11ЮТ 

стациоnарnым. 

Методы Якоби и Зейделя. llре,LJ,ст11вим lieвыpoж,д,eliliYIO 

матµицу А в ви,LJ,е t.:уммы тµех матµиц 

А = А_ + и + А+ , ( 11 .б) 

l'Де 1J - диat'OliШiЬliaл матрица; А_ и А+ - с..:оответс..:твенно 

liИЖliЛЛ и веµхнлл тµеу 1 'Одьliые м11тµицы с.; liY девыми эдемеliтсt­

ми lia. диагоншrи. Такое нµе,LJ, ставдеliие су щес..:твует и едииствен-
V 

но, так как в каждои позиции тодько O,LJ,иa из t.:кдадываемых 
V V 

м11тµиц имеет неliудевои эдемент, .(JctBliЫИ с..:оответt.:твующему 

элементу матµицы А. Матµица А_ с..:одержит эдемеliты А, p11c..:-

110Jюжeliliыe 110,LJ, l'дcLBliOЙ ,LJ,ИcLl'OliШ1ью, матµица А+ - эдеме1i·1ъ1 

нсtд l'JI11BHOЙ ,LJ,Иctl'OHclJiЬIO , а м11тµиц111J - ,LJ,И111'OHclJ1ЬliЫe . 
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Пример 11.1. Ддл квсt.дрсt.тliОЙ мсt.трицы 

1 - 3 1 2 

А= 
2 о о - 1 
3 - 3 - 2 - 7 

-1 -2 4 5 

'i~TB~.()TOI'O 110.()ЛДЮ;\, В 11.()~Д t;Tcl.,BJl~l:iИИ (11.о) ИМ~~М 

о о о о 1 о о о 

А_ = 
2 о о о 

D= 
о о о о 

3 -3 о о о о -2 о 

- 1 - 2 4 о о о о 5 

о -3 1 2 

А+ = 
о о б - 1 

# 
о о о -7 
о о о о 

В CJlAY А:.с = Ь вм~t;l'U мсt.трицы А нuдt;тё:tвим ~~ 11p~Дt;l'ё:t-

ш1~1iи~ ( 11.б). llоду'iим (А_ + 1) + А+)х = Ь, откудсt. 

Dx =-(А_ + А+)х + Ь. ( 11. 7) 

Еt;ди ДIO:Ы'UIOlJIЬl:iЫ~ эд~М~liты мё:tтрицы А= (Uij) l:i~ pctвl:iы liУ­

дю, тu диctI'Ul:iШIЬIO:IJl мсtтрицсt U = dictg (uн, иu , . . . , и,т) им~~т 
uбрё:tтliую мё:tтрицу u - 1 = diё:tg ( и1} 1 и:;} 1 ••• , и~,;). В этuм t;дy­
'iё:t~ (;И(;Т~му ( 11. 7) MUЖl:iU 3ё:tllИGё:tTЬ в вид~ 

(11.8) 

Сиt;т~му ( 11.8) MOЖl:iO иснодьзовё:tть ,цдл ноt;тро~l:iИЛ ит~рсt-
V 

ЦИUl:il:iUИ llUt;JI~ДUBё:tl'~Jlbl:iUt;'l'И 

(11.9) 

гд~ xu - прuизвuдьнu~ l:iё:t'--IШIЬl:iU~ 11.рибш:1:ж~l:iи~. Вы'--!Иt;д~ни~ 
р~ш~liил CJIAY нри номощи. yкюё:tliliOЙ 11ОGJ1~,цовё:tт~1ь1iОGти. 
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1:iс\3ЬШёЫ<Л' .методо.м Якоби. Мсtтри 'il:iЬШ t;ООТl:iОШЕ:Шил ( 11 .9) 
неt;Jюжно 3сtниt;сtть в коор,LJ,инсtтной форме. Обо3На.'iа.Я. номера. 

t;трок и t;толбцоJ:3. индекс.;сtми J:3.НИ3У1 ноду'iим 

l . i -l п 

x~+l = -(-'"' а · ·:L.J\I - '"' а · ·xN + Ь · ) i = 1, n. (11.10) 1, . . ~ 1,J J ~ 1,J J 1, 1 , 

U1,1, j-'l j-i +l 

Здеt;ь и да,.1ше мы yt;JIOJ:3.ИMt;л t;'iитсtть ра.1:3-1:iЫМИ l:iудю t;уммы, у 
V 

которых 1:3-ерхнии нредел t;у ммиро!:3-сtl:iИЛ меньше нижне1'0. 

Ис.;нодЬ3ул нрtщс.;тсtвдеl:iие (11.6) мсtтрицы А, 3сtпишем CJlAY 
Ах = Ь J:3. с.;ледующем J:3.иде: 

(D + А_)х = -А+х + Ь. (11.11) 

Еt;ди дисt1'она,.11ьньш ЭJШМtШты мсtтрицы А не ра.1:3-НЫ нуюu, то 

нижня.я. треу1'одьнаЛ мсtтрицсt L) + А_ имеет обрсtтную мсtтрицу 

(D + А_)-1 и t;иt;тему (11.11) ЭKJ:3.ИJ:3.ctJiel:iтl:ict t;дедующеЙ; 

(11.12) 

Соо1'1:iОШе1:iие (11.12) можl:iо иt.:нодЬ3ОJ:3.сtть для. ноt.:троеl:iия. ите­

рсtциОl:il:iОИ 110(.;JieДOJ:3.a.Teдbl:iO(.;TИ 

(11.13) 

ис.;нодЬ3ОJ:3.сtние которой длл решенил CJlAY Ах = Ь нсt3ьшсtют 
.меrподо.м Зейде.ля. 

Дш1 .1:$Ьl 'iИ(;Jiel:iИ}l итера.ЦИОl:iliОЙ llOL:JН:ЩOBa.TeJibl:iOL:l'И .1:$ мето­

де ЗеЙДЕ:',JШ требуетt.:л обрсtщение нижней треу L 'Одьной мсtтрицы 

L) + А_ , liO окс\3ьшсtетt.:л, что тсtкое обрсtщеl:iие лвллетt.:л фор­
ма,.11ь1:iым. llpeoбpcL3yeм t;оотношеl:iие (11.13): 

UxN +l = - A_xN+l - A+xN + Ь. 

Иt;ходл и3 этой формы урсt!:3-ненил, нолу'iсtем 

l i -l п 

x~+l = -(-'"' а · ·xN+l - '"' а · -xIY + ь - ) i = 1, ·п. 
i а ·· ~ iJ J ~ iJ J i ' , 

1,1, j -l j=i+l . 
(11.14) 
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13 уравнениях ( 11.14) элементы xf + 1 t.:толбца xN + 1 находлт­
t.:л и в левой, и в нравой 'iаt.:ти. Однако щ;ди их вы'iиt.:ллть 

поt.:дедоватедьно длл i = 1, i = 2, . .. , i = п, мы увидим, 'iTO в 
формуде для. О'iередно1·0 эJшмента x f +l иt.:нодьзуютt.:л только 
у же найденные эдементы xf +1, ... , xf_11

. Обращение матри­
цы 1J + А_ еt.:теt.:·1·венным образом вt.:троен:о в вы'iиt.:J1итеJ1ьн:ую 

t.:хему и не требует отдедьных уt.:илий. 

13ы 'iИt.:дитедьные t.:хемы методов Зейделл и Нкоби, которые 

011иt.:ываютt.:.н ура1:шения.ми (11.10) и (11.14)) О'iень llОХОЖИ. 

f->с1.,3ди 'iИе JIИШЬ В том, 'iTO нри вы 'iИt.:JШНИИ кажд 01 '0 ЭJШмента 

t.:толбца xN +1 в методе Нкоби иt.:нользуютt.:.н только эдементы 
нредыдуще1'0 t.:толбца xN, а в методе ЗейдеJш более новые уже 
найденные эдементы текущего t.:толбца. 

И метод Нкоби, и метод ЗейдеJш мо1·у ·1' быть нолу'iен:ы в 

рамках канони'iеt.:кой формы (11.5) одношаговых итерацион­
ных методов. Итерационю:IJl 1юt.:Jшдова·1·ельноt.:ть метода Нкоби 

11од'iинне·1тн уравнению lJxN+l = -(А_ + A+)xN + Ь, которое 
эквивсJ.,Jшн:тн:о (11.9) . Это уравн:ен:ие Jte1·кo нреобразуетt.:л в фор­

му lJxN+l = -(A - JJ)xN + Ь, откуда ноду'iаем 

1J(:i:N+1 - xN) + AxN = Ь. 

Нидим, 'iTO ДJШ поду 'iенил метода Нкоби: в КШiОНИ:'iеt.:кой фор­
ме надо нодожить BN+l = lJ, TN+l = 1. Таким обрс1.,3ом, метод 

Якоби можно квс1.,J1ифицирова1ъ как одноша1·овый нелвный t.:та-
u u 

ционарн:ыи итерацион:н:ыи метод. 

Из уравнения. (11.13) находим (JJ + A _ )xN+l = - A+xN + Ь, 
иди, замешпr матрицу А+ 'iерез мсtтрицу А, (JJ + A _ )xN +l = 
= -(A - JJ - A_)xN + Ь. Сш:щовс1тедьно, 

(11.15) 

Ддл нредt.:тавлени:л метода Зейдедл в канони:'iеL:кой форме мы 

ДОJ1ЖНЬ1 LlОJЮЖИТЬ BN+1 = 1J + А_ , TN+1 = 1, N = о, 17.. . Тсt­

ки:м обрс1.,3ом, метод Зейдедл также отноt.:ИТ'L:Л к одношаговым 

t.:тс1цион:с1рным нелвным методсtм. 
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Другие итерационные методы. iloдa.l'a.Л в Ка.tiОliИ'-нхжой 

фоrме итeIJa.ЦИOtitiЫX методов BN+l = Е, тн+1 = т, N = О, 1, ... , 
11оду 'iа.ем у !-)a.J:нietiиe 

;J;N +l _ J;N 
1 ----- + Axi\ = Ь, 

т 

(11.lo) 

дс1.,ющее .метод простой итерации, 11rед~..:тс1.,вдлющий собой 

лвliыЙ cтc1.,циolia.IJtiЬIЙ метод. Обобщеtiием метода. пrостой ите-

1-)а.ции лвдлет<.:л .метод Р'U'Чtардсопа, ддл котоrо1·0 в Ka.liOliи­

'iecкoй фоrме (11.5) итeIJa.ЦИOliliЫX методов L:Jшдует 110Jюжить 
BN+l = Е. Н rе3удьтс1.,те 110ду'iим 

;J;N+l - XN 
----+ AxN = Ь. 

TN+l 
( 11.17) 

Н y!-)a.Blieliиe (11.15) метода. ЗейдеJ~л введем 'iИСJювой lla.IJa.­
мeтIJ (..v; 

(11.18) 

Это 11rиведет к сеrии методов, сrеди котоrых liа.ходитсл и 

метод Зейдедл, соответствующий 'ia.CTlioмy L:JlY'ia.IO (..v = 1. Ско-
V 

!-)ОСТЬ сходимости итeIJa.ЦИOliliOИ носдедова.тедЬliОСТИ 3с\.ВИСИТ 

от Ha.IJa.MeTIJa. (..v, подби!-)с\Л котоrый можRо нолуч:ить метод, бо­

дее TO'iliЬIЙ но CIJa.Blietlию с методом ЗейдеJ1л. Yra.вtleliиe ( 11.18) 
3с1.,дс1.,ет .метод вер~пей ре.л,аксации. К lieмy бди3ок .метод 

пижпей ре.л,аксаЦ'U'U, котоrый имеет уrс1.,внение 

(11.19) 

Ка.к и метод Зейдед.я.1 методы вeIJxtieЙ и tiИЖlieЙ IJедс1.,ксс1.,ции 
CBН.3a,tiЬl t.: об!-)а,Щеliием Ма.Т!-)ИЦЫ, КОТО!-)Ое естествеlil!О Bt.:T!-)OeliO 

в вы 'iИСдитедьliу ю t.:хему метода.. tl t.:ду 'ia.e метода. вeIJxlieЙ 
!-)еJiа.ксс1.,ции 11rеоб!-)а.З уем ypc1.,вtietiиe ( 11.18) к виду 
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Зr:t1111L:ываЛ этu урr:tвненю; в кoopд11lir:tтr:tx., находим 

i-l 

xf +l = W (-"UijXJY+l + 
а ·· ~ J 
ii - l J-

п 
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+aij (l/w - l)xf - L Щjxf + ьi) , i=l,n. (11.20) 
j....;i+l 

Н методе li11Ж.lieИ p~1r:tкt.:r:tц1111 11р11ведем у pr:tвlietl11e ( 11.19) 
кr:tнони'iеt.:кuй формы к в11ду 

И 3а.1111Шем В КООрД11liа.ТНОЙ форме: 

i -l 

х~ +l = ~ (-"а- -xiY + а · -(1/c.v - l)xf:i -
i а ·· ~ iJ J iJ i 

ii - l J-
n 

- L Щjxf+1 +ьi), i = l , n. (11.21) 
j-i +l 

И3 (11.20) 11 (11.21) сдедует, 'iTO методы верх.ней и ниж.­
liеЙ реда.К(.;r:tц1111 ра.3J1и 'iа.Ютt,;я. норлдком вы ч.11t,;J1eli11Й. Н методе 

верх.liеЙ реда.Кt.:а.Ц1111 эдемеliТЫ t.:тодбцr:t XN + l вы '111(.;JШЮТt.:Л llU­

(.;JltЩOBaтeдЬliO от 11ер.1:ю1·0 к 11ot,;J1eдlieмy (ка.к в методе Зейдеш:~:), 

а. в методе li11ЖlieЙ peдr:tкL:r:tц1111, liа.оборот, - от 110t,;JШДlie1 'О к 

нервому. 

11.4. Сходимость итерационных методов 

Итерац11оliliые методы решеli11Л с11стем д11lieЙliыx. шн ·ебра­

и 'iet.:к11x. у paвlieli11Й ( CJIAY) liа.11бодее детш1ьliо ра.3работаliы в 
(.;JlY ч.ае , кu1 '.Ца. мarnpn'l.1,a t.:11t.:темы t.:11мметр11 ч.еt.:Ка.}1 rю,м1ж·иrпе11,ь­

нu uпреdе11,енна,}(,. Это uбълt.:liлетt.:л тем, 'iTO так11е t.:11L:·1·емы 

'ia.t.:TO вt.:тре'iа.ЮТt.:Я. В 11р11JЮЖ.еliИЯ.Х., нри 'ieM Uli11 11меют 3liё1'1И­

тедьliые ра,3меры1 11 нря.мые методы ддя. так11х. t,;11t.:тем терлют 

эффект 11вliOL:'l' ь . 
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Отметим, 'iT0 квсtдрсtтliую СЛАУ с lieвыpoждeliliOЙ мсtтри­
цей А JШL'KO нреобрёt3овсtть в эквивсtJШliТliУЮ систему с симме­

три'iеской 110Jюжит~1ьliо онредедеliliОЙ мсtтрицей. Для этого 
г 

дot.:тaт0'ili0 умliожить Gиt.:тему Ах= Ь GJШва lia матрицу А . 
llot.:кoJrькy det Аг = det А f=- О, то полу'iающаяся при этом CJlAY 
г г 

А Ах = А Ь эквивсtJШliТ.1:iа исходliоЙ CJlAY, так как можliо нро-
веt.:ти обратное нреобрёt3оваliие, умliожив аоду'-Iенную t.:иt.:тему 

г l г 
GJreвa lia матрицу ( А )- . Матрица А А ЯВJ1летt.:я симметри-

V 

'iеt.:кои: 

ПоксLжем, '!ТО OtlёL ЯВJIЛеТGЯ и ПОJЮЖИТедьно oпpeд~IeliflOЙ. 

Ддя это1·0 рёLсt.:мотрим Кf>аdра·rп·ич.:кую фирму хг А гАх. Н силу 
GВОИСТВ у Mli0ЖeliИЯ МёLТриц имеем 

г г г i 
х А Ах= (Ах) (Ах)= IIAxll ~ О, 

1 'Де 11 · 11 - ef>кл.:uduf>a пuрма в Jmneйnuм арпфмет:ич,ес:кuм npu­

crn,panc:mf>e ~п со с:rпапdарт·кым с:кадярпым умпuжеn'Uем. llo­
GJШДliee liecтpo1 -ое неравеlit.:тво нреврсLщается в равенt.:тво, eGJrи 

тодько стодбец Ах я.вю=1ется. liудевым. Так как матрица А liе­

вырожденсL1 сущеt.:твует обрсLтliая мсt.трица А-1 . llоэтому ари 
Ах= l) имеем х = Ех = (А- 1А)х = А-1 (Ах) = А-10 = о. 

llepexoд от данliоЙ CJlAY к эквивсtJrеliтliоЙ ей t.:иt.:теме с 
V V V 

t.:имметри 'iескои 110Jюжитt'..JIЬliO 011peд~1eliliOИ матрицеи lie вt.:е-
1 'ДёL цедеt.:ообрёl.Зеli. llpи тсLком аереходе мо1 ·у 1· утрёL'iИВёLТЬGН. 

t.:войt.:твсL, которые быди бы нОJШ31iЫ нри решеliии системы и 

которые lie комнеlit.:ируютt.:л нриобретеliliыми свойствами (сим­
метри'iliОстью и ноJюжитедьliоЙ онредеJШliliОL:тью). Нанример, 

это .1:iабдюдаетt.:л ддя. рёt3реженliых матриц, отди 'iИТ~rьной осо­

беliностью которых нвднетt.:н бодьшое коди'iеt.:тво нудевых эде­

меliтов. К liедоста1·ксt.м укё1.Зсt.liно1·0 нерехода Gдедует отнести и 

то, '-ITO он, КёLК 1IpёLBИJIO, нриводит к увели'iению '-IИ.GJiёL oбyGJIOB­

дeliliOl:ТИ матрицы Gиt.:темы. 

Ot.:lioвoй любого итерсLциоаliого метода. лвляетt.:л t.:хоци-
V V V 

МОGТЬ итерациОliliОИ llOCJН;ЩOBa,T~lbliOGTИ 110 тои ИJIИ ИliОИ liOp-
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ме7 3а..ДёЬli.1:iОЙ в JlИ.lШЙ.l:iOM 111:-Ю(.;Тра..ш.:тве. Мы ра,t;(.;МОТри.м JlИ.­

нейное а.ри.фмети.'iе<..;кое нроt.;тра.н<..;тво !Rn 7 норма. в котором 

порожда.ет<..;л t.;Та.нда.ртным L:кшшрным умаожени.ем. Эдементы 

ди.неЙНОl'О а..ри.фмети.'iе(.;К01'0 нрОt;Тра..Н(.;'l'Вё:\, будем 3а..11И.(.;ЫВа..ТЬ В 

ви.де <..;тодбцов. 

E(;JIИ. мё:\.три.ца. А <..;и.мметри.'iеt;каJI, то Зё:\.ни.<..;ь А > О озна.-
'iё:\.ет , '!ТО эта.. Ма..ТрИ.Цё:\. llOJIOЖИ.T(:~JlbHO онредеJШНс:\.. Дру1'И.МИ. 

V 

(;JЮВё:\.ми., 1юJюжи.тедьно 011редеJ1еннои лвдлетсл ква.дра.ти.'iна.я. 
т 

форма.. х А:с, мё:\.три.цей которой лвдлет<..;л А. Ддл нрои.зводь-

ной Мё:\.Три.цы 1J мы Тё:\.КЖе можем ра,(.;(.;МОТреть КВё:\.ДРа..ТИ.L1ную 

форму хт Нх. Мё:\.три.цей этой ква..дра..ти.'iной формы я.вд.нетt;.н 
1J!5 = (В+ Вт)/2. E(;JIИ. ука..Зё:\.ННа..Л ква..дра..ТИ'iНаJI форма.. 1ЮJЮ­
жи.те;1ьно онредеJШНё:\., то мы будем 1'овори.ть, Lrтo и ма..три.цё:\. В 

(вообще 1'оворя, не<..;и.мметри.'iескаЛ) 110Jюжи.тедьно онредеденё:\. 

и. обозна..'iа..ть это тё:\.к; Н > О. 

Ра..(.;(.;МОТри.м ОДНОШа..l'ОВЫЙ и.тера..ци.онный метод в Ка..НОНИ.'iе­

(.;КОЙ форме (11.5). Еt;ди. метод c1na11/uunapnьiй, то он онредедл­

ется ч:а..<..;тным (;Jrуч:а..ем ка..аоаи. ч:еt;кой формы 

(11.22) 

Ддл Тё:\.КОl'О методё:\. вернё:\. t;Jшдующё:\.л теоремё:\. о t;ходи.моt;ти. . 

Теорема 11.3 (теорема А.А. Самарского). Е(;.11и. А -
<..;и.мметри. '!е<..;кая. 110Jюжи.тедьно 011редеJ1еннаJI ма.три.ца., т > О и. 

ма.три.ца. Н у довдетворлет уt;Jюви.ю Н - О,5т А > О , то и.тера.­

ци.онна.л 110 (.;Jll:ЩOBa.TeдbJ:iO (.;Tb ДJlЛ и.тераЦИ.ОННОl'О метода (11.22) 
t;ХОДИТСЯ.. # 

Сформуди.рованнаJI теорема 11.3 110зводлет ноду'iи.ть де1'ко 
нроверя.емые уедови.я. t;ходи.моt; I'И ддя. конкретных и.терё:\.ци.он­

ных методов. 

Следствие 11.1. llусть А - си.мметри.'!еt;кал 110Jюжи.тедь­

но 011редеJ1енна..л матрица.. норлдка.. п t; ди.а..1 'онш1ьным 11реобJ1а..-
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Uii > L IUij l, i = 1, п. 
j.f-i 

(11.23) 

Тu1'да.. итеµс::1,циuliliаЛ 11uL:Jшдuвс::1,тедьliut.:ть м~тиdи Якиб·и t.:xu-
дитсл. 

• Метuд Якuби я:вдлет·(ж ч:с::1,<...:тным <...:дуч:с::1,ем Ka..liUliи ч:e<...:кuй фuµ­

мы (11.22) t.:Ta..ЦИUlia..IJliUl'U итeµa..ЦИUliliUl'U метuда.. 11µ11 т = 1, 
Н = D. lluэтuмy уt.:дuвие теоремы 11.3 длл этu1'U метода. имеет 
вид 21) - А > О. lluкс::1,жем, ч:то это уL:Jювие выгюдRлетt.:л , еt.:ди 

мс::1,трицс::1, А имеет диш 'UHa..JlЬliUe нреuбда..Да..liие . 
r 

Оцеliим квсt.дра..тич:Rую форму х Ах, уч:итыва.л, 'iTO Uji = Uij 

ДJlЛ <...:имметµи ч:еt.:кой ма..трицы А: 

п п 

:1.? Ах = L UijXi Xj ~ L IUijl lxi l lxi l ~ 
i ,j-1 i ,j-1 

И3 ( 11.23) tleмeддetlнu L:J1едует, ч:тu у мс::1,тµицы А t.: диa..l'U­

lia..JlЬliЫM 11µеuбда..Да..1iИем ДИa..l'Ulia..JlЬliЬШ эдемеliТЫ Uii llОJЮЖИ­

тельны. llоэтому нµи х I О 
п п п 

xr Ах= ~ lи ·· l 'c~ - ~ х~(~ lи · ·I +и··) < 2 ~ х~и -· - 2xr Ux ~ i J ' i - ~ i ~ i J п ~ i ii - . 

i, j-1 i _;l j./-i i _;l 

Сдедuва..теJ1ь1iо, xr (21J - А)х > О 11µ11 х I О и уL:Jювия. теuремы 
А.А. Са..ма..µ <...:ко1'U вьп1UJ1lieliы. • 
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Следствие 11.2. ~(;.}1.1:1 А - L:имметри'iеL:ю:tл нuJюжитедыiu 

онредеJшнная. матрица, то итерационнсLЛ 1юL:дедовате;1ьноL:ть 

метиdа r:,ерхней редакса·и/U'U L:ходитL:я. нри l) < u.J < 2. 

• Метод верхней ре;л1кL:ации нолу 'iаетL:л и3 канони'iеL:кой фор­
мы ( 11.22) L:тaциoliapliOL'O метода нри Н = 1) + u1A_ , т = u.J. Ддл 

L:имметри'iеL:кой матрицы А имеем А~= А+. Зш;1.,'iи·1·, квадра-
1· 'l' 

ти 'iliыe формы х А_х и х А+х L:Uв11адаю1·, так как у liИX uдlia 

и та же матрица l),5 (A_ + А+). У'iитьшал этu, нреобрсi3уем 

уL:Jювие теоремы 11.3: 

хт (Н - О,5т А)х = хт ( (U+u1A_) - 0,5u1(U+A-+ A+) )х = 

= (1- l),5u1)x·
1
·ux + l),5u1 ( хтА_х - хтА+х) = (l -0,5JJ)xтUx . 

У L:имметри 'ieL:кuй 11uJюжите;1ьliо uнpeдe;reliliUЙ матрицы вL:е 

диагош:t.11ьные элементы 110Jюжите;1ьны ( L:м. L:J1ед,L:твие 8.3). Это 
3На'iИТ, 'iTO диаI'ОНсiJIЬНаЛ матрица 1) llОJЮЖИТедьно u11ределею;1.,. 

Сдедовате;1ыiо, 

нри u.J < 2 их f:;. О. E(;JIИ u.J > l), то и т > О. Со1'даL:но теореме 11.3, 
нри О < u1 < 2 итерациОliliаЛ llOL:JШДOBaTeJIЬliOL:TЬ метода .13-epxlieЙ 

pe.7IciKL:ciЦИИ L:ХUДИГL:Л. • 
При u.J = 1 метод верхней редакL:ации превращаегL:л в метид 

Зейдедх. И3 L:JШДL:твил 11.2 L:pci3y ноду'iаем L:дедующее ут.13-ер­

ждеliие. 

Следствие 11.3. Е(;J1и А - L:имметри'iеL:ксLЛ ноJюжительно 

oнpeдeJШliliaя. матрица, то итерациОliliсLЛ 110L:J1едовате;1ьliОL:ть 

м~:;тода Зейде;1л L:ходитL:я.. 

Ддя. м~:;тода нроL:той итерации т~:;ор~:;ма 11.3 да~:;т y(;JIOJ3.Иe 

L:ХОДИМОL:ТИ, бодее (;.}ЮЖНО!:; ДJIЛ нроверки. 

Следствие 11.4. E(;JIИ А - L:имм~:;т•ри'i~:;L:ксLЛ п.uJюжит~:;льнu 

онрсЩ!:;Jiеннал матрица, то итерационнсLЛ llOL:JieД0.13-aTeJIЬHOL:TЬ 
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u 

метода нроt.:тои и.тераци.и. t.:ходи.тt.:л нри. 

О < т < 2/ Лша,х., (11.24) 

1 'де Лша,Х, - .1:iаи.бодьшее c;uбc;mfЗ f:'-'Н.,'Н,Uе З'Н,U'Ч,е'Н,·ие мump'U'l-fЫ А. 

• Метод нроt.:той и.тераци.и. (11.lб) 11оду'iае1't.:Л и.з ка..1:iО.1:iи.'iеской 

формы (11.22) стаци.01:iа.р.1:iОL'О метода в t.:дy'ia.e Н = Е. Уr.;,,юви.е 
теоремы 11.3 ддл этuгu мегuда. имеет ви.д Е - О,5т А > О, т > О. 
Мс1три.цс1 Е - О,5т А си.мметри.'iеская. llоэтому O.l:ia ноJюжи.тедь­

.1:iО онреде.lШ.1:iа. ТОL'Да. и. 'l'OJLЬKO TOL'ДcJ.. , КОL'ДёJ.. LlOJIOЖИ.TeJLЬ.l:iЫ все 

ее t.:обt.:гвеtlные 3lla."IeRия (t.:м . 8.6). 
llокс1жем, '!ТО кс1ждому t.:обt.:тве.1:i.1:iОму 31:ia.'ie.l:iи.ю µ, ма.три.цы 

Е - О 5т А t.:оответt.:твует t.:oбt.:твe.l:i.l:iOe 3.1:ia.'ie.l:iи.e Л = 21 
- µ, ма.-

' т 
три.цы А. llуеть х - t.:обt.:тве.1:i.1:iЫЙ вектор ма.три.цы Е - О,5т А, 

отве'iа.ющи.й собt.:тве.1:i.1:iому 31:icJ..'ie.l:iи.ю µ, 1 т.е. (Е - О,5т А)х = µ,х. 
Тогда. х - О15т Ах = µ,х, огку.ца. А:.с = 2 1 

- µ, х. Сдедовс1те.1rь!:iо, 
т 

х - собстве.1:i.1:iЫЙ вектор ма.три.цы А, нри. этом собt.:тве.1:i.1:iОе 
1 - //. 

31:iа.Че.1:iи.е ра.ВНО л = 2--' . .l:3ыра.3ИВ ОТL:Ю.Ца. µ,, .1:iёJ..ХО.ЦИ.М µ, = 
т 

= 1- О,5тЛ. 

Cuбt.:гвe.l:i.l:iUe 3На.'iение µ, мсtтрицы Е - О,5т А ншюжи.тедь.1:iu, 

есди. ДJПJ. соответt.:твующе1'0 ему coбt.:твe.l:i.l:iOL'O 31:ia.Чe.l:iюl Л ма.­

три.цы А вынод.1:iя.ется . .1:iерс1ве.1:it.:тво 1 - О,5т Л > О , и.ди. Л < 2/т. 
Отt.:юда вытекает, 'iTO еt.:ди. макt.:и.мш1ь.l:iuе t.:uбt.:твe.l:i.l:iOe 31:ia'ie­

.l:iИ.e Лащх. мсtтри.цы А ме.1:iьше 2/т , то вt.:е t.:обстве.1:i.1:iЬШ 31:icJ..'ie.l:iи.л 

мсtтри.цы Е - О,5т А 110Jюжи.те.11ь.1:iы и. эта матрица лвJ1летt.:л 110Jю­

жи.те.11ь.1:iо 011pe.цe.1ie.l:i.1:iOЙ. Co1'дcJ..L:.1:iO теореме 11.3, и.терс1ци.О.1:i.1:iсJ..Л 
u 

11оt.:дедовате.11ь.1:iоt.:ть метода. нроt.:тои и.терс1ци.и. t.:ходи.тся., er.;,,111. 

Лнщх. < 2/т . • 
Уr.;,,юви..н L:ХОДИ.МОL:ТИ. ти.на (11.24) МОЖ.1:iО ноду'iИ.ТЬ ДJI.Н нро­

И.3ВОJIЬНОГО t.:таци.он:арного метода. 

Теорема 11.4. Ддя. L:ХОДИ.МОL:ТИ. и.тера.ЦИ.0.1:i.1:iОЙ НОСJШДО-
u 

ваТt',JIЬнut.:ги t.:т'ациuнарш.>гu мегuда1 задаtlнuгu ка11uнич:еt.:кuи 

формой ( 11. 22) 1 нри. любом .1:iа.ч.шrь.1:iом нри.бли.жен:и.и. .1:iеобхо.ци.мо 
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и ДOL:TёtTO'iliO, 'iТОбы вt.:е корliи ХЩ>сtктериt.:ти 'ieL:KOl 'O у pctвlieliи.Ji 

Мi:iТf-)ИЦЫ '.Г = Е - Т в-1 А были lIO модулю меньше едиliИЦЫ. # 

Отметим, 'iTO в теореме lie требуетt.:п, 'iтобы мсtтрицсt А 

CJlAY бьшсt <.;имметри'iеt.:кой. Дot.:тaтO'iliO дишь1 'iтобы и А, 
и Н быди иевырождеliliыми мс1трицс1ми. Н этuм r;дy'iae xapaк­

nи;p'Uc:m'U;ч,ec7..:ue ypaf>'Нte'Нt·ue мarnp'U'l.l;Ы Т может иметь как дей­

t.:т.вит!:',Jlьные корни ( <.;Oбt.:т.вeliliыe 3Нсt'iения:) 1 так и комш1екt.:liые. 

Дш1 (;ХОДИМО(;l'И итерсiЦИОliliОЙ llOL:дeдo.вaт~lbliO(;TИ liYЖliO, 'iТО­

бы .в<.;е корliи7 и дейt.:т.витедьные, и комшrекL:liые, 110 модулю 

быди меliьше едиliицы. 

11.5. Скорость сходимости 
стационарных итерационных методов 

llуеть х * - TO'iliOe решеliие L:и<.;темы диliеЙliых а.1п ·ебрсiи'iе­

t.:ких ypa.вtleliиЙ (CJlAY) Ах= Ь L: квс1.,дрсi'l'liОЙ tle.выpoждeliliOЙ 

мс1.,·1·рицей А аорлдксt п; { xN} - ·umepm"fиu'Нt'Нtaл пuс:леdиf>аmел1:,­
нист1:, с:rпm.1/иинар'Нtиёи 'Umера'U/UИ'Нt'НtИёИ мenwda ( 11. 22). !>ci3-
liOL:ть ·uN = xN - х* liсi3ы.вс1.,ют ошибкой N-й итерации. 

llод<.;ТсiВJ1я.я. .в ypёt.вlieliиe (11.22) .вырсiжеliил xN = ·uN + :с*, 
;.i·N + l = 'UN +l + х* и У'iИТЫ.ВёtЛ pct.вeli(;'l'.ВO Ах* = ь, !!а.ХОДИМ 

·uN+l _ 'UN 
H----+A·uN =0. 

т 

откудсi 

(11.25) 

l'де 'Г = Е - тн- 1 А. CoOTliOШel!иe (11.25) 1103.ВОJНlеТ .ВЫf-)сi3ИТЬ 
ошибку N-й итерсtции 'iepe3 ошибку liёt'ic\JlbliOl'O арибдижеliил; 

(11.26) 

Сходимu<.;гь итерс1.,ционнuй нuL:дедовсiтедьliоL:ги t;тс1.,ционар­

liОl 'О метода. 03lict'icteт, что К liудю L:ХОДИТL:Я. LlO(;Jleдo.вctT~lbliO(;Tb 

{'uN } , uп.редедениа.л рекурр t;'Н,'ffl,'Н,ЫM c:uurnН,И'Шt;Н,'Ueм ( 11. 25). Cu-

1 'дa.L:liO pct.вeliL:TBY (11.26) 1 yкc1.,3cl.,lilia.Л (.;ХОДИМОL:ТЬ онред~шет<.;л 
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t.:жи.м,ыuщи.ми. t.:войt.:твс1ми. мс1тµи.цы '1 ' [I-Д~.2 j. Еt.:ди. отобµс1-

жt;ни.t; у = 'l'x в llf)Ot.:Tf)c\.H(;TB{; !Rn t; 3с\.Дс\.ННОЙ нормой Я.ШlЯ.{;Т(;Л 

сж·имиющ·им, т .t;. ддл нt;которой ноt.:толнной q < 1 и. любых 

х1 , х2 Е: !Rn вы11олня.е·1·t.:я. неµс1венt.:тво 

то поt.:дедовсtтелью.>t.:тъ {'uN} t.:ходитt.:л. llоt.:толннм q определл­
етt.:л (;ВОЙt.:ТВс\.МИ. Мс\.Тf)И.ЦЫ '1 ', И. от В~1И.L1И.НЫ этой 110(.;ТОЛННОЙ 

3ёLВИ.(;И.Т, Hctt;KOJibKO быt.:тро t.:ХОДИ.Т(;Я. llOL:JleдoвctтeдbHOt.:Tb {·uN}. 
Необходимое и. доt.:·1'с1то'iное уt.:Jюви.е t.:ходи.моt.:ти. к нулю 11оt.:де­

довсt·1·едьноt.:ти. оши.бок дсtет ·1·еоремс1 11.4, но 11роверкс1 уt.:Jюви.я. 
теоµемы доt.:тс1то'iно L:Jюжнс1. llоэтому 'ic\.t.:'l'O 11µи.бе1 'с\.ЮТ к дру­

L 'И.М уt.:JЮВИ.Я.М, бодее нроt.:l'ЫМ, но и.меющи.м JlИ.ШЬ ДОt.:Тс\.ТО'iНЫЙ 

хс1рсtктеµ. Эти. уL:Jюви.л обыL1но t.:вл3с1ны t.: нормой миrnр'U'ЦЫ '1'. 
Ко..к и. выше, будем µсtt.:t.:мо..1·µи.вс1ть t.:тодбцы выt.:01ъ1 п в 

кс1L1еt.:тве tJeкrnopotJ J1,-uн,еиноё..о uр'Uфмет:ичес:коё..о ·npoc:mpuнc:rntJu 

!Rn, в котоµом 3с1дс1нс1 некотоµм ноµмс1 11 · 11, Ддл мс1тµи.ц будем 
и.t.:11одь3овс11ъ норму, 'Uнdy·1.fupotJuннyю 3с\.До..нной нормой в IR'i, и. 

длл и.ндуци.рово..нной ноµмы и.снодыуем то же обо3Нс\.'iени.е, '!ТО 

и ддл нормы в 11{.п. И3 (11.20) t.:ле,цует, 'iTO 

Отсюдсt ви.ди.м, '!ТО 110L:J1едовсtтедьноt.:ть {·uN} сходи.тся. к нудю, 
есди. 11'1 'N 11 • О нри. N • Х>. H3J1B s· > О, нс1йдем то..кой номер 
N (::) , '!ТО нри. N ;?: N (::) будет ll'l'NII < ::. То1'до.. ДJ1Л N = N (::) 
110ду'iс1ем ll·uN 11 <:: l·u0 11, т.е. 3с\. N и.терс1ци.й Нс\.'iо..J1ьное нµи.бди.же­
ни.е у меньшююсь в 1/:: f)c\.3. Число N (::) L:Jteдyeт выби.µс1ть нс1и.­
менее ВО3МОЖНЫМ, И. ТОl'Дс\. оно будет онредедя.ть ми.ни.мщ1ьное 

'iИ.CJIO и.теµс1ци.Й дд.н 3сtдо..нной то'iнос1·и. :: , о.. обµсtтну ю веди. '!и.ну 

1 /N (::) еt.:теt.:твенно µс1сt.:мс1тµи.вс1·1ъ кс1к с корост,:, С-;J;оди.мо­

сrпи иrпера·ц·ионно~о .меrпода. Отмети.м, что ми.ни.мщ1ьное 

'iИ.t.:JIO и.нтеµо..ци.и и. t.:коµоt.:ть t.:ходи.моt.:ти. методс1 3с1ви.t.:я.т от 

того, ко..км выбрс1исt иормс1 в ди.аейном сtµифмети'iеL:ком про­

t.:·1,µс1нt.:тве. 
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Вы 'iИ.L:ди.ть нормы IITN 11 О'iень (.;.!Южно. Чтобы уL:та.нови.ть 
L:ХОДИ.МОL:ТЬ 110(.;Jieдoвc\.TE:;IIЬHOL:TИ. ТёLКИ.Х HOJJM И. ВЬПIL:НИ.ТЬ (.;КО­

рОl:ТЬ (.;ХОДИ.МО(.:ТИ.7 На.ДО И.(.;110J1Ь301:ЩТЬ длл Та,КИ.Х норм рёLЗдИ. 'i­
ные оценки.. На.нри.мер, еL:ди. 1 1:Г I I = q < 11 то, l:Ol'JI<Ll:HO нера.­

венL:тву IIAHII ( IIAII IIHII, верному длл любой: KUJ1,1J 'Urf:;6uй нuрмы, 
имеем нера.венL:тво 1 1:ГN 11 ( IITII N = qN, откуда. l:JJ<L3Y L:Jшдует 
L:ходи.моL:ть к нулю 110(.;J1едова.тельноL:ти. {IITN 11}. DOJШe то1'0, 
3с1,11и.L:а.в нера.венL:тва. 11:.l'N II ( qN < Е: 7 нолу'iс1,ем нри. номощи. JЮ­
га.рифми.роtщнил оценку миниммьногu 'iИL:Jl<L игера.ций:: 

lн е: lн ( 1 / е:) 
N ( е:) ~ lн q = lн( 1 / 11 :L ' 

СкороL:ть L:ходи.моL:ти. и.тера.ци.оннои LIО(.;JШДОва.тельноL:ти. в 

L:'1'с1,ци.она.рном методе зс1,ви.L:и.т, вообще l'Оворл, от выбра.н1101'0 

3Нё\.'iени.л ·uтnepU'll/UU'Н,'Н,UёU пиримеrпри т. 'l'o зна.'iени.е то 11а.рс1,ме­
трс1,1 нри. котором (.;КОрОl:ТЬ (.;ХОДИ.МОL:ТИ. метода. liёLИ.ВЫ(.;ШёLЛ , НёL-

3ЫВёLЮТ оn"~имадопым итерац·иоппым параметром. Это 

3licL'ie11и.e, кu11е'!110, Зi:LВИ.L:и.т от и.L:нользуемой: нормы. 0L:Ti:LliO­
ви.мL:л li<L l:дy'ia.e, KOI'Д<L в IR_n pa.l:L:Mc\.TJJИ.Ba.eтL:JI e6KJ1,'Uduвu ·н,uрми1 
норожденнё\.л c;muнduprmiым GКUJ/,хрным прu'Uзв еdен.:ием. 

ЕL:ли. А - L:имметри.'iеL:к<LЛ ноJюжи.тЕ:;11ьно онред,еJшнна.л ма.­

три.ца., то длл метода нроL:той: и.тера.ци.и. (11.16) 

2 
то= ' 

Аншх. (А) + Ашiн (А) 

1-де Лшiа(А) и. Лша.х.(А) - L:оответL:твенно ми.ни.м<LJ1ьное и. мa.кL:и.­

M<LJIЬliOe L:ОбL:твенные 3liа,'iени.л ма.три.цы А. llpи. этом верна. 

(.;JШдующал оценка ошибки. N-й: итерации.: l l ·иN 11 ( pN 11·и0 1 1 , 1'де 

Ашм(А) - Ашiа (А) 
р = . 

Лншх. (А) + Лщiа (А) 

llа.рс1,метр р онределя.етL:я. отношением ( = Лншх. (А)/Лшiа (А), 

предL:тс1,вллющим L:обuй: ч.,·ис;.1щ uбyc;.1щвJ1,en'Н,uc;rn-u L:и.мметри. 'iе­

L:кой: 110Jюжи.тЕ:;11ь110 онределенной: мс1,1'ри.цы А. Чем меньше 
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'iИCJIO oбycдOtl-JШliliOC'l'И, тем меliьше р и тем tl-ЫШе l:КOIJOCTЬ схо­

димости методс:1., . llµи шюхо oбyCJюwreliliOЙ мс:1.,'1'µице А нс:1.,µс:1.,метµ 

р бдизок к едиliице и скоµость сходимости методс:1., нµостой ите­

µс:1.,ции M<iJio.,. Н тс:1.,кой ситус:1.,ции цеж~сообµа.ЗliU uµиентиµuвс:1.,ться 
lio., lieЯtl-liыe итеµс:1.,циоliliые методы (11.22). 

Дшr нeяtl-HUl'U итeµc:1.,циoliliUГU метuдс:1., (11.22), т.е. 11µ.1:1 Н ~ Е, 
tl- еду 'io.,e симметµи 'iеских мс:1.,·1·µиц А и Н 

2 
Tl) = Ащс1,х.(В-1А) + Aшiil (B-lA)' 

где Aшill(в-1 А) И Ащм(в-1 А) - COOT'tl-(;T'CTtl-(;HHO MИliИMШIЬliOe 
и мс:1.,ксим<iJ1ь1iое cuбcтtl-eliliыe Зlio.,'ieliия мс:1.,·1·µицы н- 1 А. Ддя 
ошибки итеµс:1.,ции tl-eIJlio., оцеliкс:1., ll ·иN 11 ~ pN 1 1 'и0 11, l'де 

Лншх. (н-1 А) - Лшi11 (н-1 А) 
р = Лншх. (В-1 А)+ Лшi11 (Н-1 А) . 

HeJIИ'iИlio., р онµедеJшется 'iИCJIOM обуСJювJшиности 

t = Лншх. (н-1 А) 
~ Ашiп (Н- 1 А) 

мс:1.,тµицы н-1 А. НевыµождеliliУЮ симметµи'iескую мс:1.,тµицу Н 
СJiедует выбирс:1.,ть тс:1.,к, '-lтобы ( быдо M<iJIO и во всяком сду'iс:1.,е 

было меньше '-lИCJia, обусловленности мс:1.,тµицы А (в пµотивном 

CJIY '-lo.,e ИCllUJIЬЗUBo.,liИe нeЯBHUl 'U метu,цс:1., не имеет CMЬICJia,). 

Вопросы и 3адачи 

11.1. Может ди 'iИCJIO обуСJювленности квс:1.,дµс:1.,тной невыµо­
ждеliliОЙ мс:1.,тµицы быть; с:1.,) 01·µицс:1.,тедьным; б) 110Jюжитедьным; 

в) ЦеJiым; 1') иµµс:1.,циоliш1ьliым; д) б6дьшим едиliицы; е) м~liьшим 
едиliицы; ж) µс:1.,вliым едиliице'( 

(1 2) 11.2. Нс:1.,йдите 'iИCJIO обуСJюwrенности мс:1.,тµицы 
3 4 

, µс:1.,с-

смс:1.,тµивс:1.,я в кс:1.,'-!естtl-е ноµмы мс:1.,тµиц; с:1.,) снек тµ<lJ1ьну ю ноµму; 

б) окта.эдµи'iескую lioµмy; в) куби'iескую lioµмy. Сµс:1.,вliите 110-
дy'ieliliьre отtl-еты. 
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11.3. Доюtжите, '!ТО с:(иА) = с:(А) ДJlЛ шuбо1'О деЙt;твитедь­
liОl'О 'iИt;JШ, U 'f 0. 

11.4. Пµиведите нµимеµ t!Ормы мсt.тµиц и мсt.трицы1 котоµоJ-1. 
OTliOt;ИTeJlЬliO этой liOl)MЫ имеет LIИt;JIO oбyt;JIOВJШliliOt;ти, меliь­

шее едиliицы. 

11.5. Нсt.й.ците вt;е мсt.тµицы А1 ДJШ котоµых с:(А) = 1 OTliO­
t;итeдьlio L:lШKTl)a.JIЬliOИ liOl)MЫ мсt.тµиц. 

11.6. Дока.жите/ 'iTO ДJlЛ ОКТа.ЭД[>И'iе<..:кой1 L:lleKTl)a.JIЬliOИ7 

куби 'iе<..:кой 1 евкди.дuвuй liUl)M мсt.тµиц 'iИL:JIO uбyL:Jюш1e1iliUL:ти. lie 
И3Меl!летt;л нµи нeµe<..:Ta.liOBIO~ L:Tl)OK И L:ТОдбцов Ма.Тl)ИЦЫ. 

11. 7. Ка.к liа.Йти <..:иli1 'YJШl)liOe I,>а.ЗJюжеliШ:~ с..:имметµи'iеt;кои 

llOJIOЖИTeJlЬliO онµедедеliliОЙ мсt.тµицы'( 

11.8. Нсt.йдите QR-I,>a.ЗJюжeliиe, нодлµliое и L:Иlil'YдЛl)liOe 

l)cl.3Jюжeliи}l Дд}l мсt.тµиц; 

а.) ( ~ 
3 

1 
-5 
- 1 

3) 5 ' 
2 (

2 

б) ~ 
10 
14 
28 

4) 2 
21 

11.9. СuL:та.вьте 11µu1'µа.мму lia. UДliUM из a.Jll'Ul)ИTMИ'ie<..:киx 
лзыкuв, µеа.Лизующую метuд ЗейдеJ1л. llµи nuмuщи c..:uc..:тaВJreн­

liOИ lll)Ol 'l)cLMMЫ µешите <..:ИL:тему 

O,lx1 - 8,Ох:г + 9,3х3 - 8,2х4 = 1,51 

-3,3х1 + 2,4х:г - 2,8х3 + 2,4х4 = 2, 
-2,бх~ + l 1 9х:г - 2,2х3 + l ,!)x4 = - 1, 
-1,3х1 + 9,3х:г - l):c3 + 9,5х4 = О. 

Сµа.вliите licLЙдelil!Oe решеl!ие <..: µешеl!ием тои же t;иt;темы 

методом 1 'ct.y<..:L:a. 
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